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1. Kaavat (a), (c), (d) ja (e) ovat K-valideja, (b) ja (f) eivét.

2. Olkoon A =p; — OO p1-

Oletetaan, ettd F = A. Olkoot w,w’ € W sellaiset, ettd w Rw’. Asete-
taan M = (W, R, P), missé P(p) = {w} kaikilla p € V. Nyt M, w = p;
ja M,w | A, joten M,w = OO p;. Niinpa erityisesti M,w’ = O p1,
eli on olemassa sellainen w” € W, ettd w’ Rw” ja M,w"” = p;. Tal-
16in siis w” € P(p1) = {w}, joten w” = w ja siis w’ R w. Niinpa R on
symmetrinen.

Oletetaan sitten, ettd R on symmetrinen. Olkoon M = (W, R, P), mis-
sé P on mielivaltainen. Olkoon w € W sellainen, ettd M,w = p;.
Olkoon w' € W sellainen, ettd w R w’. Talloin symmetrian nojalla
w' Rw, joten M,w" = ¢ p1. Tami on tosi kaikilla w’, joilla w R w/’,
joten M,w = OO p1. Niinpd M | A. Koska P oli mielivaltainen, niin
F E A.

3. Olkoon F' = (W, R) refleksiivinen euklidinen kehys. Téll6in seuraavat
skeemat ovat valideja kehyksessé F':
(TO) A—=0A
5) OA—-DO0A
(50) ¢OA—-DOA

Olkoon B mielivaltainen kaava. Seuraava formaali péaéttely osoittaa,
ettd kaava [J B — OO B on validi kehyksessa F', koska kaikki péaat-
telyn oletukset ovat valideja kehyksessd F' ja kaikki kdytetyt saannot
sdilyttavit validisuuden:

(1) OB—~00OB (T())

(2) 0OB—-0OOB (5)

(3) 0OB— OB (50)

(4) OOOB—0O0OB (RM,3)
(5) OB—0O0OB (PL,1,2,4)



Niinpa F' on transitiivinen.

4. Olkoot Fy = (W1, Ry) ja Fy = (W, Ry), missé

Wl = {1}’
Ry = {<1’1>}7
W2 = {172}’

Ry = {<17 2>7 <27 1>}

Olkoon Z = Wy x W1. Nyt Z on funktio, koska joukossa W7 on vain
yksi alkio. Selvésti Z on myos surjektio. Lisdksi kaikilla wy,w] € Wy
ja we € Wa, joilla wy Z we ja wy Rw}, on olemassa sellainen w’2 e Ws,
ettd w) Z wh ja we R w), ja kaikilla wy € W1 ja we,wh € Wy, joilla
wy Z wy ja we Rw), on olemassa sellainen w} € Wi, ettd w) Z w) ja
wy Rw}. Niinpd Z on kehysten F» ja F vélinen bisimulaatio, joka on
liséksi (osittainen) surjektio, joten jokainen kehyksessd Fy validi kaava
on validi myos kehyksessa Fy. Ei siis ole olemassa kaavaa A, joka on
validi irrefleksiivisessd kehyksessé Fs eiké ole validi kehyksessé Fi, joka
ei ole irrefleksiivinen.

5. Ratkaisu 1: Kaava (i) on intuitionistisesti validi. Olkoon M = (W, R, P)
intuitionistinen K-malli, ja olkoon w € W. Harjoitustehtdvén nojalla
riittaé osoittaa, ettd jos M, w IF p; — —p1, niin M, w IF —p;. Oletetaan
siis, ettd M, w I p1 — —p1. Olkoon w’ € W sellainen, ettd w Rw'. Jos
M, w' Ik py, niin M, w" I —py, miké on mahdotonta. Siispa kaikilla w’,
joilla w Rw’, patee M, w' Iff p1, eli M,w |- —p;.

Ratkaisu 2: Kaava (ii) ei ole intuitionistisesti validi. Olkoon M =
(W, R, P), missa

W= {12},

R = {(1,1),(1,2),(2,2)},

Plr) {{2}, jos i =1,

@, muuten.

On helppo tarkistaa, ettd M on intuitionistinen malli. Nyt M, 2 IF p;
ja w R 2 kaikilla w € W, joten milladn w € W ei pidde M, w IF —p;.
Niinpad M, 1 IF —p; — p1. Toisaalta M, 1 I p; ja 1 R 1, joten M, 1 If
(=p1 — p1) = p1-



