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1. (a) Olkoot

Wy = {0,1},
Wy = {0}7
X1 = {0},
Xo = {0},

f(w) = 0, kun w € Wy.

Selvisti Xo = {f(0)} = {f(z) | x € X1}, mutta
X, 7& Wy = {ZL‘ e W, | f(ZE) S XQ}

(b) Olkoot Wy, W3, X1, X5 kuten edellisessé kohdassa, ja olkoot

Rl = (Z)a
RZ = ®a
Xy, josi=1,
P i =
1(p:) ¢,  muuten,
Xy, josi=1,
P i -
2(p1) {@, muuten.

Tehtavisséd annetut ehdot (i) ja (ii) toteutuvat triviaalisti, koska
relaatiot R, ja R, ovat tyhjid. Ehto (iii) toteutuu edellisen kohdan
nojalla. Ehto (iv) toteutuu, koska 1 ¢ Py(p;) mutta f(1) =0 €

Py(py).



2. Olkoon M = (W, R, P) K-malli, ja olkoon w € W. Oletetaan, etté
M,w = O AADOB. Talloin erityisesti M, w = { A, joten on olemassa
sellainen w’ € W, ettd w Rw’ ja M,w’ = A. Talléin my6s M, w' = B,
koska M,w = OB. Niinpd M,w' = A A B, joten M,w = O(A A B).
Implikaatio (O AAO B) — O(AAB) on siis K-validi, joten taydellisyys-
lauseen nojalla se on myos systeemin K teoreema.

3. Olkoon M = (W, R, P) K-malli, jossa R on refleksiivinen, symmetrinen
ja transitiivinen, ja olkoon w € W. Oletetaan ensin, ettd M, w = O(AA
O B). Talloin on olemassa sellainen w’ € W, ettd w Rw' ja M,w' |=
A ANOB. Olkoon nyt w” € W sellainen, ettd w Rw”. Talloin w” R w’,
koska R on symmetrinen ja transitiivinen. Niinpd M, w” = { A. Lisdksi
w' Rw”, joten M, w” |= B. Siis kaikilla w”, joilla w Rw", patee M, w" |=
OANB, eli M,w=0(0AAB).

Oletetaan sitten, ettd M, w = O(Q A A B). Talloin erityisesti M, w =
O A, koska R on refleksiivinen. On siis olemassa sellainen w’ € W, etta
w Rw' ja M,w' = A. Olkoon sitten w” € W sellainen, ettd w' R w".
Télloin w Rw”, koska R on transitiivinen. Niinpd M, w” | ¢ AAB jasiis
erityisesti M, w” |= B. Siispa M,w' |= O B ja edelleen M, w' = AANO B,
joten M,w = O(AANOB).

Jokaisen refleksiivisen, symmetrisen ja transitiivisen K-mallin M jo-
kaisessa maailmassa w pétee siis M,w E O(A A OB) joss M,w =
O(O AA B). Niinpé kaava Q(AAOB) < O(Q0 AA B) on validi kaikissa
refleksiivisissd, symmetrisissa ja transitiivisissa kehyksissa, joten se on
taydellisyyslauseen mukaan todistuva systeemissa S5.

4. Ratkaisu la: Seuraava formaali péattely osoittaa, ettd A on systee-
min S4 teoreema:

(1) Opr—0O0Op (4)
(2) Op1—O0Om (T0)
(3) OOp—0O00Op (RM,2)
(4) Op—O000p1  (PL,1,3)

Ratkaisu 1b: Olkoon (W, R, P) refleksiivinen ja transitiivinen K-malli,
ja olkoon w € W. Oletetaan, ettd M,w = Op;. Olkoon w' € W sel-
lainen, ettd w R w’. Olkoon edelleen w” € W sellainen, ettd w’ R w”.
Télloin transitiivisuuden nojalla w R w”. Niinp6 M, w” = p;. Tama
pétee kaikilla w” € W, joilla w" R w", joten M,w’" = Op;. Refleksii-
visyyden nojalla M, w’ = (¢ Op;. Niinpd M, w | OO Op;. Kaava A
on siis validi kaikissa refleksiivisissa transitiivisissa K-malleissa, joten
A on systeemin S4 teoreema.



Ratkaisu 2: Olkoon M = (W, R, P), missi

w = {0,1},
{<O7 0>’ <07 1>7 <17 1>}7
{{1}, josi=1,

=y
Il

Ppi) =

(Z), muuten.

Mallissa M ainoa maailmasta 1 saavutettava maailma on 1 ja M,1 =
p1, joten M, 1 = Op;. Maailma 1 on saavutettavissa sekd maailmas-
ta 0 ettd maailmasta 1, joten M,1 = O Op; ja M,0 = O Op;. Niinpa
M,0 = O0Op;. Toisaalta M,0 = Opi, joten kaava B ei ole validi
transitiivisessa refleksiivisessa mallissa M. Eheyslauseen perusteella B
ei ole systeemin S4 teoreema.

. Kaavan A alikaavat ovat pi, —p1, p1 A =p1, O(p1 A —p1) sekd A itse.
Néiden totuusjoukot ovat seuraavat:

lp | = {2n |neN},
I=p | = {2n+1|neN},
le/\_‘leM = 0,
IO A-p)|" = {0},
=0 A-p) ™ = N\{0}.

Téaméan perusteella voidaan todeta, ettd tasan seuraavat kaavan A ali-
kaavat ovat tosia mallin M maailmoissa:

o M,0 = pi, Op1 A—p1),

e M,wk —py, A, kunw € {2n+ 1| n € N},
o M,wkEp, A kun w € {2n+2 | n € N}.

Niinpéa ekvivalenssiluokkia on kolme:
0] = {0},

1] = {2n+1|n €N},
2] = {2n+2|n e N}



Asetetaan siis W* = {[0], [1], [2]}. Mikdan ekvivalenssiluokka ei ole saa-
vutettavissa luokasta [0], mutta kaikki luokat ovat saavutettavissa luo-
kista [1] ja [2]. Niinp# asetetaan R* = R/ = {[1],[2]} x W*. Propositio-
symboli p; saa arvon tosi luokissa [0] ja [2], muut propositiosymbolit
eivit missddn. Siispé

Ppy) = {{[01, 2}, josi=1,

@, muuten.

Etsitty filtraatio on nyt K-malli M* = (W*, R*, P*).

. Mallissa M mikadn maailma ei ole saavutettavissa maailmasta 0, joten
M,0 = O(pr A —p1) ja siis M,0 & A. Niinpd A ei ole validi mallis-
sa M. Filtraatiossa M* puolestaan mikddn maailma ei ole saavutetta-
vissa maailmasta [0], joten M*, [0] &= O(p1A—p1) ja jalleen M*, (0] = A.
Niinpa A ei ole validi myoskédn filtraatiossa M*.



