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1. Osoitetaan induktiolla kaavan A rakenteen suhteen, etta
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W5, muuten.

Tésté seuraa todistettava véite, koska joukon W ainoat osajoukot ovat
() ja W, joten
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1° Jos A on propositiosymboli, viite seuraa suoraan funktion P, méaé-
ritelmésta.

2° Oletetaan, ettd A = =B ja viite patee kaavalle B. Jos HAHMl =0,
niin || B||* = W, ja siis induktio-oletuksen nojalla ||B||*? = W,
ja edelleen |B||™ = (. Muussa tapauksessa ||B||™ # Wi ja siis
| B ||M1 = (), koska joukossa W; on vain yksi alkio. Niinpé induktio-
oletuksen nojalla ||B||M2 = () ja siis ||A||M2 = Ws.

3° Oletetaan, ettd A = B A C ja viite patee kaavoille B ja C. Jos
|A||* = 0, niin || B|™ = 0 tai |C]|™ = 0. Niinpé talléin induktio-
oletuksen nojalla || B||*? = 0 tai [|C||™ = 0, joten ||A||" = 0. Muus-
sa tapauksessa on oltava ||B||™ = ||C|* = W4, ja téllsin induktio-
oletuksen nojalla || B||™ = ||C||*"* = W, ja edelleen ||A|*? = W.

4° Oletetaan, etti A = (1B ja viite pétee kaavalle B. Jos || A||*" = 0,
niin my6s || B||*" = 0, misté seuraa induktio-oletuksen perusteella, etté
|B|™ = 0 ja siis [|A||™ = 0. Muussa tapauksessa [|A|*" = W, ja
edelleen ||B||*" = W1, joten induktio-oletuksen nojalla | B|*? = Ws.
Tallsin || A[|™? = W,



2. Kysytynlaista kaavaa ei ole olemassa. Olkoon A kaava, joka on validi
kaikissa epatransitiivisissa kehyksissa. Olkoot M ja M, kuten edellises-
sé tehtdvéssa, ja olkoot Fy = (W1, Ry) ja Fy = (Wa, Re). Nyt Fy = A,
joten My |= A ja siis edellisen tehtévan nojalla M; = A. Tamé pétee
mielivaltaiselle mallille M, kehyksessé Fy, joten F} = A, vaikka F} on
transitiivinen.

3. Olkoon wy € Wy mielivaltainen. T&ll6in on tehtdvén ehdon (c) nojal-
la olemassa sellainen w; € Wy, ettd wy; Z ws, ja edelleen kehyksen F}
seriaalisuuden nojalla sellainen w}, ettd wy R, w}j. Koska Z on bisimu-
laatio, on siis olemassa sellainen w), € Wy, ettd w} Z wj ja we R wh.
Siispéa F5 on seriaalinen.

Olkoon F; = (Wi, Ry), missd Wi ja R; ovat kuten tehtévissd 1, ja
olkoon Fy = (Ws, Ry), missé

Wy, = {1,2,3},
Ry = {(1,2),(2,3),(3,1)}.

Olkoon edelleen Z = W; x W,. On helppo tarkistaa, ettd Z toteuttaa
tehtavassd annetut ehdot. Toisaalta F5 ei ole refleksiivinen, symmet-
rinen, euklidinen eiké transitiivinen. Niinpé seriaalisuus on tehtéavassé
mainituista ominaisuuksista ainoa, joka kehykselld F, todistettavasti
on.

4. Merkitaian W = Wy U W, ja R = Ry U Ry. Olkoot Z; ja Zy seuraavat
relaatiot:

7y = {{w,w) |we Wi},
Zy = {{w,w) | we Wy}

On helppo tarkistaa, ettd Z; on bisimulaatio kehysten F' ja F} valilla
ja vastaavasti Z5 bisimulaatio kehysten F' ja Fy valilla. Lisdksi Z; ja Z»
ovat osittaisia surjektioita, joten viite seuraa suoraan tehtavien yhtey-
desséd annetusta, luennoilla todistetusta lauseesta.

5. Oletetaan, ettd kaava B olisi vastaesimerkki todistettavalle viitteelle.
Olkoon F' = (W, R), missa W =W, UW, ja R = Ry URy. Nyt F' £ A,
koska muuten edellisen tehtévin nojalla olisi F» = A. Siispa F' = B,
joten jélleen edellisen tehtévén perusteella F = B. Tamaé on kuitenkin
ristiriidassa vastaoletuksen kanssa, koska Fi = A.
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6. Olkoon A = p; V —p; ja B = p; A —pp. Télloin jokaisella kehyksella F
pétee, ettd F' |= A ja F' [~ B, joten kaavat A ja B toteuttavat vaaditun
ehdon.



