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1.

(1) A (oletus)
(2) A (oletus)
(3) As (oletus)
(4) Al — (AQ — (Ag — (Al A\ A2 A A3)> (taut)

(5) A2 — <A3 — (Al A\ A2 A\ A3)) (MP7 1, 4)
(6) Ag — (A1 /\A2 /\Ag) (MP,2,5)
(7) AjNAs N Ag (MP, 3,6)
(8) (Al VAN A2 A Ag) — B (taut)

9) B (MP,7,8)
2. Olkoon B systeemin S teoreema, ja olkoon (B, ..., B,) teoreeman B

todistus. Osoitetaan induktiolla luvun ¢ < n suhteen seuraava viite:
Kaikilla j < i patee B; € X..

Tapaus 7 = 0 on triviaali. Oletetaan, ettd véite pétee luvulle i < n. Ol-
koon j < i+1. Jos j < 7, niin viite seuraa suoraan induktio-oletuksesta.
Tarkastellaan siis tapausta j = ¢ + 1. Jos A; € A, niin A; € ¥, koska
A C . Oletetaan sitten, ettd (B,C) on sellainen systeemin S sdén-
to, ettd B C {By,...,B;_1} ja C = A;. Talléin induktio-oletuksen
nojalla B C ¥, joten A; € ¥, koska ¥ on sulkeinen sééntoéjoukon Q
suhteen.

3. Olkoon ¥ systeemin S teoreemojen joukko ja ¥’ systeemin (AU B, Q)
teoreemojen joukko. Koska R on johdettavissa systeemissi S, niin C' €
3. Oletetaan nyt, ettd B C Y. Télloin AU B C X, ja lauseen 4.5
nojalla ¥ on sulkeinen saéntojoukon Q suhteen, joten edellisen tehtéavan
perusteella ¥’ C ¥ ja siis erityisesti C' € ¥. Niinpa Y on sulkeinen
sdannon R suhteen.



4. Olkoon ¥ luokassa M validien kaavojen joukko, ja olkoon R = (B, C)
padttelysdianto, joka sdilyttdd validisuuden. Oletetaan, ettd B C X eli
ettd M = B kaikilla B € B. Olkoon M € M mielivaltainen. Nyt
M = B kaikilla B € B, joten M = C, koska R séilyttda validisuuden.
Niinpd M = C kaikilla M € M, joten M = C.

5. Olkoon ¥ systeemin S teoreemojen joukko, ja olkoon Y kaikissa reflek-
siivisissd kehyksissé validien kaavojen joukko.

(a) Aiemmin on todistettu, ettd skeeman (K') kaikki instanssit ovat
K-valideja ja siis erityisesti valideja kaikissa refleksiivisissé kehyk-
sissé ja ettd skeeman (T") kaikki instanssit ovat valideja kaikissa
refleksiivisissd kehyksissé. Siispd A C Y/, Lisdksi edellisen tehté-
véan nojalla ¥’ on sulkeinen sédntojoukon Q suhteen. Niinpé teh-
tavan 2 perusteella X C Y.

(b) Koska Q sisaltda sadntojoukon (PL), niin erityisesti jokainen tau-
tologia kuuluu joukkoon Y. Kaikki skeeman (K') instanssit ovat
systeemin S aksioomia ja siis kuuluvat joukkoon ¥. Joukko ¥
on sulkeinen sdantojoukon Q suhteen ja siis erityisesti sulkeinen
sdantojen (MP) ja (RN) suhteen. Systeemi S on mééritelméansa
perusteella homogeeninen, joten kaikilla A € ¥ ja p € V ja kai-
killa kaavoilla B pétee A[p/B] € 3. Edellisen kohdan nojalla kaa-
va p1 A—p1, joka ei ole validi missdan mallissa, ei kuulu joukkoon 3.

6. Johdetaan sdénto ({A}, O A):

(1) A (oletus)
(2) A=0A (T)
(3) OA (PL,1,2)

Olkoon M = (W, R, P), missé

W= {0},
R = 0,
W, josi=1,
P i -
(v) {@, muuten.

Nyt M = p; mutta M [~ O pi, joten ylla johdetun sédé&nnon instans-
si ({p1}, O p1) el siilytd validisuutta.



