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. (i) = (ii): Oletetaan, ettd F' on euklidinen. Olkoon A kaava. Olkoon
M = (W, R, P) sellainen malli, etta (W, R) = F, ja olkoon w € W sel-
lainen maailma, ettd M, w = { A. On siis olemassa sellainen w’ € W,
ettd wRw' ja M,w" = A. Olkoon w” € W mielivaltainen sellainen maa-
ilma, ettd w Rw"”. Nyt siis w Rw’ ja w Rw”, joten kehyksen I euklidisuu-
den perusteella w” Rw'. Niinpd M, w” |= ¢ A. Tamé on voimassa kaikil-
law” € W, joilla w Rw”, joten M,w =00 A. Siis M =0 A —0O0A.
Niinpa FE= Q0 A - O¢ A.

(i) = (iii): Triviaali.

(ili) = (i): Oletetaan, ettd F' = ¢ p; — 0O p1. Tehdddn vastaoletus:
F ei ole euklidinen. Olkoot w, w’, w” € W sellaiset maailmat, ettd wRw’
ja w Rw” mutta w’ R w”. Olkoon M = (W, R, P), missa (W,R) = F'
ja P(p;) = {w"} kaikilla i. Nyt M,w | O p;, koska M, w"” = p; ja
w Rw". Toisaalta M, w' [~ O p; jaw Rw', joten M, w = OO p;. Siispa
M,w = Opr — OOp1, joten M = Op; — OOp1 ja edelleen F' =
Op1 — OO pi. Tama on ristiriidassa oletuksen kanssa, joten vasta-
oletus on vaara.

. (i) = (ii): Oletetaan, ettd F' on transitiivinen. Olkoon A kaava. Olkoon
M = (W, R, P) sellainen malli, ettd (W, R) = F, ja olkoon w € W sel-
lainen maailma, ettd M, w = ¢ O A. On siis olemassa sellainen w’ € W,
ettd w Rw' ja M,w' = ¢ A. Niinpé on myos sellainen maailma w” € W,
ettd w' Rw” ja M,w" E A. Koska w R w" ja w' R w”, niin kehyk-
sen F' transitiivisuuden perusteella w R w”. Niinpad M, w | { A, koska
M,w" = A. Tamé on voimassa kaikilla w € W, joilla M,w = ¢ O A.
Siis M = 0O A — ¢ A. Niinpi F = 00 A — O A

(ii) = (iii): Triviaali.
(iii) = (i): Oletetaan, ettd F' = O Op1 — O p1. Tehdddn vastaoletus:
F ei ole transitiivinen. Olkoot w,w’,w” € W sellaiset maailmat, etta
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wRw' jaw Rw” mutta w Rw”. Olkoon M = (W, R, P), missa (W, R) =
F ja P(p;) = {w"} kaikilla i. Nyt M, w' = § p;, koska M, w" |= p; ja
w' Rw”. Niinpé edelleen M, w = { { p;. Toisaalta M, w = { py, koska
w Rw”. Siispd M,w = OOp1 — Opr, joten M = OOp1r — Opr ja
edelleen F' £ O Op; — O p1. TAmé on ristiriidassa oletuksen kanssa,
joten vastaoletus on vaara.

(1) (A— B)— (-B— —-A) (
(2) O — B) - 0O(-B — —A) (
(3) OF-HB—-A) — (O-B—-0-4) (K)
(4) OA— B)— (O0-B—0O-A4) (
(5) @-B—0O-A) = (Q0A—=0B) (
(6) OA—B)—= (0A—{OB) (TI, 4,5)

Ylla Tl merkitsee edellisissé harjoituksissa validisuuden sailyttéaviksi
todistettua implikaation transitiivisuussaantoa.

4.
(1) ¢O00A—-0A (oletus)
(2) OA—-DO0A (oletus)
3) OW0A—=O0A) (RN, 2)
(4) DOA—=DO0A)

= (00A—-0O0A) (ed.teht.)
(5) 00A—OO0A (MP, 3,4)
6) 00A—0A (T, 1,5)

5. Olkoon F' symmetrinen ja euklidinen K-kehys. T&lléin aiemmin to-
distetun perusteella tiedetddn, ettéd jokaisella kaavalla A on voimas-
sa FEQOOA > AjaF E 0A — O0A. Niinpa erityisesti F' =
OO00p — Op1ja F = Opr — OO p1. Tehtavéssa 4 kisitellyn padtte-
lysddnnon mukaan F' = O O p1 — O p1, joten tehtdvin 2 nojalla F' on
transitiivinen.



