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(pr Ap2) = 1 (
O(pr Ap2) = Opr (RM, 1)
(p1 A p2) = p2 (
O(p1 A p2) — Op2 (
(O(p1 Ap2) — Op1)
— ((O(p1 Ap2) = Op2) = (Opr Ap2) = (Opy ADp2)))  (taut)

(O(p1 Ap2) = Ope) = (O(p1 Ap2) = (Op1 AOp2)) (MP,2,5)
D<p1 /\p2) — (Dpl A DpQ) (MP747 6)
A— B (oletus)

B—C (oletus)
(A-B)—»(B—=C)—=(A—=()) (taut)

(B—=C)—=(A—=C) (MP, 1, 3)

A—=C (MP, 2, 4)

A— (B—C) (oletus)

OA—0OB —C) (RM, 1)

OoB—-C)— (OB—-0OC) (K

O0A— (OB —0OC) (tr,2,3)

Y14 (tr) viittaa edellisessé tehtavissd todistettuun implikaation tran-
sitiivisuussaantoon.



4. Kaava A <> A on tautologia, joten se on K-validi ja siis validi malli-
luokassa M, joten A =, A. Osoitetaan formaalilla paattelylla, etté
seuraava sdanto sailyttad validisuuden:

A+ B
B+ A
Paattely on yksinkertainen:
(1) A< B (oletus)
(2) (A< B)— (B+ A) (taut)
(3) B+ A (MP, 1,2)

Jos siis A ja B ovat sellaiset kaavat, ettd A =y Beli M = A < B,
niin M = B <> A eli B =, A. Niinpd =, on symmetrinen.

Osoitetaan seuraavaksi formaalilla paéttelylld, ettd myos seuraava sdian-
t0 sailyttad validisuuden:

A B Be O
A C

Tamakin paattely on intuitiivisesti selvd, mutta kahden oletuksen kéyt-
taminen edellyttaa lisdaskelia:

(1) A< B (
(2) B« C (
3) (A<B)—= ((B+(C)— (A~ C)) (taut)
(4) (B<C)— (A+0) (
(5) A&C (

Jos nyt A, B ja C ovat sellaiset kaavat, ettd A =\ B ja B =y C,
niin ylla padtellyn sdénnon oletukset ovat valideja luokassa M, joten
myo6s johtopaatos on validi luokassa M. Siis M = A < Celi A=y C.
Niinpé relaatio =, on transitiivinen.

5. Olkoon i € {1,...,k}. Jos A; € A, niin systeemin & homogeenisuu-
den perusteella A;[p/B] € A. Oletetaan sitten, ettd on sellainen sdin-
{Ailp/Bl,..., Aisalp/Bl} ja Ailp/B] = DIp/B]. Liséksi Rlp/B] =
(Clp/BJ, D[p/B]) € S, koska S§ on homogeeninen. Niinpé jokaisella i €
{1,...,k} jompikumpi méaritelmén 4.2 ehdoista on voimassa jonol-
le (Ai[p/B], ..., Axlp/B]), joten kyseinen jono on todistus systeemis-
s S.



6. Olkoon M = (W, R, P) sellainen K-malli, ettd (W, R) = F. Asetetaan
M’ = (W, R, P'), missa

M .
P/(p) _ ”BH y JOS D =D,
' P(p;), muuten.

Nyt lemman 2.13 nojalla
1Alp/BII™ = 1AM =W,
koska A on validi kehyksessa F' ja siis erityisesti validi mallissa M’.

Niinpd M = A[p/B]. Tama pétee kaikille K-malleille M = (W, R, P),
joille (W, R) = F', joten F' = A[p/B].



