Modaalilogiikka, harjoitus 2 (16.9.2015)
Ratkaisuja

Taneli Huuskonen

. 1° Oletetaan, ettd A on propositiosymboli p;. Jos i € {1,...,k}, niin
M M M Y
IAI™ = lpll™ = P'(m) = |CilI™ = || Alp/C]

Muussa tapauksessa

1AM = pall™ = P'(m) = P(pi) = [lpall™ = || Alp/C||" -

’ M

2° Oletetaan, ettd A = - B ja viite pétee kaavalle B. Télloin
/ / = = M
1A = W\ BIM =W\ ||Blp/Cl|| " = [|AB/C]||™ .

I

3° Oletetaan, ettd A = D A E ja viite pétee kaavoille D ja E. Télloin

1AM = D™ nlE|™ = || D/ n||Ep/Cl™ = || A/l

4° Oletetaan, ettd A = { B ja viite pétee kaavalle B. Talloin
lAIM = o BI™
= {weW | (@ e W)(wRuw Aw € |B|M)}
= {weW|Guw eW)(wRuw Aw' € HB[}?/C_']HM)}
= o Bi/Cl"
= A/l

. Oletetaan, ettd Aq,..., A, ovat K-valideja. Olkoon M mielivaltainen
K-malli. Télléin oletuksen nojalla M = A; kaikilla ¢ € {1,...,n}.
Koska saanto

A Ay ... A,

B
sailyttéd validisuuden, niin M = B. Koska M oli mielivaltaisesti valittu
K-malli, niin B on validi kaikissa K-malleissa eli K-validi.
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3. Olkoon M = (W, R, P) mielivaltainen sellainen malli, etti M |= A;[p/C]
kaikilla ¢ € {1,...,n}. Méadritelldén P’ kuten tehtavéssa 1:

, CiM, josi€{l,...,k},
P(pi):{u I, osie {10}

P(p;), muuten.
Asetetaan M’ = (W, R, P'). Nyt jokaisella i € {1,...,n} pitee M’ |=
A;, koska
' A M
JAN™ = JlAie/CI ™ =
Niinpé oletuksen mukaan M’ |= B, joten
A M
|Blo/Cl[" = IBI"" =
ja siis M |= B[p/C]. Niinp# siinto
Ai[p/C] Aofp/C] ... Aulp/C]
Blp/C]

sailyttdaa validisuuden.

4. Olkoot A ja B sellaiset kaavat ja M sellainen K-malli, ettd M | A <
B. Tallsin M = A — B ja M = B — A propositiologiikan nojalla.
Niinpé kurssitekstin lauseen 2.23 perusteella M =EO0A - OB ja M |
OB — A, mistd seuraa jilleen propositiologiikan perusteella, etté

MEOA«+ OB.

Sama voidaan esittda formaalina paattelyna:

(1) A< B (oletus)
(2) (A< B)— (A—B) (tautologia)
3) A—B (MP, 1,2)
(4) OA—0OB (RM, 3)
(5) (A< B)— (B—A) (tautologia)
6) B—A (MP, 1, 5)
(7) OB—D0A (RM, 6)
8) (ODA—0OB)— (OB—-0A) — (O0A«+ OB) (tautologia)
9) (@OB—-0OA — (ODA«+< OB) (MP, 4,8)
(10) DA+ OB (MP,7,9)
5. Olkoon M = (W, R, P), missa

W= {1},

R =,

P(p) = W.



6.

Nyt M = py, koska ||p1]|” = P(p1) = W. Toisaalta ei ole olemassa
maailmaa w’ € W, jolle pétisi 1 Rw’, joten M, 1 (£~ { py jasiis M £ O p.
Tehtévissa annetun péaattelysadnnon instanssi

P
Op1

ei siis sailytd validisuutta, koska sen ainoa oletus on validi mallissa M
mutta johtopaitos ei.

(a) Olkoon w € W mielivaltainen. Tlloin on oletuksen perusteella
olemassa sellainen w’ € W, ettd w R w’. Kaava A on validi mal-
lissa M, joten erityisesti M, w’ = A. Niinpad M,w = { A. Koska
w € W oli mielivaltainen, sama péatee kaikille w € WW. Niinpa

M E ¢ A.
(b) Olkoon M = (W, R, P), missé

W = {172}7
R = {<1v2>7<271>}7
P(p;) = {1}

Selvésti M toteuttaa (a)-kohdan ehdon. Toisaalta ainoa w’' € W,
jolle pitee 1 Rw', on 2, ja M, 2 [~ p;. Niinpa M, 1 = { p1, mutta
M, 1= py, joten M, 1 [~=p; — Qi jasiis M = pr — Opr.



