KOMPLEKSIANALYYSI I KURSSI
SYKSY 2015

RITVA HURRI-SYRJi; 1NEN

6. KOMPLEKSINEN INTEGROINTI

6.1. Poluista.

Olkoon [av, (] suljettu reaaliakselin vij3li, @ < 3, ja olkoon A komplek-
sitason avoin joukko. Polku on jatkuva kuvaus

v e, B] = A
Piste v(«) on alkupiste ja piste (/) on loppupiste tai p'l'[;%'l'(;%tepiste.

Sanonta: Polku vy on pisteestij 3 () pisteeseen v(8).
Polku v on suljettu, jos v(a) = ~v(3).

Polun j‘l.])%lki on sen kuvajoukko
vl ={z € A:z=17(t)jollaint € [a, 5]} = ~([ev, F]).

6.2. Esimerkki. a) Olkoot a ja b kompleksitason C pisteiti'g)%. Silloin

v:[0,1] = C, ~(t)=a+t(b—a),tel0,1],
on jana(polku) pisteesti'g}% a pisteeseen b.
Janapolkua pisteest'l'g,% a pisteeseen b merkitsemme g y.
Janapolulla %: 0,1] = C,

Y(t)=b+t(a—1b), t €[0,1],

on sama ji’g,%lki kuin polulla v, mutta sen suunta on pisteest'l'g)% b pis-
teeseen a.

Polku 7: [0,1] — C,
vt =1+it, 0 <t <1,

Date: 15102015.
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on jana pisteest'l'g,% 1 pisteeseen 1 + 3.

b) Olkoot a kompleksitason piste ja r > 0. Polun v;: [0, 27] — C,

11(t) = a+ rexplit), t € [0, 2],
j'f(‘)%lki on positiivisesti (eli vastapi'&%iv’i&%l’&%n) suunnistettu a-keskinen
r—si’g)%teinen ympyr'l'g,% eli kiekon D(a, r) reuna 0D(a, r). Siti’j)% merkitl’&%i’@%n
St (a,r) tai S;f(a).
Polun 7,: [0,1] — C,

Y2(t) = a + r(cos 2wt + i sin 27t),

jii,31ki on sama positiivisesti suunnistettu a-keskinen, r-si; s teinen ympyriy 5.

Polun v3: [0,2] — C,
v3(t) = a + rexp(i2nt)

jiz3lki antaa saman ympyri; in kuin polut 41 ja 42, mutta nyt jokainen
piste ympyrijsllij3 S*(a,r) on vijslin [0, 2[ kahden eri pisteen kuva.

Polun v: [a, ] — A vastapolku on
v: o, 8] = A4,
jolle
-
Y(t) =v(a+ B —1).
Vastapolun alkupiste on () ja loppupiste v(a). Polun ja sen vastapo-

lun ji'(;%ljet ovat samat, |y| = |<§| Vastapolku kulkee siis saman ji'(;%ljen
kuin alkuperi’g)%inen polkukin, mutta vastakkaiseen suuntaan.

6.3. Esimerkki. Olkoon v: [0,27] — C,
V() = exp(it).
Silloin 5 : [0,27] — C,
5 (t) = exp(i(2m — t)) = exp(—it).

Olkoot 7 : [aq, B1] = A ja vo: [ae, B2] — A polkuja, joille v1(51) =
v2(crp). Silloin tulopolku on vy * yo: [aq, fa + f1 — ] — A,

() t € o, Bi]
Y1k e(t) = { Yot + g — f1) t€[fr, P+ 1 — sl
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6.4. Esimerkki. Olkoot v;: [0, 7] — C,
71(t) = cost + isint,
ja Ve [07 1] - (Cv

Silloin vy * y2: [0,1 4+ 7] — C,
— Vl(t% S [0>7T]
71 x7(t) = { ot =) =2t — 7)1, te|ml+a]

Polun v, * j'l'z',%lki on suljettu puoliympyr'l'[,%-
6.5. C'-polut.
T iz on tig jrkei 5 asial

Olkoon v: [a, 5] — C polku (eli jatkuva kuvaus). Merkiti'g)%'i&%n
z(t) :=Re~(t)
y(t) i=Tm(2).
Siis
V() = x(t) +iy(?),
miss'l'g)%
w B oR  ja yilaf >R

ovat jatkuvia kuvauksia.

Polku v on derivoituva polku, jos z: [, 5] = Rjay: [«, 5] — R ovat
derivoituvia funktioita siten, etta VIL%Iin [, B] pi'(;%'l'(;%tepisteissi'g% on
toispuoleiset derivaatat. Polun v derivaatta on

V(1) = 2'(t) +iy'(¢).
Polku 7 on jatkuvasti derivoituva polku, jos funktiot z: [, 5] — R
jay: [a, 5] — R ovat jatkuvasti derivoituvia, eli on olemassa 7/(t) kai-
killa ¢ € [a, 8] ja v/ on jatkuva vij3lilli; 3 [ev, 8]. Tij31li; 2in sanotaan,
etti;3 polku v on C'-polku.
6.6. Esimerkki. Polku v: [0, 7] — C,~(t) = cost+isint, on jatkuvasti
derivoituva polku.

Olkoon a =ty <t; < ...<t, =0 v'ig,%lin [, ] jako. Jos polku 7 on
jatkuvasti derivoituva jokaisella osavi'g)%lilh’&% [tk—1,tk], 1 < k < n, niin
polku v on paloittain jatkuvasti derivoituva.

Sanonta: Polku v on paloittain C'-polku.
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Merkitsemme v, = Y| 0,k =1,...,n.

6.7. Esimerkki. Tulopolkuesimerkin polku v; % 72: [0,1 4 7] — C on
paloittain jatkuvasti derivoituva.

6.8. Parametrin vaihto.

Polun uudelleen parametrisointi.

Olkoon 71 : o, 1] — C jatkuvasti derivoituva polku.

Jatkuvasti derivoituva polku 7s: [ag, 53] — C on saatu polusta v,
parametria vaihtamalla, jos on olemassa aidosti kasvava, jatkuvasti
derivoituva bijektio

©: [ag, Ba] = [aq, B
siten, ett'l'g)%
Y2(s) = (710 9)(s) kaikilla s € [ag, Ba).

Kuvaus ¢ on parametrinvaihtokuvaus.

Sanonta: Polku 2 on polun v, uudelleen parametrisointi.

6.9. Huomautus. Polulla 7, on samat alku- ja loppupiste kuin polulla
~1. Poluilla on sama j'l'g)%lki ja ne "kulkevat samaan suuntaan”, mutta
mahdollisesti eri nopeuksilla.

6.10. Esimerkki. Olkoot a € C ja b € C ja a # b. Olkoon
7n(t)=a+tb—a), tel01].
Mi; 21; tritelli; 21; in

—a

72(3):a+sm,36[0,|a—b|].
Silloin, jos
s
= — 0,la—b
pls) = g s € 0 fa— ]
niin
b—a

(mop)(s) =np(s)) =a+s b Y2(s).
Polku 7, on siis saatu C''-polusta v, parametrin vaihdolla.
Sanonta: Polulla 75 on polun/ k'l'j)%yr'i&%n pituus parametrina.

6.11. Integrointi yli reaalisen v'i&%lin.
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Olkoon f: [a,b] — C jatkuva funktio, f(t) = u(t) +iv(t), missa u(t) €
R ja v(t) € R. Mij3i;sritellij3ijsn funktion f integraali yli reaalisen
viz3lin [a, b] asettamalla

/a 0)dt = / w(t)dt + i / o(t)dt.

miss'f;}% integraalit funktioista u ja v ovat tavalliset reaaliset Riemann-
integraalit.

Nl'g)%in ml'g)%'l'g)%ritelty integraali noudattaa tavallisia Riemann-integraalin
ominaisuuksia. Funktion f integraalin arvo yli Vl'g,%lin la, b] on komplek-
siluku.

6.12. Integraali pitkin polkua.

Olkoon A kompleksitason avoin joukko. Olkoon ~v: [a,b] — A jatku-
vasti derivoituva polku kompleksitason avoimessa joukossa A. Maéri-
tellddn jatkuvan funktion f: A — C integraali pitkin polkua v (eli
integraali yli polun) asettamalla

Jrens= [ T Bt

Olkoon a =ty < t; < ... < t, = b vi;ilin [a,b] jako. Jos polku v
on jatkuvasti derivoituva jokaisella osav'l’g,%lill'l‘g,% [th—1,tk], 1 < k <m,
niin polku v on paloittain jatkuvasti derivoituva. Kun merkitsemme
Yo = Vity_1.4,]» Diin mi; 317 srittelemme

/f(z)dz = i/f(z)dz

%

6.13. Esimerkki. Olkoon v, janapolku pisteest'l'g)% 1 pisteeseen 1 + 7.
Silloin (esimerkiksi)

1(t) =1+it, t €[0,1],

ja siis

1 1 1
1 1
/zdz:/(1—|—it)z'dt:/(i—t)dt:/(it——t2) S
n 0 0 2 2
0
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Jos me parametrisoimme janapolun 7, eri tavalla, esimerkiksi

1
Ya(s) = 1+ 2is, s € [0, 5] ,

niin

1/2 1/2 1
/zdz:/ (1+2is)2ids:2/ (i — 25)ds = 2 /(z's—s?)zi——.
V2 0 0 2

Yleisemmin pi&%tee:

6.14. Lause (Integraalin invarianssi). Olkoot v;: [a,b] — A jatkuvasti
derivoituva polku ja polku vy : [c,d] — A polun v1 uudelleen parametri-

sointi. Silloin
/f(z)dz:/f(z)dz
71 72

Todistus: Koska v, on polun ~; uudelleen parametrisointi, niin on ole-
massa jatkuvasti differentioituva funktio ¢: [c,d] — [a, b] siten, ettij3

¢/t > Okl € e 6) 0, 00d) = bja 32 =100, T i
muuttujanvaihdon ¢ = ¢(s), dt = ¢'(s)ds avulla

/ f(2)dz = / Fon®)n (0t = / FO(6(5) 1 (6(s)) &'(5)ds

= / f((n e 9)(s)) Dm0 )(s)ds = / f(r2(s))72 " (s)ds

= /wf(z)dz

Integraalin lineaarisuus seuraa vi; 1litti; 3mi; 2sti Riemann-integraalin
lineaarisuudesta:

6.15. Lause (Integraalin lineaarisuus). Olkoon 7 jatkuvasti derivoituva
polku kompleksitason avoimessa joukossa A . Jos funktiot f: A — C ja
g: A — C ovat jatkuvia kompleksitason avoimessa joukossa A, niin

[0t +u0)@a: = [ 1)z 40 [ gle)as

v v v
kaikilla kompleksisilla vakioilla X ja .

6.16. Lause (Tulopolun integraali). Olkoot~: [aq, f1] = Ajav: [ag, Bo] —

A jatkuvasti derivoituvia polkuja kompleksitason avoimessa joukossa A.
Jos tulopolku v x v on mi’g%i’g%ritelty, nn

/f(z)dz:/f(z)dz—l—/f(z)dz
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6.17. Esimerkki. Jos otamme janapolun pisteestIL% 1 pisteeseen 1+,
Y1:0,1] = C, y(t) =1+it, t €[0,1],
ja sen vastapolun pisteest'l};% eli
1 [0,1] = C, y(t) =1+i(1—t), t€[0,1],

niin

/zdz—/1+zl—t —1)dt
y 1 1 1
/0( i+1—1t)d 0/[1 i)t 225] 1—i 5 =5 !

/zdz = —/zdz.
o n

6.18. Lause (Vastapolun integraali).

e = [t

Huomaa, etti; 3 vaikka 5| = ||, niin polun suunnistus eli se ”mihin
suuntaan polkua kuljetaan” vaikuttaa integraalin arvoon.

eli

Yleisemmin p1¢—tee

Vastapolun mtegmalilauseen todistus: Invarianssilauseen nojalla voim-
me valita polun ~ m1¢21¢2r1ttelyv1¢ liksi yk81kk1¢2V1¢2hn [0, 1]. Silloin

F:00,1] = A,

F
() =A(O0+1—1) =~(1-1).
Ti;31li; 2in muuttujanvaihdolla s = 1 — ¢ saadaan

[}uanlf@unﬁy@w
=/7wu—m (1 —t)(- /f (1= 1)7'(1 -yt

/f =—Aﬂ%%v%ﬂs

—Lﬂ@@.
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A f()dz

arvo riippuu vain polun v suunnistuksesta ja funktion arvoista polulla
v, mutta ei polun v uudelleen parametrisoinnista.

Muistutus: Integraalin

Seuraava esimerkki on térked. Tarvitsemme sitd myShemmin.

6.19. Esimerkki. Olkoon polun v ji;3lki positiivisesti suunnistettu r-
si’,;%teinen a-keskinen ympyri L%;

v(t) = a+ rexp(it), t € [0, 27].

/ dz
L Z—a
Koska ~'(t) = riexp(it), niin

d 2m : it 2m
/ = - rioplit) g, / idt = 2i.
L Z—a o a-+rexp(it)—a 0

Mi; 217 41i)5t17 3130
/(z —a)"dz, kunn € Z \ {-1}.
N

Kun n € Z\ {—1}, niin

/V(Z —a)'dz = /O%(a + rexp(it) — a)" riexp(it)dt

U RN BN DR P |
Mij 515115115150

27
- r”“i/ exp (i(n + 1)t)dt
0

gt
= —> / exp (z(n + 1)t) =0,
0

Ci(n+1

koska
exp z = exp(z + 2mni), z € C,n € Z.

Merkinti’[}%: Jos polku v on a-keskisen r—si’&%teisen ympyrl’g)%n positii-

visesti suunnistettu parametrisointi, niin voimme merkiti‘g)%

/f(z)dzz / f(z)dz = / f(z)dz.

¥ S+ (a;r) oD(a,r)
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.o . .1 . . .1
Siis edellisesti ; esimerkistiy;

/ (Z“””dzz{ o hez\ (o

S+ (a;r)

6.20. Huomautus. Polun v polkuintegraalissa dz tarkoittaa intuitiivi-
sesti hS'l'(')%ySt'l'j)%, kun z = v(¢) muuttuu. Jos otamme huomioon vain
luvun z modulin muutoksen pitkin polkua, niin saamme k’f&%sitteen
"integraali polun v kaarenpituuden suhteen”.

6.21. Integraali kaarenpituuden suhteen.

Olkoon v: [a,b] — A jokin C'-polku kompleksitason avoimessa joukos-
sa A ja olkoon f: A — C jatkuva funktio. Funktion f integraali polun
v kaarenpituuden suhteen méaritellddn asettamalla

[ fGde = [ feh @l

v

Muistutus: Jatkuvasti derivoituvan polun v: [a,b] — C pituus on
b
length(y) = / dz| = / Iy (8|t
v

6.22. Esimerkki. Olkoon () = 2y + rexp(it),t € [0,2n]. Polun ~
jizslki on zo-keskinen r-sijjteinen ympyri;s. Polun v pituus eli 7-

Lteisen ympyri’g}%n keh'l'g)%n pituus on

sij3

2w

27
length(y) = / |ri exp(it)|dt = / rdt = 27r.
0 0

Integraalilla polun kaarenpituuden suhteen on seuraavat ominaisuudet:

(1) Integraalin lineaarisuus:

/ (f + p9)(2)]dz] = A / f(2)ldz] + p / o(2)|dz)

o

kompleksisille vakioille A ja p.
(2) Vastapolun integraali kaarenpituuden suhteen:

ICIEE /j(sz«
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(3) Tulopolun integraali kaarenpituuden suhteen:

[1@ia = [sGael + [ 1@l

Todistus: Integraalin lineaarisuuden todistaminen ja tulopolun
integroinnin todistaminen menev'l'j)%t kuten edelh’g)%.
Todistamme vig%itteen

JICIEE /vf(z)ldzh

Kuten edelli’&% voimme valita parametrivl’&%hksi yksikk'1'¢2v1¢2hn
[0, 1], jolloin

7(t) =71~ 1).

Nyt
/f<z>|dz| - / FEO)1G5) (1)t = / FOH(L— 1) [y (1 — ) (= 1))t
/f (1-1) |7(1—t|dt5”/f 9)|(~ds)

/f D y(s |ds—/f ).

Seuraava lemma on ti'(;irke'l'g)i ja erittain kdyttokelpoinen!

6.23. Arviolemma. Jos v on paloittain jatkuvasti differentioituva
C-polku ja f on polun ~ ympi’g%risti’g%ssé’g% mi’g%i'g%ritelty jatkuva
funktio ja |f(z)] < M polulla v, niin

f(2)dz| < / £ 12| < M length(y).

6.24. Esimerkki. Olkoot f: z + exp(iz?) ja

v [O, ﬂ — C, ~(t) =rexp(it), t € [0, ﬂ :

Vl'g)%ite:
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Todistus: Arviolemman nojalla

/exp(z’zQ)dz

Y

/4
< / | exp(iz?)||dz] = / |exp(iv(0)?)] (1)l

w/4
:/ | exp(ivy(t)?)| rdt.
0
Jos z = x + iy, missij 5 © € R ja y € R, niin

lexp(iz*)| = exp(Re(iz*)) = exp(—2xy),

koska

i2? =i(x +iy)? = 2wy +i(2? —y?).
Jos

z =(t) = rexp(it) = r(cost + isint),
niin

lexp(iy(t)?)] = exp(—r®2costsint) = exp(—7? sin 2t).

Muuttujanvaihdolla s = 2t ja arviota sins > % kaikilla 0 < s < /2,
smi; 11li;  saadaan

kiy 3ytti; smij 3
/4 /2
S/ /6—7“2 SmQtTdt — l/ /6_7«2 SinsT’dS
0 2 0

2
7r/277n2
Sz/ e % sds:1<1—e_’”2>.
2 Jo 4r

/ exp(iz?)dz
6.25. Integraalifunktiot (primitiivit, kantafunktiot, antiderivaatat).

Y

Siis véite pétee.

Olkoon A kompleksitason avoin osajoukko. Olkoon f: A — C jatkuva
kuvaus. Joukossa A rn’l'(;%'l'g,%ritelty analyyttinen funktio F' on funktion
f integraalifunktio (primitiivi, kantafunktio, antiderivaatta), jos

F'(z) = f(2), kaikilla z € A.
6.26. Esimerkki. Funktio

F(Z):Z

on funktion f(z) = 2% integraalifunktio; funktio

4

G(z):%+5

on myos funktion f(z) = 2? integraalifunktio.
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Funktio z + sin z on funktion z — cos 2z integraalifunktio. Funktio
z + sinh(z) on funktion z + cosh(z) integraalifunktio.

6.27. Huomautus. Jos funktio F' on funktion f integraalifunktio, niin
my'ig)%s funktio F' + C, miss'l'g)% C € C on vakio, on funktion f
integraalifunktio.

6.28. Lause (Polkuintegraalin peruslause 1.). Olkoon A
kompleksitason avoin osajoukko. Olkoon analyyttinen funktio F
jatkuvan funktion f: A — C integraalifunktio. Silloin jokaisella
paloittain C*-polulla vy, missi v: [a,b] — A,

Todistus: 1° Olkoon ~: [a,b] — A jokin C'-polku. Silloin
(Foy)'(t) = F'(v()) 7' (t) = f(v()7'(1)

[reri= | " F) 1)

= / L((F o) (®)d = FG0) = Fo@).

ja siis

2° Olkoon v: [a,b] — A paloittain C'-polku. Olkoon
a=ty<t1<...<t,=0 Vl()—lln [a, b] jako siten, ett'l'g)%

Vi = 'y} [tk,tkH] — A, k=0,1,...,n— 1, ovat C'*-polkuja.
Silloin

[ dz—z /f = 3 (F(ten)) = FG1(0)

F((» FW%D ((D—meﬁ+~-
+ F(y(ta)) = F(y(tn-

= F(y(0)) = F(7(a)).

[thotry1]

3
,_\



KOMPLEKSIANALYYSIN KURSsI/RHS 13

Olkoon f: C — C\ {0}, f(z) = exp(z). Silloin funktion f
integraalifunktio on F'(z) = exp(z), silh'g)% exp’(z) = exp(z). Siis

/exp(z)dz = exp(m + im) — exp(0)
”
= exp(m) exp(im) — exp(0)
= e”(cosw —i—isinw) —1=—-€"-1.
Peruslauseen 1 korollaari:

6.30. Korollaari 1. Olkoon A kompleksitason avoin joukko. Jos
jatkuwvalla funktiolla f: A — C on integraalifunktio (primitiivi,
antiderivaatta) avoimessa joukossa A, niin

A F(2)dz =0

kaikilla suljetuilla paloittain Ct-poluilla v avoimessa joukossa A.

6.31. Huomautus. Muistutus: 7, .,] on janapolku pisteest'l'g,% 21
pisteeseen zs.
Polku ~: [a,b] — C on murtoviiva, jos on olemassa vijlin [a,b] jako
a=th<t1 <...<t,=b

siten, ett'l'g)%

7= o) @) * - K Vy(tn—1) ()]
Kompleksitason avoin ja yhtenéinen joukko on alue.
Avoimelle joukolle A seuraavat ovat yhtépitéavét:
(1) A on yhtendinen
(2) A on polkuyhtendinen
(3) A on murtoviivayhtenéinen .
Erityisesti siis alueessa mielivaltaisesti valitut kaksi pistettd voidaan
yhdist'l'g)%'l';)% toisiinsa jatkuvalla murtoviivalla, joka kulkee
kokonaisuudessaan joukossa.

Peruslauseen toinen korollaari :

6.32. Korollaari 2. Alueessa analyyttinen funktio on vakio, jos ja
vain jos sen deriwaatta on nolla.

Todistus.” =7 selvij 3.

7 <=7 Olkoon A kompleksitason alue ja F': A — C analyyttinen.
Olkoon F'(z) = f(z) = 0 kaikilla z € A. Joukko A on alue ja siten
yhten'l'j)%inen. Siis jokaiselle pisteparille z € A ja w € A on olemassa
murtoviiva, joka yhdist'l’g,%'l‘g;% pisteet z ja w alueessa A. Murtoviivalle
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on olemassa paloittain lineaarinen parametrisointi ja se on paloittain
C'-polku. Kiinnitetl‘g,%l‘g)%n 20 € A. Kun z € A, niin voidaan valita
jokin pisteest'l'g;% 2o pisteeseen z kulkeva murtoviiva . Peruslauseen 1

nojalla
F(z) = F(z) = Lf(z)dz = LF’(z)dz = LO = 0.

Siis F'(z) = F(z0) kaikilla z € A.

6.33. Korollaari 3. Olkoon A kompleksitason alue. Jos funktiot F ja
G ovat jatkuvan funktion f: A — C integraalifunktioita alueessa A,
niin erotus F — G on vakio.

Todistus: Jos F' ja G ovat jatkuvan funktion f: A — C
integraalifunktioita, niin

(F—G)(2) = F(2) = G'(2) = f(2) = f(2) = 0
kaikilla z € A. Siis edellisen Korollaarin nojalla F' — G on vakio.
6.34. Polkuintegraalin peruslause 2. [Integraalifunktion
karakterisaatiolause] Olkoon f jatkuva kompleksiarvoinen funktio

alueessa A. T'ij)%ll'l';)%in funktiolla f on integraalifunktio, jos ja vain
jos alueen A jokaisella suljetulla paloittain Ct-polulla v pi'g;%tee

/7 f(2)dz = 0.

Havainto: Funktiolla f: C\ {0} — C, f(z) =1, ei ole
integraalifunktiota alucessa C\ {0}, sillij aikaisemmin osoitimme,
ettiz 3 kun v: [0,27] — C\ {0}, y(t) = exp (it), niin

/yf(z)dz = 2mi # 0.

Integraalifunktion karakterisaatiolauseen todistus: 7 =" Olkoon
funktiolla f integraalifunktio. Jos paloittain C'-polku v: [a,b] — A
on suljettu, niin y(a) = v(b), ja VI&%ite seuraa Peruslauseen 1
korollaarista.

7 <=7 QOlkoon siis funktio f jatkuva ja

/Wf(z)dz =0

jokaisella suljetulla paloittain C''-polulla . On osoitettava, ett'l'g)%
funktiolla f on integraalifunktio.
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Olkoon zy € A mielivaltaisesti valittu kiinte'l'g,% piste. Jos z € A, niin,
koska joukko A on alue, on olemassa jatkuva murtoviiva =, alueessa A
siten, ett'l‘g)% murtoviivan alkupiste on zy ja loppupiste on z.

Jos 7 on jokin toinen paloittain C*-polku pisteest’f[,% zo pisteeseen z,
niin ; * 7, on alueessa A paloittain derivoituva suljettu polku ja
oletuksen nojalla

0—/f )de — /f d€+/f — - [+ [ s(epae

’Y *Yz

Maaritelladdn integraali

1) F(z) = / £(6)de

Kun z on kiinnitetty, niin integraalin arvo ei riipu polun -, valinnasta.
Osoitamme, etti; 1 yhtiz3li;in (1) mi;11; irittelemi; 1 funktio F' on
funktion f integraalifunktio.

Osoitamme, etté kaikilla ¢ > 0 on olemassa luku o, > 0 siten, etta

‘F(z+h)—F(z)
h

- )| <.

kunhan |h| < d.. Olkoon siis nyt € > 0 annettu. Tulopolku 7, * 7}, .4
on polku pisteestl'g)% 2o pisteeseen z + h; ensin kuljetaan polulla ~,
pisteeseen z ja sitten janapolulla 7, .,y pisteeseen z + h. Silloin

‘F(z—i—h) FG) oy
(e o) s
i { o[- | o)
iz =4h] iz +h]
:%</f )
o o
-5/ (f(&)—f(Z))di‘-

Vz,2+h]
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Olkoon & € .. 45 - Funktion f jatkuvuuden nojalla
1f(&) = f(2) <e,

kunhan | — z| < 6, eli kunhan |h| < .. Nyt arviolemman nojalla

F(z+h)— F(z) ‘ 1

_ < —¢|n| =

= £)| < prelbl = e,

kunhan |h| < 6. . Siis F'(z
)

6.35. Esimerkki. (1
Silloin
2m 21
/Edz = / exp(it) i exp(it) dt = / lexp(it)|idt = 2mi # 0.
2 ~'(t) 1
Funktiolla z + Z ei siis voi olla antiderivaattaa missi'g)%'i@%n
alueessa, jossa on yksikki’j)%kiekon kehi’j)%. (Itse asiassa,

funktiolla z — Z ei ole antiderivaattaa miss'l’g;%'l'g)%n.)
(2) Koska funktiolla z — 2* on antiderivaatta, nimitti; in £2°,

niin
/ 22dz =0
.

jokaisella suljetulla C'-polulla ~.

/

joskus ki'&%ytet'i&%l’&%n merkinnl’g)%n f7 tilalla, kun integroidaan yli
suljetun polun ~.

) = f(2) kaikilla z € A.
Olkoon 7: [0,27] — C, v(t) = exp(it).

Merkintl'(;%‘l'g,%

6.36. Huomautus. Jos integroitavana funktiona on z +— exp(z?), niin
ni@%ytti’g}%isi olevan vaikea selvitti’g}%i’g}% p'i(;%teek'l'g)%
jl{exp(ZQ)dz =0
.

jokaisella suljetulla C'-polulla 7. Seuraavassa luvussa osoittautuu,
ettd riittda tietdd integroitavan funktion analyyttisyys.



