KOMPLEKSIANALYYSI I KURSSI
SYKSY 2015

RITVA HURRI-SYRJANEN

5. EKSPONENTTIFUNKTIO JA SINI- JA KOSINIFUNKTIOT

Kertausta. (1) Reaaliselle eksponenttifunktiolle e”: R — R, pétee
—azF
=y 7 kaikilla z € R.
(2) Kompleksitermisen potenssisarjan
25
k=0

suppenemisside on R = oo, ja erityisesti siis tdmé potenssisarja on
itseisesti suppeneva koko kompleksitasossa. Sarja

>
k=0
madrittelee siis analyyttisen funktion C — C. (Itse asiassa sarjan méaa-

rittelemén funktion arvot kuuluvat joukkoon C\ {0}.)

5.1. Maaritelma. Kompleksinen eksponenttifunktio exp: C — C méé-
ritelldén asettamalla
2 2k
e JR—

5.2. Huomautus. Koska reaalisen eksponenttifunktion x — e” Taylorin
kehitelm& on

kaikilla z € R,

Mg
?r|&

niin
exp(x) = e” kaikilla z € R.

Date: 02102015.
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5.1. Kompleksisen eksponenttifunktion ominaisuuksia. 1.° Eks-
ponenttifunktio on analyyttinen koko kompleksitasossa ja
exp’(z) = exp(z) jokaisella z € C:
Esimerkin 4.28 (2) ja Lauseen 4.37 nojalla

0 n—1 X _n
exp’( Zn—z 1:;h=§;,_exl)()

2.2 exp(z + w) = exp(z) exp(w) kaikilla z,w € C:
Mertensin lauseen nojalla Cauchyn tulokaava sarjoille (Kotitehtéva 5.4)
ja binomikaava antavat

= 1 = 1 1 1
exp(z) exp(w) = (Z —z") ( —wk> = Z — P ——w"P
n=0 nl k=0 Al n=0 p=0 pt (n—p)!
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(n — ) [
pl(n—p)! Sl = \p

(2 +w)" = exp(z +w)
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3. Eksponenttifunktiolla ei ole nollakohtia:

1 =exp(0) = exp(z + (—2)) = exp(z) exp(—=2).
Lisdksi edelld olevasta seuraa, etté
1
exp(—z) = BE

exp(z

4.° Jokaiselle kompleksiluvulle z pétee

exp(z) = exp(z) :

Sarjan maéritelmén, Lauseen 1.18 ja Lauseen 2.16 nojalla

exp(®) = im 3 7 MZ 5 ,}13302—
k=0

5. Piste 1y, missd y € R, kuvautuu yksikkékiekon kehélle:

lexp(iy)|* = expl(iy) exp(iy) = exp(zy) exp(iy)

= exp(iy) exp(—iy) = exp(iy + (—iy)) = exp(0) = L.
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6.° |exp(z)| < exp(|z]) kaikilla 2 € C, silld sarja Y .- %, suppenee it-
seisesti kaikilla z € C.

7.° lexp(z)| = exp(Re(z)) = eR() kaikilla z € C :

o

IS

lexp(2)[? = exp(2)exp(z) = exp(z) exp(z) = exp(z + %)
= exp (2Re(z2)) = exp (Re(z) + Re(z))
% (exp(Re(2 >><exp<Re< ) = [exp(Re(2))]".

Luvut |exp(z)]| ja exp(Re(z)) ovat positiivisia reaalilukuja, ja viite seu-
raa.

5.2. Eulerin kaava. Annoimme 1. Luvussa merkinnan
e :=cos(a) +isin(a), a€R.

Silloin € oli vain lyhennetty merkinti oikealle puolelle cos(a)+i sin(a),
kun a € R. Voimme nyt todistaa, etté

exp(ia) = cos(ar) + isin(a),

kun o € R:

WE

, (ia)f ="
exp(ia) = = Z Eak
k=0 k=0
(=1)" 5 S o2k +1
= Z T +1 Z
—~ (2k —~ 2k+
= cos(a) + zsm(a)

3

reaalisten sini- ja kosinifunktioiden Taylorin sarjojen avulla.

Seuraavalla ei ole vastaavuutta reaaliselle eksponenttifunktiolle.

5.3. Lause. Eksponenttifunktiolla on jaksona 2mwi eli kaikilla z € C
patee
exp(z + 2mi) = exp(z).
Jos a on jokin toinen jakso eli
exp(z + ) = exp(z) kaikilla z € C,
nin o« = k2mwi jollain k € Z.

Todistus: Eksponenttifunktion summakaavan 2.° ja Eulerin kaavan
nojalla

exp(z + 27i) = exp(z) exp(2mi) = exp(z)(cos 27 +igin 27) = exp(z).
=1 =0
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Olkoon « jokin toinen jakso. Télldin jaksollisuuden mééritelméan no-
jalla
exp(a) = exp (o + 0) = exp(0) = 1.
Siis
|exp(a)| = 1.
Jos a = x 41y, missd z € R ja y € R, niin
1 = |exp(a)| = |exp(z + iy)| = |exp(x) expiy|

= exp(a)|exp(iy)| = exp(z),

joka on reaalinen eksponenttifunktio, eli exp(z) = e* € (0,00), kun
x € R jasiis x = 0. Siis a = iy ja

1 = exp(iy) = cosy + isiny,
jolla ainoat ratkaisut ovat y = 27n jollain n € Z.
5.4. Lause. Kuvaus z — exp(z) on bijektio joukolta

{z:0<Imz <21} =Q

joukolle C\ {0}.
5.5. Huomautus. Bijektio on 'one-to-one and onto’.

Todistus. 1. exp(z) # 0 kaikilla z. Kuvaus on hyvin mééritelty.

2. 'one-to-one’: Olkoot z; = x1 +iy; € Q, 29 = x5 + iys € ), missé
xp € Rjay, € R, kun k& = 1,2, siten, ettd exp(z;) = exp(z2). On
osoitettava, etta z1 = 2.

Koska exp(z;) = exp(z2), niin

o= |exp(z1)] = | exp(z2)| = €™,

e

siis &1 = a9 . Lisaksi

y1 + 2mn = arg(exp(z1)) = arg(exp(z2)) = y2 + 27k;n € Z , k € Z

Y1 — Yy =2wh , h €Z.
Koska €2:n méérittelyn nojalla 0 < y;,y2 < 27, niin y; = y» .
Siis 21 = Z9.
3. 'onto’: exp :  — C\{0} kuvaus. Olkoon w € C\{0} annettu. On
osoitettava, ettid on olemassa z € (Q siten, ettd exp(z) = w. Olkoon
siis w € C\{0} annettu. Valitaan ¢ € [0,27) siten, ettd ¢ = argw.
Merkitédén z = In |w]| + it.

Silloin z € () ja

exp(z) = exp(In |w| + i) = ™ *I(cos 1) + i sin )

= |w|(cos(argw) + isin(argw)) = w.
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5.6. Lause. Kuvaus z — exp(z) kuvaa jokaisen imaginaariakselin suun-
taisen suoran {z € C : Rez = xo} ympyrille {w € C : |w| = €™} ja
jokaisen reaaliakselin suuntaisen suoran {z € C : Imz = yo} origosta
lahteville sdteelle {z € C: argz = yo}.

Todistus. Olkoon z = xg + iy, missd xg € R on kiinnitetty ja y € R
muuttuu.

z =z + iy — exp(z) = exp(xg + 1)
exp(zo + 1y) = exp(zo) exp(iy) = €™ (cosy + isiny) .

Siis parametriesitys

{ u(t) = e* cost

v(t) = e™sint,

t € R, joka on origokeskinen ympyra sdteené e™.
Tai

exp({z € C : Rez = x0}) = {exp(zo +iy) : y € R}
= {e™(cosy +isiny) : y € R}
={w e C : |w| =e"}.
Olkoon z = = + 1Yy, missd z € R muuttuu ja yo € R on kiinnitetty.
z =T+ iy — exp(z) = exp(x + iyo)
exp(x + iyo) = exp(z) exp(iyo) = €"(cosyo + isiny) .

Siis parametriesitys

{ u(t) = e’ cosyo

v(t) = e'sinyg,

t € R, joka on puolisuora origosta. Origo ei kuulu puolisuoraan ja
puolisuora kulkee pisteen cos yg + 7 sin gy, lapi.
Tai

exp({z € C :Imz =yp}) = {exp(z +iyo) : v € R}

= {e"(cosyo + isinyy) : x € R} = {r(cosyg + isinyy) : r > 0}

={w € C\{0} :argw =y} .

O
5.3. Kompleksiset sini- ja kosinifunktiot. Olkoon y € R. Silloin
e = cosy + isiny
ja
'Y = cos(—y) +isin(—y) = cosy — isiny,
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koska kosini on parillinen funktio ja sini on pariton funktio. Kun las-
kemme puolittain yhteen ja vahennamme puolittain, saamme

) ) 1 . )
2cosy =eY+e ¥ eli cosy= é(e’y +e )
ja
;al iy —iy ; ; 1 iy —iy
2isiny = e — e eli smyzf(e —e ),
i
missd y € R. Téssé siis cos ja sin ovat reaaliset kosini- ja sinifunktiot.

Olkoon nyt z € C. Maaritellaan kompleksinen sinifunktio
sin: C - C
asettamalla
sin(z) := %(exp(iz) — exp(—iz))
ja kompleksinen kosinifunktio
cos: C—C
asettamalla
cos(z) := %(exp(z’z) + exp(—iz)).
Toteamme heti, ettd reaaliset sini- ja kosinifunktiot eivat tule eri ta-
valla méaritellyiksi kuin ennen.
Olkoon z = z € R. Lidhdemme kompleksisen sinifunktion méaritte-

lysta ja kiytamme Eulerin kaavaa, jolla saamme reaalisen sinifunktion
pisteessa x:

sinx = i(exp(z’yc) — exp(—ix))

<

2
1

= 2—<COSfL‘ +isinz — (cos(—x) +isin(—x))>
1

<

= 2—(cosx+isinx—cosx+isinx) =sinz.

1
Lahdimme siis kompleksisesta sinifunktiosta pisteessd z € R ja pai-
dyimme reaaliseen sinifunktioon pisteessa = € R.

Vastaavasti voimme todeta, etté reaaliselle kosinifunktiolle méaritelméa
on kunnossa.

5.7. Huomautus. Suoraan kompleksisten sini- ja kosinifunktioiden maa-
rittelystd saamme kuuluisan Eulerin kaavan kaikilla z € C:

exp(iz) = cos z + i sin z.



KOMPLEKSIANALYYSIN KURSsI/RHS 7

5.8. Huomautus.

o n 2n+1
Sln ; 2n+

> n 2n
COS Z

n=0

Muistutus: Olkoon z = z + iy € C, missd z € R ja y € R. Silloin
eksponenttifunktion summakaavan 2.° ja Eulerin kaavan perusteella

exp(z) = exp(z) exp(iy) = e’““(cos y + isin y)

Varoitus: Toisin kuin reaalisessa tapauksessa, kompleksinen sini ja
kompleksinen kosini eivit ole rajoitettuja. Esimerkiksi, kun y € R ja
Yy — 400, niin

sin(iy)| = | (exp(i%) — exp(~7))] = |- (exp(~y) — exp(y))]
= e = e = [5(—e + )] - .

Huomautus: Sinin ja kosinin méérittelyalue on koko C.

Suoraan kompleksisten sini- ja kosinifunktioiden mééarittelysté ja eks-

ponenttifunktion yhteenlaskukaavasta saamme yhteenlaskukaavat komplek-
sisille sini- ja kosinifunktioille:

Olkoot z; € C ja z, € C. Silloin
sin(z; 4 22) = sin 27 €os 23 + sin 25 €OS 21,
cos(z1 + 2z3) = €0S 21 €OS 25 — sin 21 sin 2,.

5.9. Maaritelma. Yhden kompleksimuuttujan kompleksiarvoinen funk-
tio f: C — C on jaksollinen, jaksona «, jos f(z + a) = f(z) kaikilla
z e C.

5.10. Lause. Kompleksiluku o on sinifunktion jakso, jos ja vain jos
a = 2mn,n € Z. Kompleksiluku o on kosinifunktion jakso, jos ja vain
jos a = 2mtn,n € 7.

Todistus: Jos a = 2mn, n € Z, niin « on seké sini- etté kosinifunktion
jakso. Tamé saadaan suoraan sinin ja kosinin mérittelysté ja siitd, etta
eksponenttifunktion jakso on 2mwin, n € Z.

Olkoon « sinifunktion jakso. Yhteenlaskukaavan nojalla

. T
s (5 + z) = COS 2.



8 KOMPLEKSIANALYYSIN KURsSsI/RHS
Siis
. T
cos(z +a) = sm(§ +z+a)

T
= Sln(§+2) = cosz.

Siis @ on my6s kosinin jakso. Néin ollen Eulerin kaavaa kayttamalla
exp(i(z + ) = cos(z + ) + isin(z + «)
= cos z + isin z = exp(iz) .

Koska 2min on eksponenttifunktion jakso, niin 1o = 2min, n € Z, eli
a = 27n, n € 7. Siis sinin ja kosinin jakso on 2mn, n € Z.

5.11. Lause. Olkoon z € C. Silloin
(1) cosz = 0, jos ja vain jos z = nw + 7,
(2) sinz =0, jos ja vain jos z = nm,
missa n € 7.

Todistus: Koska cos z = sin (2 + z), niin riittdd todistaa viite (2).
Nimittéin, yhteenlaskukaavan nojalla

cosz =0, jos ja vain jos sin (g +Z> =0,

JOS Ja valn Jos 5 +z=nm,n €Z, (tdmi siis todistetaan)

1
josjavainjosz:nw—gzﬂ((n—1)+§).
Ensinnédkin sin z = 0, jos ja vain jos
1
(5.1) % (exp(iz) — exp(—iz)) = 0.
i

Kun kerromme yhtéldn (5.1) molemmat puolet luvulla

2iexp(iz) # 0,
niin yhtéld (5.1) on voimassa, jos ja vain jos

exp(iz) (exp(iz) — exp(—iz)) =0

eli
exp(2iz) —exp(0) =0
eli
exp(2iz) —1 =10
eli
exp(2iz) = 1 = exp(0) = exp(0 + 2nmi)
eli

21z = 2nm
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eli

5.12. Lause.
d d

— cosz = —sin z, —sinz = cos z
dz dz

kaikilla z € C.

Todistus: Suoraan médritelméstéd. Esimerkiksi,

dii sin(z) = d%* (%(exp(iz) - exp(—z’z))) = %(z exp(iz) — (—i) exp(—iz))

1 ) .
=3 ( exp(iz) + exp(—zz)) = COos 2 .

5.4. Kompleksiset tangentti- ja kotangenttifunktiot. Jos z #
(n + %) m,n € Z, niin cos z # 0 ja voimme mééaritella

sin z

tanz = .
CcoS 2

Kun asetamme

Q:{ZGC:z;&(TH—%)W,nEZ},

tan: Q@ — C

on kompleksisesti derivoituva jokaisessa alueen () pisteessi. Liséksi

niin funktio

Dtanz =1 +tan’z jokaisella z € €.

Vastaavasti voimme maéaritelld

COS %
cotz =

sin z’
kun z # nm,n € Z.

Sini- ja kosinifunktioiden yhteenlaskukaavoista saamme

tan z; + tan 2o

tan(zy + 22) = ,
(=1 2) 1 — tan z; tan 2z

kun z; € Q, 20 € Q ja 21 + 25 € ). Siis
tan(z + 7) = tan z.

Luku 7 on siis tangenttifunktion jakso. Itse asiassa tangenttifunktion
ainoat jaksot ovat mn,n € Z.
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5.13. Esimerkki. sin: =7

1 o o l 1

Z(GXP(Z +1) —exp(—i-i)) = 5(6 - g) :

5.5. Kompleksiset hyperboliset trigonometriset funktiot. Maa-
rittelemme kompleksiset hyperboliset sini- ja kosinifunktiot,

sint =

sinh: C —» C
ja
cosh: C - C
asettamalla
sinh z = %(exp(z) — exp(—z))
ja

1
cosh z = 5 (exp(z) + exp(—2)),
missé z € C. Funktioiden jaksoina ovat 2mni,n € Z.
Kompleksiset hyperboliset tangentti- ja kotangenttifunktiot ovat
sinhz  exp(2z) —1
coshz  exp(2z) +1’

tanh z =

kunz#i(n—i—%)ﬂ,nez, ja
coshz  exp(2z) +1
sinhz  exp(2z) — 1’

cothz =

kun z # nmi,n € Z. Kompleksiset hyperboliset trigonometriset funk-
tiot eivit pelkastadn ole erityisid kombinaatioita eksponenttifunktiosta,
vaan ne liittyvat kompleksisiin trigonometrisiin funktioihin:

1
sinh(iz) = §(exp(iz) — exp(—iz)) = %(exp(z’z) — exp(—iz))
i
=14 sinz
ja
cosh(iz) = cos z.
Toisaalta myés

sintz =isinhz ja cosiz = coshz:

siniz = %(exp(z’?z) — exp(—i°z)) : %(exp(—z) — exp(z))
| = %( —exp(—z) +exp(z)) = %(exp(z) — exp(—z)) = isinhz
ja

cosiz = (exp(—z) + exp(z)) = cosh 2.

DO | —

(exp(i®z) + exp(—i°z)) =

N | —
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Kompleksiset hyperboliset funktiot esiintyvéit kompleksisten sini- ja
kosinifunktioiden reaali- ja imaginaariosien esityksissa:
Olkoon z =z + 1y € C, missé x € R ja y € R. Silloin

sin z = sin x cosh y + 2 cos x sinh y,

cos z = cosx coshy — isinz sinh y.

5.14. Esimerkki.
exp(mi) + exp(—mi)

cosh(mi) = 5
_cosT+isinm + cos(—m) +isin(—m) )
= ; = 1.

5.6. Kompleksinen logaritmifunktio. Reaaliselle eksponenttifunk-
tiolle

e :R—>R,, x+—e”
on olemassa kdanteisfunktio

In: Ry - R, z+—Ingz;

koska reaalinen eksponenttifunktio on aidosti kasvava, se on bijektio
valiltd (0, 00) reaaliakselille. Kompleksinen eksponenttifunktio ei kui-
tenkaan ole bijektio exp(z) : C — C\ {0}, Lause 5.3 ja Lause 5.4.

Sovitaan merkinté In( ) reaaliselle logaritmifunktiolle. Sovitaan mer-
kintd log( ) kompleksiselle logaritmille.

Etsitddn kompleksisen logaritmin log(z) kaikki mahdolliset arvot.
Siis kiinnitetddn z ja etsitddn w, joka ratkaisee yhtélon z = exp(w).
Jos z = 0, niin yht&lolla ei ole koskaan ratkaisua. Siis log(0) ei ole méa-
ritelty. Olkoon z # 0. Kirjoitetaan w = x + iy, missd z € R jay € R.
Silloin yhtélo on

z = e"exp(iy) .
siis € = |z| jay = arg(z). Siis saamme maarattyd w = x+iy, koska nyt
tieddmme luvut x ja y annetun luvun z avulla. Siis w = In |z|+7 arg(z) .
Argumentti on mééritelty vain luvun 27 monikertoja vaille, 1.28 ja
Huomatus 1.36. Siis my6s w on moniarvoinen.

5.15. Méaéritelma. Jos z € C\ {0}, niin luvun z logaritmi log z on
jokin luku w € C siten, ettd

exp(w) = z.
Jos z = rexp(ip),r > 0, niin
(5.2) logz=1Inr+ip+n2ni=Inr+iargz +n2wi,n € 7,

eli
logz=1In|z|+iargz+n2wi,n €Z.
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5.16. Huomautus. Olkoon 2z, € C\{0}. Silloin luvulla z; on aina loga-
ritmi log zp, mutta se on maaritelty vain luvun 277 monikertaa vaille.
Kompleksinen logaritmi on 'moniarvoinen’.

5.17. Esimerkki.
log(1) =In|l| +i2mn =i2rn,n € Z.

log(l—i—i):1n|1+z'|+iarg(i—|—i)zln\/i—l—i(%—i-%rk),kEZ.

5.18. Esimerkki. exp(iz) = 2+ /3. Mirii kaikki mahdolliset rat-
kaisut z.

exp(iz) = 2+ V3 = exp(log(2 + V3))
iz =1n(2+V3) + 21in,n € Z
z=—iln(2+V3)+2mn,n e
z=2mn—iln(2+V3),neZ.

5.19. Huomautus. Argumentin haaroista:
Argumentin pddhaara on nimeltddn yleensé argumentti, joka ottaa ar-
vot (—m, ], Huomautus 1.36. Tdmé& haara on kuvaus Arg : C\{0} — R
ja tdmé kuvaus on epéjatkuva negatiivisella reaaliakselilla, Laskuhar-
joitus 3.1.

Argumentilla on muitakin haaroja ja pddhaaraksi voidaan sopia muu-
kin haara: Olkoon « € R. Méaritellaan kuvaus

Arg(a,a+27r] . C\{O} - (Oé, a + 27T] 2 Arg(a,a+27r]<z) :

Erityisesti, Arg_. = Arg, joka on standardi pddhaara. Argumentin
haara Arg, .42, On epédjatkuva joukossa {z = rexp(ia) : r > 0} eli
puolisuoralla {z € C : arg(z) = a}. Siis argumentin haarat ovat jat-
kuvia kuvauksia koko tasossa lukuunottamatta yhtéa origosta lahtevaa
puolisuoraa, {z € C : arg(z) = a} . (Haaralla Arg, ,.o.) on ns 'branch
cut’ séteelld {z : @ = argz}.)

Kierretéén epédjatkuvuusongelma méérittelemélla kuvaus z — Arg(z)
joukossa

C\{z € C : Rez <0}.

Talloin saadaan maarittelyjoukossa C\{z € C : Rez < 0} jatkuva
kuvaus.

Jokainen argumentin haara méaardaa logaritmin haaran. Argumentin
padhaara Arg madraé logaritmin padhaaran, Log,

Logz =In|z| +iArg(z).
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5.20. Esimerkki. -
Log(1 + i) zln\/§+zz.

Argumentin haara Arg, o, médrad logaritmin haaran, Log . o4x;

Log(a,a+27r] (Z) =In ‘Z’ + iArg(a,aJrQﬂ (Z) )
toisin sanoen w = log(z),a < arg(z) < o + 27.
5.21. Esimerkki.

9
Logs 5=)(1+1) = 1n\/§+z'f.

Logaritmin haara on epdjatkuva kuvaus puolisuoralla {z = r exp(i«) :
r > 0} eli puolisuoralla {z € C : arg(z) = «a}. Epdjatkuva funktio ei
ole analyyttinen. Funktion analyyttisyys on mééritelty avoimessa jou-
kossa. Siis olemme kiinnostuneita logaritmin haarasta joukossa

C\{z =rexp(ia) : 7 > 0}.
Logaritmin haara Log, ,42. kuvaa alueen
C\{z =rexp(ia) : 7 > 0}
alueelle
{weC :a<Im(w) <a+2r}.
Merkinnoista: Merkintdjen Log ja Log, q42r) tilalla voidaan lyhyesti
kirjoittaa log, kun asiayhteydesté on selvid, mikd argumentin haara on
kyseessa.

Logaritmin haaran méaéarittely voitaisiin muotoilla my06s seuraavasti,
jolloin epéajatkuvuus suljettaisiin heti pois.

5.22. Maaritelma. Olkoon
Q={z=rexp(if) :r>0,a <0 <a+27}.
Jos maéritelladn
logz=1Inr+1i6,
misséa 7 ja 0 (eli pari (r,0)) ovat yhtdlon z = rexp(if) yksikésitteinen
ratkaisu siten, ettd r > 0 ja 6 € (a, a+27) , niin sanomme, ettd funktio
z + log z on logaritmin haara.

5.23. Huomautus. Tahan voit tormaté kirjallisuudessa. Termista loga-
ritmin padhaara: Olkoon «a kiinnitetty siten, ettd —27 < a < 0, niin
on ollut tapana viitata funktioon

log(rexp(if)) = Inr + 6,

kun r > 0 ja a < 8 < 27 + « logaritmin padhaarana. Meilld pédidhaa-
ralle = —m.



14 KOMPLEKSIANALYYSIN KURsSsI/RHS

5.24. Lause. Olkoon
Q={z=rexp(if) :r>0,a <l <a+2r},
missd o € R on kitnnitetty.
(1) log : Q — C analyyttinen.
(2) log'(z) =1,vzeQ.
(3) log(Q) ={w ::a<Imw < a+27}.

(4) exp(log(z)) =z Vz € Q.
(5)  Jos z1, 22, 2120 € ), niin

log(z122) = log 21 + log zo + n2mi, jollakin n € 7.
Edellisessé lauseessa
Q=C\{z:arg(z) =a}.

5.25. Esimerkki. Olkoon argz € (0, 27). (Siis o = 0 alueen €2 méadrit-
telyssd.) Silloin

log((—=1—14)(1 —1)) =log(—2) =In2+ mi,

mutta
5
log(—1 — i) = 1n\/§+zf,
7
log(1 —i) == Inv2 + zzﬂ
ja siis
. . Sfom+ T
log(—1 — 1) +log(1 — 1)) = log(—2) = 2In V2 + i
=In2+ 7w+ 27.
Siis kun z; = —1 — 7 ja 2o = 1 — 7, niin log 2129 eroaa luvusta log z; +

log z5 luvulla 27s.

5.7. Yleinen potenssifunktio. Jos z € C\ {0} ja a € C, niin m&a-
rittelemme
2* = exp(alog z).

5.26. Huomautus. Koska
log z = In|z| +iarg z + n27i, n € Z,
niin
2% = exp(alog z) = exp(a(ln|z| + i arg z + n27i))
= |z]* exp(ia(arg z + n27)),

missa n € Z.
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Jos yleisestd potenssifunktiosta halutaan yksiarvoinen funktio, niin
logaritmille valitaan haara ja se méaréa yleiselle potenssifunktiolle haa-
ran.
Olkoon

Q={z=rexp(if) :r>0,0) <0 <by+27}.

Olkoon o € C. Maarittelemme kuvauksen z +— 2% alueessa {2 siten,
etta

2% = exp(alog 2).
Saatu funktio on yleisen potenssifunktion z* haara.
5.27. Lemma. Olkoon

Do Q— C py(z) = 2.

Silloin p, on analyyttinen alueessa ) ja

Po(2) = apei(2).
5.28. Huomautus. Jos a € Z ja z = rexp(if) , niin

2% =r%exp(iad).
Luvulla z* on siis vain yksi arvo silloin.

5.29. Huomautus. On ehkéd parempi késitelld potenssifunktiota 2z kir-
joittamalla se exp(alog z)).

Todistus. Muistutus: D(f o g)(z) = f'(9(2))g'(z) . Koska
Pa(z) = 2% = exp(alog ),
niin
p.(2) = Dexp(alog z) = (exp(alog z))a%
B aexp(a log 2) 2

= a— = Qaz
z z

a—1

O

5.30. Esimerkki. Miirdai kompleksisen potenssin z' haara, joka on

jatkuva vasemmassa puolitasossa {z| Re(z) < 0} ja jonka antama kuva

luvusta —1 on €°.

5.31. Esimerkki. a) Méddrdé luvun ™ kaikki arvot.

i" = exp(mlogi) = exp <7T <1n 1+ zg + 2n7rz'>>

1
— exp (7r2i (§+2n>) . n€Z.
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Erityisesti, jos n = 0,

w2 2

z'“:cos?—i-isin—.

2
b) Méariad luvun ¢ kaikki arvot.

i = exp(ilogi) = exp (z <ln 1+ zg + 2nm’)>

1
= exp <—7r <§—|—2n)) ,n € 7.



