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1. Johdanto

1.1. Perusopetuksen opetussuunnitelman perusteet

Tyétapojen tehtdvind on kehittdd oppimisen, ajattelun ja ongelmanratkaisun taitoja,
tyoskentelytaitoja ja sosiaalisia taitoja sekd aktiivista osallistumista. Tyétapojen tulee

edistdd tieto- ja viestintitekniikan taitojen kehittymistd.

Opetuksen tulee kehittid oppilaan luovaa ja tasmdllistd ajattelua, ja sen tulee ohjata

oppilasta loytamddn ja muokkaamaan ongelmia sekd etsimdcdin ratkaisuja niihin.

Oppiminen on seurausta oppilaan aktiivisesta ja tavoitteellisesta toiminnasta, jossa hdn

aiempien tietorakenteidensa pohjalta kdsittelee ja tulkitsee opittavaa ainesta.

Oppiminen on kaikissa muodoissa aktiivinen ja pddmddrdsuuntautunut, itsendistd tai

yhteistd ongelmanratkaisua sisdltdvi prosessi.

Konkreettisuus toimii tirkednd apuvdlineend yhdistettdessd oppilaan kokemuksia ja
ajattelujdrjestelmid matematiikan abstraktiin jdarjestelmdcdn. Arkipdivdn tilanteissa eteen
tulevia ongelmia, joita on mahdollista ratkoa matemaattisen ajattelun tai toiminnan
avulla, tulee hyodyntdd tehokkaasti. Tieto- ja viestintiitekniikkaa tulee kdyttdid oppilaan

oppimisprosessin tukemisessa

Perusvalmiuksiin kuuluvat arkipdivin matemaattisten ongelmien mallintaminen,
matemaattisten ajattelumallien oppiminen sekd muistamisen, keskittymisen ja

tasmidillisen ilmaisun harjoitteleminen.



Tamin tutkielman tarkoitus on kuvailla, mita tutkiva oppiminen ja tutkiva matematiikka
on ja voisi olla. Tutkielmassani pyrin selvittdméiin avainhenkildiden eli matematiikan
opettajien matematiikan oppimiseen ja opettamiseen liittyvien uskomusten ja tutkivan
oppimisen soveltamisen vilistd yhteyttd. Lisdksi selvitidn, miksi tutkivalla matematiikalla
tulisi olla tukevampi asema opetuksessa ja oppimisessa. Pyrin myds késittelemédn
tutkivaa oppimista kriittisesti ja tiedostaen, ettd oppimistyylejd on monia erilaisia eikd
tutkiva oppiminen vilttimatta ole kaikille tai kaikissa ryhmissé ja olosuhteissa paras

vaihtoehto.

Edella olevat opetussuunnitelmien perusteiden lainaukset heijastavat aikamme késitysta
thmisen oppimisesta sosiokonstruktivistisena ongelmanratkaisuprosessina. Toisin sanoen,
opittavaa tietoa el voi ymmartaa objektiivisena ja muuttumattomana, vaan se on aina
yksilon ja hintd ympardivan sosiaalisen yhteison vuorovaikutuksessa rakennettua.
Lisdksi nykykasityksen mukaan ongelmanratkaisu on oppimisen kannalta hyvin
keskeistd, silld se aktivoi oppijan omia ajatteluprosesseja ja parhaimmillaan seké kehittda

metakognitiivisia taitoja, ettd helpottaa opittavan aineksen kytkemisti "oikeaan eldmiin".

Kaiken kaikkiaan, sekd yhteiskuntamme ettd oppimiskédsitysten muuttuminen on luonut
kysynnén uudenlaisille pedagogisille malleille. Tietoyhteiskunnassa ulkoa opeteltavan ja
osattavan tiedon merkityksen voidaan katsoa vdahentyneen ja ongelmanratkaisutaitojen
sekd ymmarryksen ja uuden tiedon luomisen merkityksen korostuneen. Tutkiva
oppiminen pyrkii tarjoamaan nimenomaan pedagogisen mallin, jonka avulla nididen

korkeammantasoisten tiedonkasittelytaitojen hallinta voidaan saavuttaa.

Matematiikka on osittain erittdin kiitollinen, osittain erittidin epékiitollinen ala soveltaa
tutkivaa oppimista. Matematiikan perusluonne sopii hyvin ajatukseen oppimisesta
ongelmanratkaisuna, ja matematiikka voidaan nidhda spiraalimaisena rakenteena, jota
opiskellessa palataan aina vanhoihin asioihin, syventden niiden osaamista (aivan kuten

tutkivan oppimisenkin rakenne). Toisaalta, monet matematiikan ongelmista ovat



ratkaisseet parrakkaat, kreikkaa puhuvat miehet, joilla on ollut paljon vapaa-aikaa.
Kyseisten asioiden opettelu aitona ongelmanratkaisuprosessina, murrosikéisten kanssa,
pari kertaa viikossa kokoontuen voi olla turhankin haastavaa. Tutkiva oppiminen
edellyttddkin opettajalta paljon, aivan uuden tyoskentelykulttuurin luomisesta alkaen.
Kuitenkin, parhaimmillaan tutkiva oppiminen johtaa korkeatasoisiin oppimistuloksiin,
syvillisempéin asioiden ymmartdmiseen sekd keskeisten kasitteiden todelliseen

hallintaan ja kykyyn siirtdd osaaminen my0s tilanteisiin koululuokan ulkopuolella.



2. Teoreettinen tausta

2.1. Tutkiva oppiminen

Tutkivan oppimisen mallin ovat luoneet Kai Hakkarainen, Kirsti Lonka sekd Lasse
Lipponen, taustavaikuttajina mm. Bereiter (Schools/universities as knowledge building
communities), Frederick Bartlett (skeemat - assimilaatio/akkomodaatio) ja Vygotsky

(1ahikehityksen vyohyke).

Tutkivalla oppimisella tarkoitetaan oppimisen mallia, jossa opeteltavaa ainesta ei saada
opettajalta tai oppikirjasta valmiiksi pureskeltuna, vaan oppija ottaa oppimisestaan
isomman vastuun asettamalla opiskeltavaan aiheeseen liittyvid ongelmia, selvittaa
itselleen ja muille omia ennakkokisityksidén seké luulojaan aiheesta ja asteittain
syvenevin ongelmanratkaisuprosessin myotd hankkii ja rakentaa itselleen syvemman
ymmairryksen seka itse opiskeltavasta asiasta, ettd siitd kuinka se asettuu kaikkeen
aikaisemmin opittuun. Tutkiva oppiminen painottaa erityisesti tiedon rakentamista

vhteisollisend prosessina, vuorovaikutuksessa muiden kanssa.

Tutkivan oppimisen taustalla ovat seuraavat perusperiaatteet:
1. Ymmartimiseen tihtiiva oppiminen sosiaalisessa vuorovaikutuksessa.
2. Oppiminen ongelmanratkaisuna.
3. Omien ennakko- tai intuitiivisten késitysten esittiiminen ja pohtiminen.
4. Huomion kohdistaminen keskeisiin kisitteisiin ja “suuriin® ideoihin

5. Pyrkimykseni on ilmioiden selittiminen.



Néiden perusperiaatteiden pohjalta on luotu tutkivan oppimisen malli, joka koostuu

seuraavista osatekijoista:

Ongelmien asettaminen Tyoskentelyteorioiden luominen
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Kuva: http://www.hyvan.helsinki.fi/tutkiva/

Kontekstin luominen

Kontekstin luomisella tarkoitetaan sité, ettd oppimiselle luodaan pohja kytkemalla asiat
eri tieteenalojen merkityksellisiin kysymyksiin, asiantuntijoiden ratkaisemiin todellisiin

ongelmiin tai opiskelijoiden omaan kokemusmaailmaan.

Ongelmien asettaminen

Ongelmien asettamisessa on tiarked merkitys siind, ettd oppilaat ratkaisevat itsensi
asettamia ongelmia, mitka heitd opiskeltavassa ilmidssd thmetyttavit. Nama kysymykset
asetetaan jatkotyOskentelyn 1dhtokohdaksi ja tavoitteeksi koko tydskentelyprosessille ja
tulevalle tiedonhankinnalle. Timé auttaa oppilaita motivoitumaan ja sitoutumaan
tutkivan oppimisen prosessiin. Uutta tietoa ei siis sulauteta suoraan aikaisempiin
tietorakenteisiin, vaan se rakennetaan ratkaisemalla tieto-ongelmia sekd luomalla ja

arvioimalla omia teorioita ja selityksii.



Omien tyoskentelyteorioiden luominen

Niilla tyoskentelyteorioilla tarkoitetaan muun muassa hypoteesien, selitysten, tulkintojen
tai mallien muodostaminen tutkimuksen kohteena olevista i1lmidisti ja asioista, jotka
oppilaat itse kirjoittavat. Keskeisend tavoitteena on rohkaista oppilaita tuomaan omat
intuitiiviset késitykset ja tulkinnat muiden tietoon ja pohdinnan kohteeksi. Tama
tulkintojen esittdminen ennen uuden tiedon hankkimista auttaa tiedostamaan eron oman
kéasityksen ja uuden informaation vélilld. Tavoitteena on rohkaista oppilaita ajattelemaan
oppimisen kohteena olevaa ilmi6ta sen sijaan, ettd he passiivisesti omaksuisivat heille

vilitetyt tiedot.

Kriittinen arviointi

Kriittinen arviointi tarkoittaa sitd, ettd itseohjautuvat oppilaat arvioivat kriittisesti oman
tutkimusprosessinsa edistymistd ja asettavat uusia tavoitteita. Arvioinnin tarkoituksena on
kehittdd oppimisyhteison luomia teorioita kiinnittdmélld huomiota puutteellisuuksiin ja
muihin epédkohtiin. Tadssa vaiheessa yhteiso ideoi ja tuottaa uusia ajatuksia, jotka voisivat
viedd prosessia eteenpdin ja arvioivat auttavatko ne ongelmana olevan ilmién
ratkaisemisessa. Tdhdn tyoskentelyyn sopii hyvin verkkopohjaisen ryhmitydohjelman
hyodyntdminen, jossa kaikki voivat osallistua luotujen selitysten argumentointiin ja

kriittiseen arviointiin.

Uuden syventiviin tiedon hankkiminen

Uutta tietoa etsitiddn eri ldhteistd, kuten kirjallisuudesta, sdhkoisistd 1dhteista,
asiantuntijoiden haastatteluista, kokeiden tekemisesti ja tutkimusaineiston kokoamisesta.
Keskeisessd asemassa ovat oppilaan itsensd asettamat ongelmat, hanen aikaisemmat
tietonsa ja intuitiivisten teorioiden muodostamisessa syntyneet ongelmat. Tietoldhteista
saatavaa tietoa kdytetddn omien kysymysten ja niille muodostettujen selitysten
kehittimiseen. Tietoja et siis kopioida sellaisenaan. Siksi on tdrkeda, ettd tiedonhaun

lahtokohtana ovat oppilaiden tuottamat aidot kysymykset.
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Oppilaat voivat esimerkiksi kirjoittaa tietokoneen ddressd muistiinpanoja pienille lapuille,
jotka toimivat tyoskentelyteorioiden kirjoittamisen tukena. Talld pyritdén vahentdimééan
tiedon kopiointia ja lisiédméén oppilaiden omaa ajattelua. Kopioinnin ongelmaa voidaan
myos valttdd tarpeeksi monimutkaisilla tutkimusongelmilla, jolloin oppilaat joutuvat
todella etsimdén, yhdistimédan ja muokkaamaan tietoa pystyddkseen vastaamaan

asettamaansa tutkimusongelmaan.

Tutkiva oppiminen on jatkuvasti monimutkaistuva prosessi, jossa opiskelijat luovat
haastavampia tyOskentelyteorioita, luopuvat arkikisityksistdédn ja loytdvit avainobjekteja,
kuten késitteitd, malleja ja viitekehyksia, jotka selittdvit ja auttavat ymmartimain

tutkimuksen kohteena olevia ilmioita.

Tarkentuvien kysymysten kehitteleminen

Uuden tiedon 16ytdminen johtaa yleensd uusien ongelmien syntymiseen. Tdmén voi
esimerkiksi aiheuttaa se, ettd uusi tieto on ristiriidassa oppilaiden omien késitysten
kanssa. Tarkentuvien kysymysten asettaminen auttaa oppilasta meneméain syvemmalle
ilmion selittimisessd sekd tutkimuksen 1dhtokohtana olleeseen kysymykseen
vastaamisessa. Tdman vuoksi on erittdin tarkedd saada oppilaat sitoutumaan asettamiensa
ongelmien tarkentamiseen. Tydskentelyn jatkaminen tarkentavien selitysten 16ytamiseksi

vaatii paljon opettajan ohjausta ja tukea.

Asteittain tarkentuvien teorioiden luominen

Oppimisen kannalta on tarkedd, ettd oppilaat paneutuvat hankkimaansa teoreettiseen
tietoon ja oppimisyhteisoltd saamaansa tukeen, minkd avulla he pystyvét parantamaan
selityksiddn. Se pystyvitko oppilaat luomaan monimutkaisia teorioita edellyttdd heilta
systemaattista tyoskentelyd laatimiensa selitysten ja kuvausten kehittdmiseksi sekd uuden

tiedon hakemista asteittain syvenevina kierroksina.
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Prosessin jakaminen

Tutkivan oppimisen prosessissa jokainen kantaa kortensa kekoon, joten tiedon
kehittyminen on jokaisen prosessiin osallistuvan oppimisyhteison jisenen vastuulla.
Oppilaat rakentavat uusia ajatuksia jaljittelemalld parhaiksi katsottuja kognitiivisia
kiytantdja. Oppilaiden keskindisen vuorovaikutuksen vilitykselld dlylliset voimavarat
saadaan kiyttoon ja silld voidaan edistda tutkimusprosessin kulkua. Tutkivan oppimisen

prosessiin voi osallistua oppilaiden ja opettajan lisdksi kyseisen aihepiirin asiantuntijoita.

Tulosten julkistaminen

Osa tutkivaa oppimista on prosessin tulosten julkistaminen. Julkistamisen muotoja voivat
olla erilaiset esitykset kuten seinitaulut, tutkimusraportit, esitelmat tai
multimediaesitykset. Ndiden tulisi tukea oppilaita késitteiden mairittelyssé, tiedon
soveltamisessa ja tiedon esittdmisessd heidédn tutkiessaan ongelmia. Ulkoinen esitystapa
on kuitenkin toisarvoinen seikka verrattuna niihin kisitteisiin, joiden ymmaértdmiseen ja

kehittdmiseen prosessi tahtéa.

(http://www.tutkiva.edu.hel.fi/osatekijat.html)



http://www.tutkiva.edu.hel.fi/osatekijat.html
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2.2. Matemaattinen ajattelu

Sosiaalinen konstruktivismi painottaa, ei ainoastaan oppijan aktiivista tiedon
konstruointia aikaisempien tietojen pohjalta, vaan myds oppimistapahtuman olevan
vuorovaikutteinen ja sosiaalinen tapahtuma. Keskeisend tapahtumana oppimisen kannalta
konstruktivismissa ndhddan kognitiivisen konfliktin aikaansaaminen. Toisin sanoen,
oppijan aikaisemmat ndkemykset ja oletukset opittavasta asiasta haastetaan ja tarvittaessa
ne muuttuvat. Téatd kutsutaan késitteelliseksi muutokseksi. Erityisesti matemaattis-

luonnontieteellisissa aineissa tdiméa on hyvin keskeisessi roolissa opetuksessa.

Tutkivaa oppimista, joka on yksi sosiaalisen konstruktivismin ilmentyma, kuvaillaan
usein sosiaaliseksi tiedonrakenteluprosessiksi. Lisdksi tutkiva oppiminen korostaa
tehokkaan ja syvéllisen oppimisen muistuttavan hyvin paljon asiantuntijoiden
muodostaman tiedeyhteison toimintaa ongelmanratkaisutilanteessa. Lahtokohtaisesti

tdméan asetelman katsotaan sopivan hyvin matematiikkaan ja luonnontieteisiin yleensa.

Matematiikan oppimisesta puhuttaessa ei tarkoiteta ainoastaan tietojen ja taitojen
kartuttamista, vaan myods matemaattisen ajattelutavan omaksumista. Sternberg (1996)

jakaa ldhestymistavat matemaattiseen ajatteluun seuraavasti:
1. Psykometrinen ldhestymistapa
2. Informaation prosessointia tutkiva lahestymistapa
3. Antropologinen ldhestymistapa
4. Pedagoginen ldhestymistapa
5. Matematiikan ldhestymistapa

Maédritelma ei siis ole yksiselitteinen. Kuitenkin, ndkokulmasta riippumatta keskeisti
matemaattisessa ajattelussa ja oppimisessa voidaan katsoa olevan prosessoitavan tiedon

luonne.
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Hiebert ja Lefevren (1986) jakavat tiedon konseptuaaliseen (kisitteet ja niiden
riippuvuudet) ja proseduraaliseen (symbolit, sddnnot, menetelmit) tietoon. Perinteisissé
koulutehtdvissa ratkaisu muodostuu proseduurien jonosta, usein sddntdjen mekaanisesta
soveltamisesta. [hanteellisessa oppimisessa ja osaamisessa proseduraalinen ja
konseptuaalinen tieto kytkeytyvit saumattomasti toisiinsa - luoden yhtenéisen
merkitysten, késitteiden ja sdidntdjen verkon sekd syvempdd ymmarrystd. Vain nidin
voidaan saavuttaa todellista matemaattista osaamista, jonka Kilpatrick, Swafford &

Findell (2001) puolestaan jakavat viiteen eri osa-alueeseen:

1. Konseptuaalinen eli késitteellinen ymmartdminen

2. Proseduraalinen sujuvuus

3. Strateginen kompetenssi eli kyky esittdd ja ratkaista ongelmia matemaattisesti

4. Mukautuva paittely eli pystyvyys loogiseen ajatteluun

5. Yrittelidisyys (matematiikkaa tiarkedd, "miné pystyn", oma ahkeruus ratkaisee)
Lisdksi Rice (1992) médrittelee matemaattiset ajattelustrategiat seuraavasti:

1. Luokittelu

2. Lukujonotaidot

3. Analogian muodostaminen

4. Deduktiivinen paittely

5. Ongelmanratkaisutaidot

Pehkosen (2003) mukaan koulun matematiikanopetuksen pitéisikin tdhdéti seka
laskutaitojen hankkimiseen ettd ymmartdmiseen, huomioiden ettd ainostaan edellisen
harjoituttaminen ei kartuta jalkimmaéisti eikd myoskadn toisinpdin. Voidaan kysyé,

kuinka néihin tavoitteisiin paéstdisiin tutkivan matematiikan avulla.
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2.3. Tutkiva matematiikka

Tuoreimmassa teoksessaan Hakkarainen, Lonka ja Lipponen (2008) eivét pida tutkivaa
oppimista endd yksiselitteisesti “mallina”, vaan laajemmin ldhestymistapa, jossa tarkeda
on tutkiva asenne maailmaa ja tietoa kohtaan. Tarkkaa ja yksiselitteistd méiaritelmaa
tutkivalle oppimiselle on siten hankala muodostaa, mutta yhteistd tutkivaa oppimista
hy6dyntéville menetelmille on edelld kuvattu tutkiva asenne. Tassé tutkielmassa

madrittelen tutkivan oppimisen seuraavasti:

Tutkiva oppiminen on ldhestymistapa, jossa ensisijaista on tutkiva asenne opittavaa asiaa
kohtaan. Tutkiva asenne ilmenee siten, ettd opiskelijat itse tutkimalla ja kokeilemalla etsivét
ratkaisua ongelmaan, jonka selvittimiseksi heilld ei vield ole kaikkia tarvittavia tietoja.

Tutkivassa oppimisessa opettaja ohjaa tyoskentelyd, mutta ei anna suoria vastauksia.

Tamin mééritelmin mukaisesti en pida tutkivassa oppimisessa valttimattomana
alkuperdisen mallin ndkemysté, ettd opiskelijoiden olisi joka tilanteessa itse méériteltava

myos tutkimuskysymyksensa.

Matematiikan osalta kirjallisuudessa esiintyy useita nimityksié, joiden voidaan katsoa
sopivan edelld esitettyyn yleiseen tutkivan oppimisen mééritelméain. Tutkivan oppimisen
(Hakkarainen, Lonka & Lipponen, 2008) lisdksi téllaisia nimityksid ovat
ongelmaldhtdinen oppimisen malli (Boud & Feletti, 1998), avoin ldhestymistapa ja
tutkimustehtdvien kdyttéo (Pehkonen, 2003; 2012), luova ongelmanratkaisu (Pehkonen,
2012) ja eldmyksellinen matematiikka (Portaankorva-Koivisto, 2010). Koska kaikki
edelld mainitut 1dhestymistavat voidaan lukea tutkivan oppimisen alle matematiikan
osalta, kdytdn tissd tutkielmassa niille yleisnimitysta tutkiva matematiikka. Sen sijaan
tutkivaa matematiikkaa tdssa yhteydessa ei ole satunnainen kdytdnnon esimerkkien

kaytto tai kyselevd opetustyyli ainoana kdytettynd tutkivan oppimisen elementtina.
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2.3.1. Luovuus, luova ongelmanratkaisu ja avoin lihestymistapa

Seka perusopetuksen ettd lukion opetussuunnitelmien perusteiden voidaan katsoa
edellyttavan luovuuden ja ongelmanratkaisutaitojen kehittimistd matematiikassa (kts.
edelld, OPS-lainaukset). Tutkiva matematiikka pyrkii muun muassa vastaamaan
kritiikkiin koulumatematiikan liiallisesta painottumisesta rutiinitehtéviin ja mekaaniseen
laskentoon. Ongelmana perinteisessd koulumatematiikassa kiistimattda onkin, etté se ei
juurikaan edistd luovuuden kehittymistd vaan ehkdpa jopa pdinvastoin — painottaen
enimmakseen sdidntdja ja algoritmeja, ’sydden pois tilaa luovuudelta”. Kaytettidvissa
olevan ajan ollessa rajallinen, liika proseduraaliseen sujuvuuteen painottuminen on
luonnollisesti pois my0Os konseptuaalisesta osaamisesta. Ratkaisuna (tai ainakin
parannuksena) tilanteeseen voidaan ndahda tutkiva matematiikka, silld juuri omaehtoinen,
aito ongelmanasettelu ja -ratkaisu kehittdd luovuutta ja ongelmanratkaisutaitoja

(Pehkonen, 2003; Kwon, Park & Park, 2006; Silver, 1997).

Erkki Pehkonen kokoaa artikkelissaan Tutkiva matematiikan oppiminen peruskoulussa
mm. Bishopin (1981) ajatuksia, joiden mukaan matematiikassa todella tarvitaan kahta,
toisiaan tdydentdvéi ajattelutapaa: luovaa ajattelua, jolle on tyypillistd intuitio ja
analyyttista ajattelua, joka on logiikkapainotteista. Tdma ndkyy muun muassa
tarkkailtaessa ammattimatemaatikon toimintaa hinen ldhestyessdédn uutta tehtdvaa,

hinelle aitoa ongelmaa.

Aitoa matemaattista ongelmaa tarkastelevan matemaatikon voidaan havaita yleensi
aloittavan erikoistapauksilla. Ensimmaiset kokeilut ovat useimmiten satunnaisia, ehké
intuitioon perustuvia, mutta alkavat pian suuntautua sen mukaan, minkéa ko.
matemaatikko uskoo olevan oikea ratkaisu tai sitd ldhelld. Alkuvaiheen yritysten,
kokeilujen ja mahdollisten erehdysten perusteella asetetaan mahdollisesti hypoteesi, joka
yritetddn todistaa oikeaksi. (Pehkonen 2003, 2012). Edellinen kuvaa nimenomaan luovaa
ongelmanratkaisuprosessia, ja monet matemaatikot kiistavitkin luovuuden erottamisen

matematiikasta (Monna, 1992) ja sen yhdistdmisen ainoastaan luoviin aloihin.

My®0s ns. avoimet tehtdvit on usein mainittu menetelma edelld mainitun luovuuden
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edistdmiseksi ja ymmartdmisen tason syventdmiseksi (mm. Pehkonen 1994). Tehtdvin
sanotaan olevan avoin, jos sen alku- tai lopputilanne ei ole tarkasti médritetty. Avoimiin
tehtaviin kuuluvat mm. arkieldmén tehtdvit, ongelman asettaminen, ongelmakentt (tai
ongelmajonot), ongelmat joissa ei ole kysymystd, projektityot ja tutkimustehtdavat. Yksi
mahdollinen tapa luoda avoimia tehtdvid on pyrkid 10ytdméaén mahdollisimman paljon
erilaisia ratkaisutapoja muutoin periaatteessa suljettuun tehtivéain. (Pehkonen, 1995;

1997).

Avoimien tehtdvien luonne arkieldméaé vastaavina ongelmina luonnollisesti myds
helpottaa omaksutun tiedon soveltamista luokan ulkopuolella (siirtovaikutus). Avoimien
tehtidvien pohtiminen, ongelmien asettelu ja mahdollisten ratkaisujen punnitseminen
usein edellyttdd lisdksi aktiivista sosiaalista kanssakdymisté, keskustelua ja uusien
ajattelutapojen omaksumista, mikd on hyvin linjassa myds tutkivan matematiikan

periaatteiden kanssa.

2.3.2. Projektityot ja pienryhmétyoskentely

Mikili matematiikan opiskelussa pdddytdan kokeilemaan projektitditd (ei suinkaan
valttiméttomyys), on suositeltavaa aloittaa hyvinkin pienilld, ehkd vain oppitunnin
kestévilld projekteilla, silld tima helpottaa huomattavasti ajankaytollisid haasteita. Ndin
myds oppilaat on mahdollista totuttaa uuteen, tutkivampaan opiskelutyyliin pikkuhiljaa.
Mikali oletetaan ajankdyttoon ja sopivien luokkatilojen 10ytdmiseen liittyvét haasteet

voitetuiksi, ensimmaéinen tdrked askel oppilaan ndkdkulmasta on aiheen valinta.

Tutkivan matematiikan onnistumisen kannalta on tdrked4 valita aihepiiri, joka on
kisitteellisesti merkityksellinen seka riittdvédn haastava ja monimutkainen - ongelma, joka
luontevasti jakautuu tutkittaviin osaongelmiin ja jota voidaan tarkastella useista eri
ndkokulmista. Lisdksi on etu, mikali aihepiiri on sellainen, joka kiinnostaa oppilaita ja
jota on mukava ldhted tutkimaan. Tutkivan matematiikan yhteydessa voisikin olla

luontevaa antaa oppilaiden itse valita aihe joistakin opetussuunnitelman keskeisistad
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kasitteistd. Jo erikokoisten ympyroiden séteiden, halkaisijoiden ja kehien pituuksien
tutkiminen pienryhmitydskentelyna opettaa m:std paljon. My0s esimerkiksi
suorakulmaisia kolmioita voi tutkia vastaavalla tavalla, Pythagoraan hengessa. Itse
asiassa, mitd tahansa matematiikan osa-aluetta voi tutkia antamatta vastauksia suoraan.
Epédonnistumisiakin on tdménkaltaisissa kokeiluissa luvassa, johtuen vaillinaisesta
oppilaiden perehdytyksestd, vddranlaisesta tyoskentelyilmapiiristd tai oppimisympariston
antaman tuen puutteesta. Opettajan ammattitaitoa on arvioida, millaisiin projekteihin

ryhmit kykenevit.

2.3.3. Kielentiminen

Kun oppilas saa ilmaista opiskeltavan kasitteen siséltod itse valitsemallaan tavalla
(puhumalla omalla terminologiallaan, piirtimélld jne.), niin opettaja ja muut oppilaat
saavat kuvan tdmin oppilaan kdsitteen ymmartamisestd. Matemaattisen kisitteen
kielentdminen on myo0s osa oppilaan késitteen konstruointiprosessia, silld ilmaistessaan
muille sisdltod han joutuu pohtimaan késitteen keskeisid piirteitd ja reflektoimaan sekd
jasentdmadn matemaattista ajatteluaan. Muut oppilaat voivat samalla verrata oppimansa
késitteen sisdltod toisen oppilaan ilmaisuun ja muovata keskustelun avulla sekid omaansa
ettd toisten oppilaiden késitteen sisédltod. Oppilaan ilmaisussa tulee esille myos hianen

asiaan liittyvit uskomuksensa, joita voidaan tarvittaessa muuttaa (Joutsenlahti, 2003).

Tutkivassa matematiikassa kielentdminen on erityisen merkittavassa roolissa seka
oppilaiden tydskennellessd ryhmissé ettd heiddn esittdessddn omia teorioitaan ja
tuloksiaan kasiteltdvastd aiheesta. Oppilaiden on tutkimusvaiheessa tirked saada kéyttaa
omia, mahdollisesti epadstandardeja ilmaisujaan, jolloin luokassa rakennettava
matematiikka on oppilaiden matematiikkaa eli oppilaille kehittyy matematiikkaan

omistajuus (Francisco & Mabher, 2005).
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2.3.4. Tieto- ja viestintitekniikan kaytto

Tietokoneiden avulla voidaan vihentid proseduurien opettamiseen tarvittavaa aikaa, ja
tdméan myota lisdtd konseptuaalisen ymmaértdmisen osuutta (Fey, 1989). Liséksi
Suomessa toteutetun MODEM-tutkimuksen mukaan tietokoneavusteiset
oppimisymparistot parhaimmillaan paljastavat mahdollisia puutteita oppilaiden
metakognitiivissa taidoissa ja konseptuaalisessa ymmartdmisessa. Téllaisesta hyva
esimerkki on GeoGebra - dynaaminen geometriaohjelma, joka mahdollistaa mm.
funktion yhtdaikaisen geometrisen ja algebrallisen tarkastelun, vieldpé jarkevéssa ajassa.
Omassa tyosséini olen huomannut myos oppilaiden innon tutkia mm. funktioita omien
dlypuhelimiensa sovelluksilla. Haapasalo & Siekkinen ovat tutkimuksessaan v. 2005

saaneet tukea seuraaville tieto- ja viestintitekniikkaa koskeville viitteille:

1. Teknologian avulla voidaan parantaa opettajien ja oppilaiden metakognitiivisia
taitoja.
2. Teknologian integrointi on tarpeellista, vaikka se tuntuisikin aikataulujen

puitteissa vaikealta.

3. TVT:td hyodyntidvéssad opetuksessa voidaan hyotyéd suunnittelemalla oppimisen
periaatteista.(Oppimista, joka tapahtuu luomiseen tms. suunnittelupohjaiseen

aktiviteettiin osallistumisen kautta.)

4. Teknologian avulla oppimista voidaan siirtdd my0ds vapaa-ajalle (verkko-

oppimisymparistot).

5. Teknologiaopetus opettajakoulutuksessa on parasta toteuttaa integroimalla

teknologia luonnolliseksi osaksi opiskelijoiden pedagogista ajattelua.

Tieto- ja viestintitekniikan kayttod késitelldén tarkemmin jéljempéané, GeoGeobran

yhteydessa.



19

2.3.5. Tutkiva matematiikka erityisopetuksessa

Matematiikan erityisopetuksessa tukea voidaan antaa mm. laskemisen taitoihin,
aritmeettisiin perustaitoihin ja matemaattisten suhteiden ymmartdmiseen. Usein ainakin
osa tdstd tuesta sisdltdd tutkivan oppimisen menetelmid. Matemaattisiin
oppimisvaikeuksiin liittyy nimittdin voimakkaasti vaikeus hahmottaa matematiikan
tdysin abstrakteja késitteitd ja liittdd niitd "oikeaan" maailmaan. Tutkiva oppiminen
tarjoaakin hyvid apuvilineitd kisitteiden konkretisoimiseen ja timédn myota
omaksumiseen etsimisen ja tutkimisen kautta. Liséksi tutkivalle oppimiselle ominainen
oikeiden ongelmien muotoilu, ratkaisu ja reflektointi seké kehittdd oppilaiden usein
puuttellisia metakognitiivisia taitoja ettd auttaa heitd ymméartdmain matematiikan kiayton
merkityksen arkieldméssd. Useimmat erityisopetusta tukevat pelit, leikit ja ohjelmistot
onkin toteutettu tutkivan oppimisen hengessé, oppilaan luontaiseen uteliaisuuteen

vedoten.

2.3.6. Arviointi tutkivassa matematiikassa

Tutkiva oppiminen tuo vaatimuksen tarkastella ymmaérrystimme arvioinnista, silla
tutkiva oppiminen perustuu uusille késityksille thmisesti, tiedosta, oppimisesta ja
opetuksesta. Koko tutkivan oppimisen ajatuksen tulee olla kauttaaltaan linjassa ndiden
kisitysten kanssa - siis my0s ymmarryksen arvioinnista (Kalli, 2007). Samalla linjalla
jatkaa Hakkarainen, Lonka & Lipponen toteamalla, ettd perinteisten
arviointimenetelmien kéytto tutkivan oppimisen yhteydessé johtaa lopulta vain
pyrkimykseen pérjatd kokeessa tai tentissd sirpaletietoa opettelemalla. Arvioinnin

pitéisikin olla monitasoista, keskittyen ainakin seuraaviin seikkoihin:
1. Millaisia kysymyksid oppilaat pystyvit asettamaan aihepiiristé
2. Oppimisen yhteisollisyyden arviointi
3. Ymmartdmisen syvenemisen arviointi
4. Autenttinen arviointi (tutkimusraportit yms.)

Arvioinnissa tuleekin jatkuvasti pitdd mielessé,ettd mikali keskitytdén liiaksi projektin
lopputuloksen arviointiin, itse prosessin ja opiskelijan oman ajattelun kehitys jda helposti

toissijaiseksi.
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3. Tutkiva matematiikka kaytannossa

Sanayhdistelmé tutkiva oppiminen nostaa monella opettajalla karvat pystyyn. On erittdin
haastavaa ldhted soveltamaan taas yhtd uutta opetusmenetelmad. Mistd on kysymys? Mitd
vikaa on vanhoissa menetelmissd? Kuinka soveltaminen kdytdnndssd onnistuu? Mitka

ovat suurimmat haasteet? Kuinka tutkivasta oppimisesta saadaan tdysi hyoty irti?

Tutkiva matematiikka vaatii kokonaan uuden toimintakulttuurin luomisen. Tutkivan
matematiikan onnistumisen kannalta on hyvin keskeistd luoda ilmapiiri, jossa oppilaat
uskaltavat esittdd "tyhmidkin" kysymyksid, arvailla, esittdd mielipiteitd, kuunnella ja
arvostaa toisten mielipiteitd sekd ennen kaikkea ajatella itse. Lisdksi tutkivan
matematiikan tielld on opettajien ja oppilaiden skeptisyys, lukujirjestystekniset ongelmat
sekd mahdollisiin projekteihin tarvittavat tilat ja niiden jarjestys tietokoneineen. Kuinka
ndm4 haasteet sitten voitetaan? Kuinka oppilaat saadaan soveltamaan tutkivan

matematiikan menetelmii?

Sovellettaessa tutkivaa matematiikkaa tiedonrakenteluroolit luokassa poikkeavat hieman
totutusta. Menestyksekkédn tyoskentelyn saavuttamiseksi opettajan tuleekin tehdi
selviksi oma roolinsa konsultoivana ohjaajana seké oppilaiden rooli ammattimaisesti
toimivana tutkimusryhména, joka itse pyrkii 10ytdméaédn vastaukset ongelmiin. Oppilaiden
on my0s tiarked ymmartdd, miksi tutkitaan ja keskustellaan eikd kuunnella opettajan

luentoa vanhaan hyvéin malliin, ja mitkd ovat periaatteet tutkivan matematiikan taustalla.

"Kun tutkivan oppimisen projekti aloitetaan, késiteltdva aihe pitdd ankkuroida todellisen
maailman aitoithin ongelmiin." (Hakkarainen, Lonka & Lipponen, 2008).
Kiinnostuakseen aiheesta ja halutakseen tutkia aihetta, on hyvin tirkeda, ettd oppilas
ymmairtéd aiheen merkityksen ja sen roolin isommassa kokonaisuudessa, hahmottaa sen
paikan maailmassamme. Tama voi puolestaan tapahtua videoilla, lehtijutuilla tai
vaikkapa tarinoilla eldvéstd eliméstd - padasia ettd aihepiiri ja tyo saa oppilaan mielessi

merkityksen ja yhteyden aikaisemmin opittuun ja omaksuttuun. Aivan liian usein oppilaat
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opettelevat irrallisia kokonaisuuksia ulkoa, osaamatta sitten kuitenkaan siirtda
oppimaansa todelliseen eldiméédn, miké onkin perinteisten opetustyylien suuria
heikkouksia. Mikéli oppilas saadaan ymmartdmaan opiskeltavan aitheen kytkos

arkielamdan, oppimistulokset ovat parempia ja siirtovaikutukset tehokkaampia.

Oppilaat miettivit ja ihmettelevit eldmaa paivittdin ja pystyvit asettamaan hyvin
korkeatasoisia, omasta pohdinnasta kumpuavia ongelmia. He my6s muodostavat teorioita
ja potentiaalisia ratkaisuja ongelmiin. Tdma olisi ajatuksena myo0s tutkivan matematiikan
toteutuksessa. Ajatus on kuitenkin erittiin haastava. Oppilaat pelkaavit esittaa
mielipiteitddn ja teorioitaan, kukaan ei halua leimautua "tyhmaksi", ja perinteisesti oikea
vastaus on se oppikirjassa esitetty. Koulussa kysymyksié esittidvitkin tyypillisesti ne,
jotka jo osaavat asiat ja he, jotka haluaisivat tietdd, eivit uskalla kysya. Tutkivan
matematiikan vaatiman toimintakulttuurin luomisen tuleekin alkaa jo heti ensimmadiselld
oppitunnilla - oppilaita tulee rohkaista esittimiin ajatuksiaan, ja nditd ajatuksia tulee
arvostaa avoimesti. Lisdksi pelisdéntdjen tulee olla selvit - omasta ajattelusta ja
rohkeudesta palkitaan, oli vastaus oikea tai vdird (ehkd oikeaa ja vééraa ei edes ole).
Saadakseen oppilaat toimimaan tutkivan matematiikan edellyttimalld tavalla on heidén
tarked ymmartéa, ettd ajattelu ja ymmarrys todellakin kehittyy vain omia kiasityksid
esittamalla ja hiomalla, yrittdmalla ja joskus epdonnistumallakin - tdssd on my0s
palautteen antamisen tyyli keskeisessé roolissa. Edelld mainitun kulttuurin luomisen voi
hyvin aloittaa pehmeisti, esimerkiksi nimettomilld, lapuille kirjoitettavilla mielipiteilld ja

ajatuksilla.

Tutkiva matematiikka ei kuitenkaan ole vain omien késitysten esittdmista tai teorioiden
luomista tyhjdsti. Olennainen osa tutkivan oppimisen prosessia on tiedon etsinti ja
erityisesti sen jalostaminen. Nykyéén on helppo etsié tietoa - vaikeaa on 10ytda sopivaa,
tarkoituksenmukaista tietoa. Internet on ehtymiton ldhde ja monet asiantuntijatkin ovat
vain sdhkopostin pddssd, maailma on pienentynyt. Tdméa on kuitenkin kaksiterdinen
miekka - tietoa on valtavasti eikd 1dheskéén kaikki ole olennaista eika vélttimétta edes

oikeaa tietoa. Voidaan my0s kysyi, onko tarkoituksenmukaista etsid matematiikan
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oppikirjasta 10ytyvida tietoa muualta. Oppilaita on joka tapauksessa aktiivisesti
opastettava sekd tiedonhaussa ettd tiedon suodattamisessa - auttaa 10ytdméén se
olennainen omiin tarpeisiin. Lisdksi, kuten edelld mainittiin, tietoa tulee jalostaa; siti
tulee kehitell4 ja siitéd tulee etsid vastauksia omiin kysymyksiin. Oppikirjojen kdyton
yhtend ongelmana voidaankin nihda liian valmiiksi pureskeltu tieto. Edelld mainitun
pohjalta oppilas tai oppilaat osaavat parhaassa tapauksessa kehittdd aikaisempia
teorioitaan edelleen, luoda ehké jopa uusia teorioita. Téarked osa tutkivan oppimisen
prosessia onkin tietynasteinen rakentava kriittisyys sekd omaa ettd muiden tietoa kohtaan
- télloin tietoisuus kritiikin mahdollisuudesta yhdistettynd avoimeen keskustelukulttuuriin
saa oppilaat sekd jasentimain tietonsa huolellisesti ettd perustelemaan 16ytdméénsa ja
keksimadnsé. Lisdksi timd pakottaa miettimédn itsekin syitd asioiden taustalla -
kysymaédn miksi ja miten. Suoraan kopioidut, muiden ajatukset eivit ole hyvaksytty

oikotie onneen.

Olennaisena osana tutkivan matematiikan kdytédnteitd voidaan pitdd myos edelld
mainittua tieto- ja viestintdtekniikkaa. Oppilaiden omaksuttua tutkivan matematiikan
mallin teoriassa, on tietotekniikka verraton apu. Sen liséksi, ettd oppilaat usein nauttivat
ja innostuvat paistessddn tyoskentelemidn tietokoneilla, tarjoaa uusi tekniikka sekd hyvia
tiedon tuottamisen ja tutkimisen vélineitd ettd yhteisollisen oppimisen vélineita. Itse
konkreettista toteutusta helpottaa, mikéli on mahdollisuus kayttdd valmiita
oppimisymparistdji, joissa oppilaat voivat mm. jakaa tietoa ja kommentoida toisten
tuottamaa tietoa. Lisdksi tutkivan oppimisen malli edellyttda jatkuvaa tiedonhakua ja jo

tuotetun muokkausta, mika kdytdnndssa tarkoittanee juuri tietokoneiden kayttoa.

Markus Hahkioniemi (2011) kuvaa seuraavassa yhden mahdollisen tutkivan

matematiikan oppitunnin rakenteen.
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3.1. Tutkivan matematiikan mukaisen tunnin rakenne

Suomessa tyypillisen matematiikan tunnin rakenne on seuraava: yleensi opettaja ensin
opettaa uuden asian ja ndyttdd esimerkkejd, minka jélkeen oppilaat harjoittelevat
kiyttimaan opetettua asiaa ratkaistessaan tehtdvii kirjasta (Savola, 2008). Tutkivassa
matematiikassa sen sijaan tunti muodostuu alustus-, tutkimus- ja koontivaiheesta (Stein,

Engle, Smith & Hughes, 2008).

3.1.1. Alustusvaihe

Alustusvaiheessa opettaja esittelee tehtdvit mutta ei kuitenkaan esitd valmiita
ratkaisumenetelmia tai anna esimerkkeja. Alustusvaiheessa opettaja huolehtii, ettd
oppilaat ymmartavit tehtavit. Opettaja voi my0s korostaa tehtdvien merkityksellisyyttd ja
motivoida oppilaita. Tarvittaessa voidaan myds kerrata joitakin aiemmin opittuja asioita
niin, ettd tehtdvat eivit kuitenkaan muutu mekaaniseksi laskemiseksi. Varsinkin, jos
tutkiva matematiikka on oppilaille uusi tyoskentelymuoto, voi opettaja my0ds keskustella
tyotavoista. Oppilaita voi esimerkiksi rohkaista keksiméén luovasti erilaisia

ratkaisumenetelmia ja keskustelemaan keskenién.

3.1.2. Tutkimusvaihe

Tutkimusvaiheessa opiskelijat ratkaisevat ryhmissd (2—3 hlo) tehtidvid opettajan
kierrellessé ohjaamassa heidén tydskentelydén. Tutkimusvaiheessa tirkeintd on, ettd
opettaja kuuntelee oppilaita ja on aidosti kiinnostunut heidén ajattelustaan. Opettaja voi
painottaa ajattelun merkitystd oikean vastauksen sijasta kysymaélld oppilailta perusteluja
tai miten he pééttelivit ratkaisunsa. Erityisesti kun oppilaat kysyvét onko heidin
vastauksensa oikein, on tarkoituksen mukaista olla vastaamatta ja kysyé oppilailta
esimerkiksi miten he sen paittelivét. Opettaja voi sitten kehua oppilaiden paittelya tai
kiinnittdd heidédn huomionsa johonkin tarkennusta kaipaavaan kohtaan. Vilttimalla
ottamasta kantaa oppilaiden vastausten oikeellisuuteen opettaja rakentaa matemaattista
kulttuuria, jossa oikean vastauksen sijasta tirkeintd ovat perustelut. Opettajan tehtavini
tutkimusvaiheessa on siis ohjata oppilaita “oikeanlaiseen” matemaattiseen tydskentelyyn.
Liséksi on tarkedd motivoida, kannustaa, aktivoida ja kehua oppilaita. Oppilaiden
kehumisessa tulee kiinnittdd huomiota siihen, ettd ei kehu oppilasta itsedén esimerkiksi

fiksuudesta vaan kehuu hénen tydskentelyadn. Télld pyritddn vahvistamaan oppilaan
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uskomusta oman tyon merkityksestd matematiikan oppimisessa. Tutkivassa
matematiikassa syntyy helposti tilanteita, joissa aiemmin heikosti matematiikassa
menestynyt oppilas keksii itse jonkin ratkaisumenetelmén. Talloin opettajan kannattaa
kayttad tdma tilanne oppilaan itsetunnon vahvistamiseen ja oppilaan innostamiseen. Néin
opettaja voi muuttaa niiden oppilaiden asenteita, jotka luulevat, ettd he eivit osaa

matematiikkaa.

Kun opettaja ohjaa oppilaita tutkimusvaiheessa, hdnen tulisi vélttdé paljastamasta
ratkaisumenetelmii, mutta kuitenkin ohjata oppilasta. Hihkioniemi ja Leppdaho (2010,

2011) ovat havainnollistaneet asiaa erottamalla kolme ohjaamisen muotoa:

a) Aktivoiva ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota oppilaan ratkaisussa
olennaiseen asiaan ja johdattelee oppilasta tarkastelemaan sitd. Téllaisia
olennaisia asioita ovat esimerkiksi perusteleminen, teknologian rajoitteiden
ymmadrtaminen, siirtyminen kokeilemisesta pédéttelemiseen, ratkaisun
syventdminen, yhteyksien rakentaminen ja ylldttden avautuvien

tutkimusmahdollisuuksien hyddyntdminen.

b) Passivoiva ohjaus, jossa opettaja kiinnittdd huomiota olennaiseen asiaan
oppilaan ratkaisussa, mutta hdn myos esittdd itse suoraan ratkaisumenetelman tai
pyytdd oppijalta muita ratkaisutapoja ilman motivointia. Talld tavoin opettaja
”passivoi” opiskelijan ratkaisutilanteessa ja vie opiskelijalta mahdollisuuden

ongelmanratkaisuun.

c¢) Pinnallinen ohjaus, jossa opettaja ei kiinnitd huomiota olennaiseen asiaan
oppilaan ratkaisussa tai esittdd oppilaan ratkaisuun liittyméttomid kommentteja

omista lahtokohdistaan késin.
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Esimerkiksi jos opettaja huomaa oppilaan saaneen johonkin tehtdvadn vastauksen, voi
opettaja kayttdd aktivoivaa ohjausta pyytdmaélld oppilasta selittdméén, mistd hén tietdd
vastauksen olevan oikein. Samassa tilanteessa opettaja kdyttdad passivoivaa ohjausta, jos
hén itse selittdd miksi vastaus on oikein. Pinnallisessa ohjauksessa opettaja ei taas
ollenkaan kiinnitd huomiota vastauksen perustelemiseen vaan esimerkiksi toteaa

vastauksen olevan oikein.

Tutkivassa matematiikassa opettaja toimii erddnlaisena orkesterin johtajana, joka
organisoi tyoskentelya ja huolehtii, ettd tutkimustehtdvien parissa kehitetyt ideat
suppenevat kohti standardia matematiikkaa (vrt. Ball 1993). Siksi opettajan onkin tarkeda

ohjata oppilaita vaikka he eivit kysyisikddn neuvoa.

3.1.3. Koontivaihe

Koontivaiheessa opettaja pyytdd opiskelijoita esittdmién ratkaisumenetelmidén ja johtaa
koko luokan yhteistd keskustelua. Koontia voi tehostaa, jos opettaja jo tutkimusvaiheessa
laatii suunnitelman siitd mitd ryhmié ja missi jirjestyksessd hin pyytdd esittiméin
ratkaisujaan (Stein ym., 2008). Valinnan perusteena voi olla esimerkiksi erilaiset
ajattelutavat tai merkinnit, potentiaalisten virhekésitysten esille tuleminen, menetelmien
tehokkuus tai perustelujen syvillisyys. Tdssd vaiheessa on tirkedd saada oppilaat
selittdméén ratkaisujaan ja ottamaan kantaa muiden ratkaisuideoihin. Opettaja nostaa
ratkaisuista olennaiset ideat esille ja korostaa, mitd niisti opitaan. Koontivaiheessa
opettaja my®ds tiivistdd tunnin opetuksen ja ottaa kayttoon standardit merkinnét niin, ettd
ne pohjautuvat oppilaiden ratkaisuihin. Opettaja voi esimerkiksi kirjoituttaa oppilaiden
vihkoihin teoreeman tai mééritelméan. Néin opettaja “virallistaa” opitun asian. Tavoitteena
on, ettd oppilaille jaa selva kuva siitd, miké tunnin opetus oli ja mikd on lopullinen
muotoilu esimerkiksi jollekin teoreemalle. Jos koontivaihetta ei ole, on vaarana ettd
oppilaiden tutkimukset jaavit irrallisiksi tai he jaavit epitietoisiksi siitd mika opittava

asia oli.
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3.2. Geogebra

GeoGebra on sellaisenaan hyvin voimakas tutkivan matematiikan tyokalu. GeoGebra on
opetuskdyttoon tarkoitettu dynaaminen matematiikkaohjelmisto. Vastaavia muita
ohjelmistoja ovat mm. Cabri, Geometers' Sketchpad ja GeoNext. GeoGebrassa on

yhdistetty geometriaan algebraa, funktioita sekd differentiaali- ja integraalilaskentaa.

GeoGebra sisiltdd interaktiivisen geometrian jarjestelmén, jota kiyttden on mahdollista
luoda hiiren avulla piirtoalueelle konstruktioita, jotka voivat koostua yhta lailla pisteista,

viivoista ja kartioleikkauksista kuin vektoreista ja funktioiden kuvaajista.

Yhtiloitd ja pisteitd voidaan syottdd GeoGebralle suoraan syottokentén kautta.
GeoGebralla onkin geometrian osaamisen lisdksi taito kasitelld lukuja, vektoreita ja
pisteitd muuttujina. Se osaa maadrittdd funktioiden derivaatat ja integraalit sekd mm.

lukujen keskiarvon.

Geogebrassa on monta tapaa matemaattisten objektien ndyttdimiseen: graafinen piirtoalue,
numeerinen algebraikkuna ja laskentataulukko. Ne tarjoavat kolme erilaista esitystapaa
matemaattisten objektien ndyttdmiseen: graafisesti (pisteind, kuvioina, kdyrind jne.),
algebrallisesti (koordinaatteina, yhtdldind jne.) ja taulukkolaskentasoluina. Vastaavasti
kutakin piirtoalueeseen piirrettyd objektia vastaa aina lauseke algebraikkunassa. Itse
asiassa kullakin objektilla on tietty ominaisuus, joka on esilld algebraikkunassa: pisteella
koordinaatit, janalla pituus, suoralla yhtilo, funktiolla lauseke, monikulmiolla pinta-ala ja
niin edelleen. Kaikki saman objektin esitystavat liittyvét toisiinsa dynaamisesti niin, etta
minkd tahansa esitystavan muuttaminen muuttaa my0s muita esitystapoja. Muutettaessa

objektia ei siis ole tarpeen tietdd, milld tavalla se on alunperin luotu.

Piirtoalueen objekteja hallitaan hiiren avulla tarjolla olevia tyokaluja kéyttien.
Syottokentdn kautta, ndppdimiston vélitykselld, syotetddan funktioiden lausekkeet.

Syottokentdn kautta on itse asiassa mahdollista antaa kaikki samat komennot, jotka
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3.2.1. GeoGebran kiytto
Laitamaiki (2009) jakaa GeoGebran kéyttotavat seuraavasti:

*Demonstrointi ja opetettavan asian visualisointi: Opettaja kdyttd4 ohjelmaa
perinteisen opetuksen tukena. Opettaja voi suunnitella tyotiedostoja etukéteen
havainnollistaakseen oppitunnin aiheita. Koska GeoGebra-tiedostoja voi luoda nopeasti,
opettaja pystyy suunnittelemaan ja toteuttamaan oppitunnin aikana tyotiedostoja, jotka

havainnollistavat mahdollisesti ilmenevid matemaattisia ongelmakohtia.

*Oppilaiden omatoiminen matemaattisten objektien tutkiminen: Tata tapaa
kaytetddn erityisesti oppilaiden proseduraalisen ja konseptuaalisen tiedon yhdistimiseen.
GeoGebra mahdollistaa uudentyyppisten matemaattisten tehtévien keksimisen. Tehtavit
voivat olla esimerkiksi matematiikan teorioiden dynaamisia tutkimuksia. Lisdksi oppilaat

voivat tietysti kayttdd GeoGebraa tavanomaisten tehtdvien tekemisen apuna.

*Geometristen objektien ”harppi-viivain” ja muiden matemaattisten
objektien konstruointi: GeoGebralla tuotetuilla harppi-viivain konstruktioilla on omat

etunsa suhteessa paperilla tuotettuihin konstruktioihin.

*(Etid)opetusmateriaalien luominen: Ohjelman avulla on helppo luoda

dynaamisia tydtiedostoja verkkoon.
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Héhkioniemi (2011) puolestaan toteaa GeoGebran kdytOstd seuraavaa: Opettajan on
helppo havainnollistaa GeoGebralla matematiikan késitteitd. Kuitenkin oppiminen on
tehokkaampaa, jos oppilaat itse saavat tutkia matematiikkaa GeoGebralla. Tutkimusten
tavoitteena on oppia matematiikkaa, ei ohjelman kayttod. Samoin tutkimusten tulee olla
oikeita tutkimuksia, joissa oppilaat joutuvat ajattelemaan, sen sijaan, ettd tehtéisiin vain
ohjeiden mukaan. Tutkimukset tdytyy myos muotoilla niin, ettd oppilailla on selked
matemaattinen ongelma. Tehtdviksi ei kdy: “raahaa liukua ja katso mité tapahtuu”.
Lisdksi tehtavien ratkaisemiseen taytyisi sisdltyd my0Os deduktiivista paittelyd empiirisen

havainnoinnin lisdksi.

Todettakoon téssd yhteydessd, ettd vaikka timén tutkielman kisittely GeoGebran osalta
rajoittuu funktion kisitteen opettamiseen ja késittelyyn tutkivassa matematiikassa, on
mielikuvitusta omaavan opettajan mahdollista hyodyntdd GeoGebraa ldhes milld tahansa
yldkoulun tai lukion matematiikan osa-alueella, misti seuraavassa jokunen esimerkki.

Luonnollisesti saavutettava hyoty vaihtelee aihepiirin mukaan.
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3.3. Funktiot tutkivassa matematiikassa

3.3.1. Opetussuunnitelma
Opetussuunnitelma asettaa funktioiden kisittelylle yldkoulussa seuraavat

viahimmaisvaatimukset:

Funktiot

- riippuvuuden havaitseminen ja esittdminen muuttujien avulla (7., 8. tai 9. luokka)
- funktion késite

- yksinkertaisten funktioiden tulkitseminen ja niiden kuvaajien piirtdiminen
koordinaatistoon (7., 8. tai 9. luokka)

- funktionkuvaajan tutkimista: funktion nollakohta, suurin ja pienin arvo,
kasvaminen ja viheneminen

- lineaarinen funktio (8. tai 9. luokka)

- suoraan ja kddntiden verrannollisuus

3.3.2. Maidritelmia

Relaatio
Relaatio on joukko, jonka jokainen alkio on jérjestetty pari. Jos X ja Y ovat joukkoja ja R
C X x Y, niin R on joukkojen X ja'Y vilinen relaatio. Jos R C X x X, niin sanomme

my0s, ettd R on joukon X relaatio.

Kun R on X:n ja Y:n vilinen relaatio ja x € X, y € Y, niin sanotaan, ettd X ja y ovat
relaatiossa R jos (ja vain jos) (X, y) € R. Usein merkinti (x, y) € R korvataan

merkinnilld y R x.
Jokaisella A C X merkitsemme
R(A)={y €Y :3Jac Asiten,cttd y R a}.

Sanomme, ettd R(A) on joukon A kuva relaatiossa R. Alkiolle x € X kdytimme joukosta

R({x}) lyhennettyd merkintdd R {x}; tilloin R{x} = {y € Y :y R x}.
Edelld annettuja merkint6ja kayttden on kaikilla x € X jay € Y voimassa

xy) ER&=—=yRx = yCcR{x}.



32

Kuvaus eli funktio
Olkoot X ja Y joukkoja. Joukkojen X ja Y vélinen relaatio f C X X Y on kuvaus, mikéli
jokaisella x € X, joukossa f{x} on korkeintaan yksi alkio. Relaatio f C X XY on kuvaus

joukolta X joukolle Y, mikéli jokaisella x € X joukossa f{x} on tdsmailleen yksi alkio.

Mikali relaatio f on kuvaus joukolta X joukolle Y , niin merkitsemme f: X — Y; lisdksi
madrittelemme jokaisella x € X joukon Y alkion f(x) kaavan {f(x)} = f{x} avulla.

Panemme merkille, ettd kuvaus f : X — Y voidaan esittdd muodossa

f={(x, f(x)): x€X}.

Jos f on kuvaus X — Y, niin joukkoa X kutsutaan kuvauksen f méadrittelyjoukoksi tai

laht6joukoksi ja joukkoa Y kutsutaan f:n maalijoukoksi.

Lisdksi, kuvaus f: X — Y on
1. injektio, mikali kaikilla x, z € X ehdosta f(x) = f(z) seuraa, ettd x = z.
2. surjektio, mikili jokaisella y € Y on olemassa sellainen x € X, ettd f(x) =y

3. bijektio, mikéli f on seké injektio ettd surjektio.

Funktio koulumatematiikassa
Tasmaéllisen mééritelmén pohjalta funktiot méaritelldén ylédkoulussa perinteisesti

seuraavasti (Kartio 4(Tammi), opinnot.internetix.fi):

Funktio tarkoittaa matematiikassa kahden suureen vilista riippuvuutta kuvaavaa sdintoa.
Funktiosta kdytetddn yleensd nimed f (tai g tai h). Funktion muuttuja merkitian sulkeisiin

nimen perddn, esim. f(x). Sen jdlkeen merkitdén yhtdsuuruusmerkki ja sddantoné oleva

polynomi (tai muu lauseke), esim. f(x) = 3x2—4,
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f(x):n paikalla voidaan kayttdd my6s y:td, y = 3x* — 4, jolloin f{x) = y eli funktion arvo.

Tdssd x on muuttuja.

Funktion maddrittelyjoukon muodostavat kaikki ne x:n arvot, joilla funktio on mairitelty.
Joillakin funktion méarittelyjoukkona ovat kaikki reaaliluvut, joillakin vain esimerkiksi

kokonaisluvut.

Funktion arvojoukon muodostavat kaikki mahdolliset arvot, joita funktio voi saada (y:n

arvot). Joillakin funktioilla arvojoukkonakin voi olla koko reaalilukujen joukko.

Funktion sdantd liittdé jokaiseen mddrittelyjoukon alkioon tdismdlleen yhden y:n arvon.

Funktion arvo f(x) tietyssé pisteessd x = a saadaan laskettua sijoittamalla x:n paikalle
annettu luku a. Esim. Jos f(x) = 3x% — 4, niin funktion arvo x:n arvolla 2 on:

f(2)=3:22-4=3-4-4=12-4=38.

Funktiolle voidaan piirtdd kuvaaja xy-koordinaatistoon. Jokaiselle méérittelyjoukon x:n
arvolle voidaan laskea vastaava (yksikésitteinen) y:n arvo edelld kuvatulla tavalla. Naisté
saadaan pisteen koordinaatit (x, y). Ndiden pisteparien joukko muodostaa funktion
kuvaajan. Funktion lausekkeen perusteellakin voidaan jo paatelld paljon funktion

kuvaajan muodosta.

Funktion nollakohdalla tarkoitetaan sen pisteen x-koordinaattia, jossa funktion kuvaaja
leikkaa x-akselin. Funktion nollakohdassa funktion arvo (eli y) on luonnollisesti nolla.

Kaikilla funktioilla ei ole nollakohtia lainkaan ja toisilla niitd taas voi olla useampiakin.

Algebrallisesti funktion nollakohta/nollakohdat saadaan ratkaistua merkitseméalla
funktion lausekkeen arvoksi nolla ja ratkaisemalla saadusta yhtédlostd x. Tuota saatua x:n

arvoa/arvoja kutsutaan funktion nollakohdaksi/nollakohdiksi.

Funktion merkilld tarkoitetaan funktion arvon (y) merkkii eli positiivisuutta ja
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negatiivisuutta.

Funktion arvo tarkoittaa y:n arvoa eli kuvaajassa y-koordinaattia. Funktion merkki on siis
positiivinen (+), kun funktion kuvaaja on x-akselin yldpuolella. Vastaavasti funktion
merkki on negatiivinen (-), kun funktion kuvaaja on x-akselin alapuolella. Kuvaajan
avulla voidaan likimééraisesti ilmoittaa, milld x:n arvoilla funktio saa positiivisia arvoja
ja milloin negatiivisia arvoja. Algebrallisesti funktion merkki saadaan selville epayhtdlon

avulla, ratkaisemalla milld x:n arvoilla f(x) > 0 ja milld f(x) < 0.

Huomionarvoista on, ettd yldkoulun matematiikassa ei yleisesti ottaen kasitelld
trigonometrisia funktioita varsinaisesti funktioina (ainakaan eksplisiittisesti), eikd
my0Oskéén pinta-alojen tai tilavuuksien ajatella olevan jonkin muuttujan funktioita.
Kéaytdnnossa ylikoulumatematiikka on siis funktioiden osalta enimmékseen suorien ja
paraabelien piirtelyi, néistd johtopéaétoksien tekoa sekd jonkin verran algebraa

nollakohtien ja funktion merkin selvittimisen muodossa.

3.3.3. Funktion kiasitteen opettaminen tutkivan matematiikan tunnilla

Tutkivan matematiikan tunnilla oppilaat oppivat ratkaisemalla matemaattisia ongelmia,
kehittdmalla ja perustelemalla ratkaisuideoitaan, seki kasitellessdén oppilastovereiden
kehittimid matemaattisia ideoita. Opettajan roolina on auttaa oppilaita kehittiméién omia
ideoitaan kohti tunnettuja matematiikan késitteitd ja menetelmia kuitenkaan paljastamatta

valmiita ratkaisuja tai menetelmid (Hahkioniemi, 2010).

Seuraavassa tiiviissa esityksessd kuvaan yhden tavan opiskella funktion kisite tutkivan
matematiikan tunneilla. Esitys ei ole kédsikirjoitus oppitunnille, vaan enemménkin
luonnos ldhestymistavasta ja erityisesti kdytettdvisté tehtdvistd. Tunnin yksityiskohtiin,
kuten aiheeseen johdatteleviin kysymyksiin, opettajan esittimiin apukysymyksiin,
tehtaviin perehdytykseen tai tunnilla kdytdvééan dialogiin ylipdinsd (Héahkioniemi &

Leppdaho (2010): opettajan ohjauksen tasot) ei tissé esityksessd puututa.
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Tunnin kulku

Tausta-ajatukset

Tunti 1. Aloitus
-Pareittain
-On olemassa jotkin saannét siten, etta:

f(0) =0 h(-2) = 4
f(1)=3 h(0)=0
f(2)=6 h(1) = 1
f(5)=15 h(3)=9
f(x) = ? h(x) = ?
9(-2)=0 i(1/3) = -1 1/3
g(0) = 4 i(1/2) = -2
9(1)=6 i(1) = -
9(3)=10 i(x) = ?
g(x) =7 .
i(-3)=6
j0)=6
j(2)=6
j(x)=7

-Koonti tausta-ajatusten mukaisesti

- Merkinnat

- Kasitys funktio-nimisen kasitteen
olemassaolosta

- Funktion arvo
- Muuttujan arvo

-Heti alussa ajatus siita, etta kaikki funktiot
eivat ole a) lineaarisia eivatka b) kasvavia

-Pohjustusta funktion nollakohdille
-Pohjustusta funktion merkille
-Pohjustusta maarittelyjoukolle

-Murtolukukertausta

Kokonaisuus 2. GeoGebra

-Pareittain

-Koordinaatistossa olevat kuvaajat liittyvat
joihinkin funktioihin. Selvita kuinka.
Maarittele lisaksi millaista/mita funktiota
kukin kuvaaja kuvaa. (Kts. liite 3: suoria ja
paraabeleja)

-Mita luulet funktion kasvavuuden ja
vahenevyyden tarkoittavan? Kuinka se
nakyy kuvaajassa? Kuinka se nakyy
funktion lausekkeessa?

-Milloin ko. funktiot saavat positiivisia

arvoja? Enta negatiivisia? Enta arvon

nolla? Voisiko taman selvittaa jotenkin
myos laskemalla?

-Mita kaikkia arvoja ko. funktiot voivat
saada? Milla muuttujan arvoilla?

-Jaateldt maksavat 1,50€ / kpl. Kirjoita
tama funktiona ja piirra kuvaaja. Mita
havaitset verrattuna edelliseen tehtavaan?

-Valikoonnit ja loppukoonti.

-Graafinen tulkinta

-Merkinta f(x) = y

-Kasvavuus ja vahenevyys

-Funktion erimerkkiset arvot, nollakohdat
-Maarittelyjoukko

-Arvojoukko

-Verrannollisuus

-Lukualuekertausta
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Kokonaisuus 3. GeoGebra.
-Pareittain

-Tutki, kuinka muuttujan kerroin, muuttujan
eksponentti ja funktion lausekkeen
vakiotermi vaikuttavat funktion kuvaajaan.
Ota ruudunkaappauksia tilanteista, joissa
teet havaintoja. Kirjoita havaintojasi omin
sanoin.

-Muodosta lauseke ja kuvaaja kolmelle eri
funktiolle, jotka leikkaavat y-akselin
pisteessa (0,3).

-Muodosta lauseke ja kuvaaja kolmelle eri
funktiolle, joilla on nollakohta pisteessa
(4,0).

-Muodosta lauseke ja kuvaaja kolmelle eri
funktiolle, joiden kuvaajat leikkaavat
pisteessa (5,1)

-Koonnit tausta-ajatusten mukaisesti.

-Funktion lausekkeen analysointi
-Syvallisempi ymmarrys

-Graafisen ja algebrallisen esityksen
yhdistdminen

Kokonaisuus 4. Algebralliset taidot
-Pareittain

-Ratkaistaan erilaisten ja erityyppisten
funkioiden nollakohtia algebrallisesti.

-Funktion merkki algebrallisesti.

-Milld muuttujan arvolla funktio saa tietyn
arvon? Algebrallisesti. Graafinen esitys?

-Onko piste kuvaajalla vs. toteuttaako
pisteen koordinaatit kuvaajan yhtalon?

-Milld muuttujan arvolla funktiot saavat
saman arvon? Algebrallisesti. Graafinen
esitys?

-Koonnit tausta-ajatusten mukaisesti

-Edelleen graafisen ja algebrallisen
esityksen yhdistamista

-Paino algebrallisten taitojen
kehittamisessa
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Kokonaisuus 5. Syventavaa tietoa
-Kaantaen verrannollisuus

-Tutkitaan tilavuus- ja pinta-alafunktioita
graafisesti ja algebrallisesti.

-Kuinka sateen n-kertaistaminen vaikuttaa
pinta-alaan tai tilavuuteen?

-Funktion suurin ja pienin arvo

-Arjessa ja tydssa vastaan tulevia, "oikeita”
funktioita. Kuvataan eri asioita funktioilla.

-Maarittelyjoukko

-Opetellaan laajentamaan ajattelua
laatikon ulkopuolelle.

-Opitun siirtovaikutus
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4. Matematiikan opettajien oppimis- ja opettamisuskomusten
merkitys tutkivan oppimisen soveltamisessa

1. Miti tutkiva oppiminen mielestési on?

"Yhdessd oppimista. Opitun asian ldpi kdymistd ryhmissd. Soveltuu, jos ryhmd on

pieni."

"Oppiminen perustuu oppijan omaan aktiivisuuteen. Opettaja ohjaa ongelman

asettelussa ja ratkaisussa, tiedon etsinndssd ja jdasentdmisessd."

"Opettamista kdytinnonldheisesti, apuvdlineiden avulla. Tiedon oppiminen esim.

projektitoiden avulla."

"Opitaan kysymysten kautta. Oppilas itse l6ytdid oikeat kysymykset. Osaa jdsennelld ja

loytdd olennaisen.”
2. Oletko soveltanut tutkivaa oppimista matematiikan opetukseen? Kuinka?

"En ainakaan tietoisesti."

"Yrittanyt. Enimmdkseen ohjaamalla oppilaita tekemdcdn havaintoja, hahmottamaan
ongelmaa ja keksimddn ratkaisun ennen asian varsinaista opettamista.. Loytimdcdn siis

sadnnonmukaisuuksia jne."

"Piin loytaminen tutkimalla erisdteisid ympyrdéitd, tutkielma tilastotieteessd - kerdtddn

aineisto, tehddcdn kuvaajat/diagrammit, lasketaan keskiarvoja, tyyppiarvoja, mediaania."

"En varsinaisesti uuden oppimiseen. Jonkinlaisia ryhmdtoitd ja
ongelmanratkaisutehtdvid, joissa ei ole yhtd oikeaa vastausta. Kolmiulotteisten

kappaleiden tutkiminen/luokittelu/ryhmiin jako. Pythagoraan lauseen opettelu."”
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3. Onko tutkivaa oppimista mielestisi helppo/vaikea soveltaa matematiikan

opetukseen? Miksi?

"Jos vihdn oppilaita, niin voisi kdyttdd jonkun uuden asian opetuksessa. Oppilaat voisi
pyrkid opettamaan ottamaan itsendisesti selviid -> erilaiset projektityot, jotka koottaisiin

kokonaisuuksiksi."

"Sekd ettd. Vaatii aikaa, valmistelua, suunnittelua, joten useimmiten pdddyn tavalliseen
opetukseen. Toisaalta ongelman asettelua voi tehdd tutkivan oppimisen hengessd.
Oppilaita voi myds rohkaista tutkivaan oppimiseen, kun he pyytdvdt apua. Eniten

sovellan geometriassa, koska kdytossd on konkreettinen Ilihtomateriaali, jonka avulla

ongelmat on helppo hahmottaa."

"Aika vaikea. Ajan puute -> ei jaksa alkaa suunnitella ekstratoitd, koska pitdisi sitten
karsia muusta oppimateriaalista. Oppilaita on vaikea saada innostumaan

vaihtoehtoisista tyotavoista."

"Vaikeaa. Uuden asian oppiminen ja oivaltaminen haasteellista. Oppilaat tarvitsevat
ohjausta, opettajan johdattelevia kysymyksid. Aika rajallista. Silloin, kun jotain tutkivan
oppimisen muotoa kdyttdd, oppilaat selvdsti motivoituneempia. Pitdisi varmaan kehitelld

enemmadn aiheita.”

Peruskoulun ja lukionkin matematiikan opetus usein on Kirsti Longan mainitsemaa OPS-
holkkaa, johtuen laajoista oppisisdlloistd. On hyvin vaikea ldhted rakentamaan laajaa,
suhteellisesti enemmén aikaa vievdd, useamman kuukauden projektia, kun oppitunnit
meinaavat loppua kesken muutenkin. Lisdksi tutkivan oppimisen ajatus keskittymisesti
"athepiirin kannalta olennaisiin" késitteisiin laajojen asiakokonaisuuksien kustannuksella

tuntuu todella vaikealta. Ei siksi, etteiko tiarkeitd osakokonaisuuksia 16ytyisi, vaan koska
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tuntuu mahdottomalta karsia mitdén pois. Usein tutkivan oppimisen varjopuoleksi myos
tunnustetaan matematiikan osalta proseduraalisen sujuvuuden kdrsiminen - mekaaninen
laskutaito ja algebralliset taidot kérsivit harjoittelun puutteesta - titd syvempi ymmarrys
el korvaa. (Vaikkakin, aidosti asian ymmartdneen oppilaan voi ajatella kykenevén
tarvittaessa johtamaan tarpeelliset laskukaavat.) Edelld mainittua vajetta voi toki paikata
tehtavien tekemiselld kotona, mutta oppilaidenkin kapasiteetilla ja vapaa-ajalla on
rajansa. -Myos tutkivan oppimisen projekteja pitdisi jatkaa vapaa-ajalla ja

verkkoympaéristoissa.

Kuitenkin, tutkivalla otteella matematiikan opiskelussa on paikkansa.
Oppimispsykologian tutkimukset ovat vahvistaneet Andersonin (1980) aikaisemman
hypoteesin siitd, ettd faktojen ja toimintojen oppiminen tapahtuu eri mekanismein
(Bereiter & Scardamalia, 1996). Tutkivan oppimisen menetelmaét tarjoavat nimenomaan
keinon opetella toimintoja. Liséksi aktiivinen "oikeiden" ongelmien ratkaisu yhdistéa
luokkahuoneen teorian ja eldvén eldmin ja tehostaa siis siirtovaikutusta. Sitd vastoin
pelkka sddntdjen ja algoritmien opettelu saattaa jopa estdd ongelmanratkaisutaitojen ja
luovuuden kehitystd (Bergstrom, 1985). Oppilaiden pitadkin siis saada tutkia ja keksié
itse. On pitkélla tdhtdimelld erittdin hyodyllistd, joskin kdrsivéllisyyttd vaativaa antaa
tieto oppilaille vihemman pureskeltuna, behavioristisia perinteitd uhmaten. Usein jo
pelkéstddn avoin keskustelukulttuuri edistdd oppimista, oppilaiden ja opiskelijoiden
uskaltaessa kysya "tyhmidkin" kysymyksid sekd opiskelijatovereiden neuvoessa toisiaan.
Yhteinen ongelmanratkaisu myd6s opettaa oppilaita jasentimidn asioita paremmin,
ilmaisemaan itseddn matematiikan kielelld, reflektoimaan ajatuksiaan ja timédn myota
kehittdméddn metakognitiivisia taitojaan. Useimmat opettajat ovat perechtyneet edelld
mainittuihin ajatuksiin ja onkin mielenkiintoista, miksi siitd huolimatta tutkivaa

matematiikkaa harjoitetaan koulussa huomattavan vahén.

Edellisen inspiroimana, toteutimme seuraavan tutkimuksen Christian Seppésen ja Katja

Huhkan kanssa Opettaja tyonsa tutkijana -seminaarissa, Laura Tuohilammen ohjauksessa.



41

4.1. Johdanto

Konstruktivistinen oppimiskisitys korostaa oppijan itsensi aktiivista roolia uuden tiedon
oppimisessa. Sitd voidaan pitdd nykyddn yleisesti vallitsevana oppimisteoriana, jonka
perustalle — ainakin periaatteessa — rakentuu niin matematiikan kuin muidenkin aineiden
kouluopetus. Konstruktivistista oppimiskasitystd voidaan pitdd myos laajempana
viitekehyksend, jonka alle mahtuu erilaisia oppimisndkemyksid tai -malleja. Yksi
téllainen konstruktivismin pohjalta luotu oppimisnikemys on ns. tutkivan oppimisen

malli” (Hakkarainen, Lonka & Lipponen, 2008).

Tutkivassa oppimisessa oppilaat tyypillisesti tutkivat jotakin ilmiotd, johon heille ei ole
annettu valmista ratkaisumenetelméd. Uuden asian oppiminen tapahtuu oppilasryhmissi
etsimélld ja kokeilemalla erilaisia ratkaisumahdollisuuksia annettuun ongelmaan.
Opettajan tehtdvina on ohjata tyoskentelyd, ei antaa suoraan “oikeita” vastauksia.
Tutkivan oppimisen on todettu kehittdvén luovaa ongelmanratkaisutaitoa sekd loogista
ajattelukykyd. Tdmin mallin voidaankin katsoa vastaavan tulevaisuuden tyoelamin
asettamiin vaatimuksiin: Thmiset joutuvat yhd useammin ratkaisemaan ongelmia, joihin ei
ole olemassa yhti selkedi vastausta ja jotka vaativat suuren tietoméérin sisdistimista
sekd syvillistd ymmartdmisti. Perinteisen (behavioristisen) kouluopetuksen on ollut
vaikea vastata ndihin haasteisiin, erityisesti luovan ongelmanratkaisun osalta.

(Hakkarainen, Lonka & Lipponen, 2008.)

Vaikka suomalaisten koululaisten oppimistulokset ovatkin kansainvilisesti huipputasoa,
oppilaiden ongelmanratkaisutaidossa on havaittu puutteita (Niemi, 2010). Tdmén vuoksi
on perusteltua kysyi, toteuttavatko opettajat ty0ssddn ongelmanratkaisua kehittdvaa
tutkivan oppimisen mallia, vai onko opetus vallitsevasta oppimisndkemyksesta
huolimatta edelleen perinteisti tiedon siirtimistd. Jos tutkivaa oppimista ei toteuteta

riittdvasti, on mielenkiintoista pohtia syitd mistd tdma johtuu.
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On todettu, ettd ihmisen uskomukset ja kdsitykset vaikuttavat sithen miten tima toimii;
ndin ollen opettajan uskomuksilla ja késityksilld matematiikan opettamisesta ja
oppimisesta on epdilemittd vaikutus siithen, miten hén kiytinnon tilanteessa opettaa
(Pajares, 1992; Pehkonen, 1994). Tassd tyossd haluamme selvittdd millaisia uskomuksia
ja késityksid matematiikan opettajilla on matematiikan opettamisesta ja oppimisesta
erityisesti tutkivan oppimisen ndkokulmasta. Lisdksi haluamme tutkia sitd, kuinka paljon
he kayttivit matematiikan opettamisessa tutkivan oppimisen mallia. Tutkimuksen
tarkoitus on edelleen selvittdd, millainen yhteys késityksilld ja uskomuksilla on siihen,
miten opettajat opettavat. Periaatteessa olisi oletettua, ettd mikéli opettajan kisitykset
hyvéstd matematiikan opettamisesta ja oppimisesta vastaavat tutkivan oppimisen mallia,

opettaja myds tuntee ja soveltaa tutkivan oppimisen menetelmia tehokkaasti.

4.2. Teoreettinen tausta

Vaikka uskomukset ja kdsitykset opettamisesta vaikuttavatkin merkittivisti sithen, miten
thminen toimii opettaja, vaikutus ei ole suoraviivasta, vaan ihmisen toiminta on monen
asian summa. Tutkimuksissa on havaittu, ettd opettajien uskomusten ja toiminnan vélilla
on usein ristiriitoja (Chen, 2008; Oksanen, Tuohilampi & Hannula, tulossa; Thompson
1992; Kagan, 1992). Kaésitys siitd, millaista on hyvéa opettaminen, ei vield takaa, ettd
opettaja todellisuudessa toimii ndin. Syitéd tdhin voi olla useita (tarkemmin, ks. Chen
2008). Téssa tyossa selvitimme esiintyyko tutkivan oppimisen mallin tapauksessa
ristiriitoja uskomusten/késitysten seké toiminnan vélilld. Ennen tarkempaa
tutkimuskysymysten asettelua, on syyté selventid ja madritelld joitakin tutkimuksessa

kéytettyjd kisitteitd.

4.3. Tutkiva oppiminen matematiikassa

Tutkivan oppimisen malli on konstruktivistisen oppimisteorian pohjalta syntynyt
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oppimismenetelma, jossa oppijat ovat aktiivisia tiedon tuottajia. Mallin mukaan
oppijoiden on itse tutkimalla etsittdva ratkaisua ongelmaan, johon heidén senhetkiset
tietonsa ja taitonsa eivit suoraan riitd. Opettajan tehtdvinid on ohjata tydskentelyd, mutta

el antaa suoria vastauksia.

Tutkivaa oppimista ovat kehittineet erityisesti Hakkarainen, Lonka & Lipponen (1999;
2008) ja se on saanut ajan kuluessa erilaisia vivahteita. Alkuperdisessid mallissa oli
olennaista, ettd opettaja ei toiminut tutkimuskysymysten asettajana, vaan opiskelijat itse
asettivat myds tutkimuskysymyksensi. Tuoreimmassa teoksessaan Hakkarainen, Lonka
ja Lipponen (2008) eivét pidad tutkivaa oppimista endd ensisijaisesti “mallina”, vaan
laajemmin ldhestymistapa, jossa tirkedd on tutkiva asenne maailmaa ja tietoa kohtaan.
Tarkkaa ja yksiselitteistd maaritelmaa tutkivalle oppimiselle on siten hankala muodostaa,
mutta yhteisté tutkivaa oppimista hyodyntédville menetelmille on edelld kuvattu tutkiva

asenne. Tdssd tyOssd madrittelemme tutkivan oppimisen seuraavasti:

Tutkiva oppiminen on l&hestymistapa, jossa ensisijaista on tutkiva asenne opittavaa asiaa
kohtaan. Tutkiva asenne ilmenee siten, ettd opiskelijat itse tutkimalla ja kokeilemalla etsivit
ratkaisua ongelmaan, jonka selvittdmiseksi heilld ei vielé ole kaikkia tarvittavia tietoja.

Tutkivassa oppimisessa opettaja ohjaa tyoskentelyd, mutta ei anna suoria vastauksia.

Tdmén mairitelmén mukaisesti emme pida tutkivassa oppimisessa vilttdmattomana
alkuperdisen mallin nikemysté, ettd opiskelijoiden olisi joka tilanteessa itse méariteltava

myos tutkimuskysymyksensa.

Matematiikan osalta kirjallisuudessa esiintyy useita nimityksié, joiden voidaan katsoa
sopivan edelld esitettyyn yleiseen tutkivan oppimisen mééritelméain. Tutkivan oppimisen
(Hakkarainen, Lonka & Lipponen, 2008) lisdksi tillaisia nimityksid ovat
ongelmaldihtdinen oppimisen malli (Boud & Feletti, 1998), avoin ldhestymistapa ja

tutkimustehtdvien kdytté (Pehkonen, 2003; 2012), luova ongelmanratkaisu (Pehkonen,
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2012) ja eldmyksellinen matematiikka' (Portaankorva-Koivisto, 2010). Koska kaikki
edelld mainitut 1dhestymistavat voidaan lukea tutkivan oppimisen alle matematiikan
osalta, kdytdmme tdssa tutkielmassa niille yleisnimitysta tutkiva matematiikka. Sen sijaan
tutkivaa matematiikkaa tdssa yhteydessa ei ole satunnainen kdytdnnon esimerkkien

kaytto tai kyselevd opetustyyli ainoana kdytettynd tutkivan oppimisen elementtina.

Ongelmanratkaisu

Tehtdvin sanotaan olevan ongelma, jos sen ratkaiseminen vaatii, ettd ratkaisijan on
yhdisteltdvé ennestidin tuttua tietoa (hénelle) uudella tavalla. Jos oppija tunnistaa heti
tehtdavan ratkaisemiseksi tarvittavat toimet, niin kyseinen tehtdavi on hinelle
rutiinitehtévd. Késite ”ongelma” on siten suhteellinen — se on aina sidottu aikaan ja

henkil6on. (Haapasalo, 1994; Pehkonen, 2003.)

Avoin tehtiva

Tehtdvin sanotaan olevan avoin, jos sen alku- tai lopputilanne ei ole tarkasti maéritetty.
Avoimiin tehtdviin kuuluvat mm. arkieldmin tehtivét, ongelman asettaminen,
ongelmakentit (tai ongelmajonot), ongelmat joissa ei ole kysymysté, projektityot ja

tutkimustehtavit. (Pehkonen, 1995; 1997.)

4.4. Opettajien uskomukset

Uskomukset (Beliefs) vaikuttavat opettajan paatoksentekoon ja ovat siten yhteydessi
myds tdmén toimintaan opetustilanteessa (Calderhead, 1996; Speer 2008). Termille
“uskomus” ei kuitenkaan ole olemassa yleisesti hyvéksyttyi ja yksiselitteista
madritelmad, vaan eri tutkijat kayttavét osittain erilaisia maaritelmia. McLeodin &
McLeodin (2002) mukaan erilaisia méaritelmia voidaan kayttdd eri konteksteissa

riippuen kulloisesta kayttGtarpeesta. Yhteistd mééritelmille yleensé on, ettd uskomukset

' Tarkemmin maariteltyna: "elamyksellisen matematiikan opetuksen taso 3”.
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sisdltdvat kognitiivisen ja affektiivisen komponentin. Ndiden pohjalta uskomukset
voidaan karkeasti jakaa “tiedollisiin” ja tunteisiin liittyviin” uskomuksiin. (Op’t Eynde,
de Corte & Verschaffel, 2002.) Kognitiivisen ja affektiivisen komponentin liséksi
uskomuksiin liitetdén usein varmuusaste, ts. kunka varmana uskomuksen subjekti pitda
omaa uskomustaan. Témén tyon kannalta on riittavda mééritelld uskomukset Pehkosta

(1994) mukaillen seuraavasti:

Uskomus on yksilon kognitiivinen tai affektiivinen ajatusrakennelma jostakin objektista, jota hén

pitda totena ja jolle ei objektiivisissa tarkasteluissa aina 16ydy patevéa perustelua.

Edelleen, uskomukset voivat olla joko tiedostettuja tai tiedostamattomia. Tiedostetulle
uskomukselle kidytdmme téssé ty0ssd nimitysté kdsitys (Conception) (samoin Pehkonen,
1994). Koska késitykset muodostavat vain osan uskomuksista, jiljelle jdd uskomuksia,
jotka eivét ole tietoisia. Ndistd ei-tietoisista uskomuksista kéytetddn englanninkielisessi
kirjallisuudessa nimitystd Subconceptions (Oksanen, Tuohilampi & Hannula, tulossa).
Koska tietddksemme suomalaisessa tutkimuksessa ei ole vakiintunutta termid

tiedostamattomille uskomuksille, kidytdmme sille tdssd ty0ssd nimitysté piilouskomus.

Op’t Eynde, de Corte & Verschaftel (2002) ovat tutkineet oppilaiden uskomuksia
kisittelevid tutkimuksia vuosilta 1984—2000. Néiden tutkimusten pohjalta he paatyvét
esittdmadn luokittelun sen perusteella mihin uskomukset kohdistuvat. Jaottelun mukaan

oppilailla voi olla uskomuksia

1) matematiikasta itsestddn (esim. miten matematiikka opetetaan tai opitaan),
2) opilaista itsestdédn (esim. olen hyvd matematiikassa),

3) sosiaalisesta kontekstista (esim. miten luokassa tulee kéyttiaytya tai miké on

sallittua matematiikan tunnilla).
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Tassd tyossé on tarkoituksena tutkia edelld esitetyn luokittelun kohdan 1) uskomuksia
opettajien osalta. Erityisesti keskitymme opettajien uskomuksiin matematiikan

opettamisesta ja oppimisesta.

4.5. Tutkimustehtivi ja tutkimuskysymykset

Tamin tutkimuksen tarkoituksena on selvittdd matematiikan opettajien matematiikan
oppimiseen ja opettamisen liittyvien uskomusten ja tutkivan oppimisen vélistd yhteytta.

Tutkimuskysymykset ovat:

1) Milla tavalla matematiikan opettajat ymmartavat kisitteen “tutkiva oppiminen”?

2) Kuinka paljon ja milld tavoin matematiikan opettajat kiyttivit tydssddn tutkivan

oppimisen menetelmia?

3) Millainen yhteys matematiikan opettajien matematiikan oppimiseen ja
opettamiseen liittyvilld uskomuksilla tutkivan oppimisen menetelmien

kdyttdmiseen opetuksessa?

4.6. Tutkimuksen toteutus

Tutkimuksen vélineend kaytettiin kvantitatiivista tutkimuslomaketta. Lomakkeen pohjana
oli NorBa-tutkimuksessa (Nordic-Baltic Comparative Research in Mathematics
Education) kéytetty lomake, jota on jo testattu ja kehitetty eteenpédin pilottitutkimuksen

avulla (Oksanen, Tuohilampi & Hannula, tulossa).

NorBa tutkimuslomake on jaettu kahdeksaan osaan, jotka ovat: A. Taustakysymykset; B.
Yleinen tyytyvéisyytesi opettajan tyohon; C. Nidkemyksesi kahdesta opetuksen

lahestymistasta [konstruktivistinen/perinteinen]; D. Nakemyksesi hyvisté (tehokkaasta)
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opetuksesta; E. Nakemyksesi hyvéstd matematiikan opettamisesta ja oppimisesta; F.
Kuinka kiytét oppikirjaa; G. Tavallinen oppituntisi; H. Kirjoita opettajaa kuvaava
metafora. Lukuun ottamatta osioita A. ja H., lomake koostuu viittdmista joihin pitda

vastata 4- tai 5-portaisella Likertin asteikolla.

Oman tutkimuslomakkeemme toteutimme e-lomakemuotoisena (ks. liite 1). Kdytimme
siind hyviksemme NorBa-lomakkeen osioita A., C., E. ja G., mutta muokkasimme niitd
paremmin nimenomaan tutkivaa matematiikkaa mittaaviksi. Lisdksi lisisimme
vapaamuotoisilla lauseilla vastattavan osion (B.), jossa kysyttiin vastaajan kasitysta

tutkivasta oppimisesta.

4.7. Aineiston hankinta

Pyynto vastata tutkimuslomakkeeseen ldhetettiin ensiksi Matemaattisten aineiden
opettajien liiton (MAOL) viikottaisessa kerhopostissa (vko 11).? MAOLin jisenid on
arviolta 4400, mutta meilli ei ole tiedossa, kuinka moni aktiivisesti lukee kerhopostin.
Vastauksia tdmén kyselyn avulla saimme viikon 12 loppuun mennessé varsin
vaatimattomattasti, yhteensd 10 kappaletta. Vahdisen vastausmédran vuoksi padtimme
lahettdd tutkimuspyynnon my0s suoraan siahkopostilla tietyille matematiikan opettajille
ryvdsotantana. Valitsimme sattumanvaraisesti seuraavat koulut: Y16jirven ja Savonlinnan
ylakoulut ja lukiot seké Viherlaakson koulun ja Helsingin normaalikoulun
padkaupunkiseudulta. Lihetimme nédiden koulujen kaikille matematiikan opettajille
(yhteensd 73) pyynnon vastata kyselyyn. Vastauksia saimme maaliskuun loppuun

mennessd 11 kappaletta.

2 Viikon 11 MAOLIn kerhoposti on luettavissa osoitteessa http://uutiskirje.maol.fi/
index.php?id=1711.
3 Jasenmaara vuonna 2010.
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4.8. Aineiston analysointi

Tutkimuslomakkeen kysymykset luokiteltiin siten, vastasivatko ne oppimisnidkemysta
(perinteinen vs. tutkiva) vai oppituntien tydskentelytapoja (esim. ryhmaéty6t tai
tietotekniikan kdytto). Skaalasimme vastaukset siten, ettd oppimisndkemysten osalta
pistemééra 2 tarkoittaa tutkivaa ldhestymistapaa ja —2 perinteistd, behavioristista
lahestymistapaa. TyOskentelytapojen kohdalla vastaus 2 tarkoittaa puolestaan aktiivista

kayttod ja —2 sitd, ettei kyseistd tyoskentelytapaa kayteté lainkaan.

Osion B. avoimia kysymyksia tutkittiin kvalitatiivisesti etsien sieltd mahdollisia erilaisia
teemoja. Osioita C., D. ja E. puolestaan tarkasteltiin tilastollisia analysointimenetelmia

apuna kayttden.

4.9. Tutkimustulokset ja niiden tulkintaa

Seuraavassa kiymme lyhyesti lapi keskeiset tutkimustulokset. Aloitamme siitd, miten
opettajat ymmartavét kdsitteen tutkiva oppiminen”. Tdméin jilkeen tarkastelemme sité,
kuinka perinteistd tai tutkivaa opetus on kiytinnossa ja millainen yhteys kaytdnnon
luokkahuoneessa tapahtuvalla toiminnalla on opettajien uskomuksiin. Lopuksi
selvitimme vield tarkemmin, millaisia tutkivan matematiikan piirteitd opetuksessa

esiintyy tai ei esiinny.

4.10. Matematiikan opettajien kisitys tutkivasta oppimisesta

Yksi tutkimustehtdvidmme oli, milléd tavalla matematiikan opettajat ymmartavit késitteen
“tutkiva oppiminen”. Tétd mitattiin avoimilla kysymyksilld tutkimuslomakkeen osiossa

B. Téssé kohden tutkimusaineisto niyttdd varsin homogeeniselta ja kaikki vastaajat ovat
selvdsti ymmarténeet tutkivan oppimisen hyvin yhdenmukaisesti médaritelmédmme kanssa

(ks. miiritelmé edelld).
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Lihes kaikissa vastauksissa (18 kappaletta) esiintyi tutkivan oppimisen piirre, jossa

opiskelijat ovat itse aktiivisia tiedon tuottajia, esim.

Oppilas saa selvittid itse pienilld kokeilla luonnonlain tai laskusidénnén. (M8.)
— — oppilaat kysyvit — — (M1.)
— — oppilaiden pyrkimyksené on itse oivaltaa asian ydin — — (R3.)

Oppija toimii “tutkijana”. (R9.)

Muutamassa vastauksessa tuli myo0s esille se, ettd tutkivassa oppimisessa opettajan
tehtdvidnd on ohjata tydskentelyé (6 vastausta), eikd antaa suoria vastauksia (5 vastausta).
Sen sijaan vain kolmessa vastauksessa kivi eksplisiittisesti ilmi, ettid opeteltavan asian
selvittamiseksi ei ole vield annettu kaikkia tarvittavia tietoja. Toisaalta, avointen
tehtavien kdyttdd pidettiin oleellisena viidessa vastauksessa tutkivasta oppimisesta.
Madritelmissdmme tutkivasta matematiikasta ei ole erityisesti mainittu avointen
tehtivien kiyttdd, mutta tdimén voidaan ajatella olevan erds tutkivan matematiikan osa-
alue. Lisdksi vastauksissa kerrottiin tutkivaan oppimiseen liittyvén usein tiedon

rakentaminen sosiaalisessa vuorovaikutuksessa (3 vastausta).

4.11. Uskomusten ja kiytidnnon oppituntien vilinen yhteys

Edelleen tutkimuskysymykseni oli, millainen yhteys matematiikan opettajien
uskomuksilla on tutkivan matematiikan kayttdmiseen opetuksessa. Opettajien
uskomuksia kartoitimme tutkimuslomakkeen osioissa C. ja D. sekd kdytdnnon toimintaa’

osiossa E.

4 Vastaajat on nimetty koodeilla, jossa ensimmainen kirjain kertoo, onko vastaaja vastannut MAOLin
viikkopostin perusteella (M) vai sdhkopostilla toteutetussa ryvasotannassa (R). Perdssa oleva numero
on jarjestysluku.

®  Tarkemmin: opettajien antamaa kuvaa omasta kaytannon toiminnastaan, ks. luku "Tutkimuksen
luotettavuus”.
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Tutkimuslomakkeen osion C. vastausten perusteella opettajat arvioivat pitdvénsi hieman
enemman tutkivasta oppimisen tavasta (ka = 0,9; moodi = 1), mutta vastaukset
vaihtelivat (¢ = 1,0). Sen sijaan opettajat arvelivat, etteivit oppilaat olisi yhtd
innostuneita tutkivasta oppimisesta (ka = 0,0; moodi = —1; o = 1,0). Matematiikan
oppimisen kannalta opettajat olivat pddsdantoisesti sitd mieltd, ettd tutkivan oppimisen
malli antaa parempia valmiuksia ratkoa matemaattisia tehtiavia (ka = 0,7; moodi = 1; 6 =
1,1). Yhté vastausta lukuunottamatta kaikki kyselyyn vastanneet olivat sitd mielta, ettd
tutkivan matematiikan malli antaa parempia valmiuksia ratkoa arkieliméan ongelmia (ka

=1,5; moodi = 2; 6 = 0,6).

Vaikka opettajat arvioivatkin tutkivan matematiikan olevan oppimisen kannalta selvésti
hyodyllisempéd, tima ei ndy kdytdnnon opetustilanteissa.Yleisesti ottaen opettajat
kayttavit tutkivan oppimisen piirteitd varsin vahdn omassa opetuksessaan.
Vastauskohdan ”Tyypillinen oppituntisi” vastauksien keskiarvo oli 0,2 (o = 0,4), mika
tarkoittaa ettid oppitunnit todellisuudessa olivat hieman ldhempéné perinteisti opetusta
kuin tutkivaa matematiikkaa. Silld, kuinka hyédyllisend opettaja piti tutkivan oppimisen
mallia, ei ollut vaikutusta oppituntien toimintaan (r=0,02; yksisuuntaisen testi p-arvo® =
0,47). Asia on havainnollistettu kuviossa 1, missd vaaka-akseli kuvaa vastaajan kéasitysta
tutkivan matematiikan hyodyllisyydesti sekd matemaattisten ongelmien ettd arkieldméan

taitojen kannalta ja pystyakseli oppituntien luonnetta.

5 P-arvo kuvaa korrelaation merkitsevyytta. Se tarkoittaa, kuinka todennakoista on saada vastaava tai
vield suurempi korrelaatiokertoimen arvo sattumalta, ilman etta riippuvuutta oikeasti esiintyy
perusjoukossa. Yleisesti ottaen arvoja p < 0,05 pidetaan riittdvana nayttdna todellisesta korrelaatiosta.
Tarkemmin ks. Metsamuuronen 2009, erit. s. 397-398.
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Kuvio 1. Oppituntien luonne sen funktiona, kuinka hyddyllisend opettaja piti tutkivaa matematiikkaa
oppilaan oppimisen kannalta. Oppituntien luonne on esitetty asteikolla: —2 = perinteinen opetus ... +2 =
tutkiva matematiikka. HyOty on esitetty asteikolla: —2 = ei lainkaan hyd6tya ... +2 = suuri hyéty.

Tutkimuslomakkeen osiossa D. selvitettiin laajemmin matematiikan opettajien
uskomuksia hyvéstd matematiikan opettamisesta ja oppimisesta. Vaikka oppituntien
toimintaa voisi luonnehtia pikemminkin perinteiseksi, opettajien uskomukset
matematiikan opettamisesta ja oppimisesta olivat selvésti enemmain tutkivan
matematiikan suuntaisia (ka = 0,6; c = 0,4). Edelleen aineistosta kdy ilmi, ettd ne, jotka
pitivét tutkivaa matematiikkaa parempana, kiytdnnossa toteuttivat sitd myos hieman
enemman (ks. kuvio 2). Uskomuksilla ja toiminnalla havaittiin siten tilastollisesti

merkittdva positiivinen korrelaatio (r = 0,56; yksisuuntaisen testin p-arvo 0,004).
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Kuvio 2. Oppituntien luonne opettajien uskomusten funktiona. Oppituntien luonne ja uskomukset on
esitetty asteikolla: —2 = perinteinen opetus ... +2 = tutkiva matematiikka.

4.12. Tutkiva oppiminen kiytinnossa

Vaikka kokonaisuutena katsottuna oppitunnit eivét olleet luonteeltaan erityisen tutkivia,
voidaan kysyé nousivatko tietyn tyyppiset tutkivan oppimisen piirteet esille toisia
enemman. Tavallista oppituntia kuvatessaan tutkivan matematiikan tavoista selkeimmin
oli opetukseen omaksuttu arkielimissé esiintulevien matemaattisten ongelmien
ratkaiseminen (ka = 0,8). Seuraavaksi eniten tutkivan oppimisen piirteet nakyivét
kaavojen ja sddntojen ulkoaopettelun vihyytend (ka = 0,2) seki sellaisten ongelmien
pohtimisena, joihin ei ole itsestddnselvii ratkaisumenetelméad (ka = 0,2). Kauimpana
tutkivasta oppimisesta oli seuraavat oppituntien piirteet: kysymysten asettaminen itse
aineiston pohjalta (ka = —1,0), tyoskentely tehtidvien parissa, joihin ei ole yksiselitteistad

ratkaisua (ka —0,9 ja —0,8) seké rutiinitehtdvien runsas painotus (ka = —0,7).

Edelleen voidaan kysyé millaisia tyoskentelytapoja kéyttivét ne, joiden vastauksissa oli
enemman tutkivan oppimisen piirteitd tai toisaalta kayttivatko tutkivaa matematiikkaa

kaytdnnossa harjoittavat enemman tietyntyyppisid menetelmid kuin muut. Tydskentelya
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tietotekniikan, graafisten laskinten seki erilaisten projektien parissa olivat kaikki
vastaajat kayttineet varsin vihdisesti. Paljon tai hyvin paljon opetuksessaan niitd painotti
ainoastaan 1-2 vastaaja kussakin. Pienryhmityoskentelyé sen sijaan harjoitettiin selvésti
enemman, mutta selvdé korrelaatiota oppituntien tutkivuudella ja runsaalle

pienryhmaétyoskentelylle ei 16ytynyt (ks. kuvio 3).
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Kuvio 3. Pienryhmity6skentelyn méiréd oppituntien luonteen funktiona. Oppituntien luonne on esitetty
seuraavalla asteikolla: —2 = perinteinen opetus ... +2 = tutkiva matematiikka. Pienryhmityoskentelyn
mairé on esitetty asteikolla: —2 = ei lainkaan ... +2 = paljon.

4.13. Tutkimuksen luotettavuus

Tutkimuksen otanta (21) muodostui toivottua pienemmaéksi. Otoskoko on kiistimétta
liian pieni, jotta tutkimuksesta voisi tehdé pitkdlle menevid padtelmia tai yleistyksia
laajempaan joukkoon. Lisédksi vastausprosentti, varsinkin MAOLin viikkopostin
perusteella toteutetussa kyselyssd, muodostui hyvin alhaiseksi. Koska kaikissa
vastauksissa tutkiva oppiminen mairiteltiin varsin ”oikeaoppisesti”, on syyté olettaa, ettd

vastaajat olivat todenndkoisesti keskimadrdistd enemman perilld tutkivan oppimisen
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menetelmistd ja tavallista enemman kiinnostuneita aiheesta. Tastd huolimatta on
merkittdvad, ettd vastaajien oppitunnit eivit olleet luonteeltaan erityisen tutkivia. On
oletettavaa, etti laajemmassa joukossa tutkivaa oppimisen piirteitad harjoitetaan vieldkin

vihemman.

Edellisten liséksi on syytd ottaa huomioon, ettd emme varsinaisesti ole tarkkailleet
luokkatilanteita, vaan olemme pyytdneet opettajia itse kuvailemaan, millainen on heiddn
tavallinen oppituntinsa. Oletamme, ettd opettajat ovat olleet téssi asiassa riittivdn
rehellisid. Jos tuloksissa on timén suhteen vinoutumaa, on todennakodisempai, etta
henkil6 arvioi tilanteitaan positiivisemmassa valossa kuin todellisuudessa. Tdma voi
tarkoittaa esimerkiksi sitd, ettd koska ldhes kaikki opettajat pitivit tutkivan matematiikan
mallia perinteistd opetusta hyodyllisempand, he arvioivat toimivansa enemmaén timin
mukaan kuin todellisuudessa on tilanne. Toisaalta se, ettd opettajien antama kuva omasta
opetuksestaan ei ole erityisen ihanteellinen, viittaa sithen, ettd opettajat ovat olleet

vastauksissaan tiltd osin rehellisia.

5. Pohdintaa ja kritiikkia

Itse tutkimuksessa selvitettiin matematiikan opettajien kasityksid tutkivasta oppimisesta,
opettajien uskomuksia hyvésti opettamisesta ja oppimisesta seka sitd miten tutkiva
oppiminen ndkyy kdytanndssd. Opettajien vastaukset tutkivasta oppimisesta olivat hyvin
yhdenmukaisia kirjallisuuden pohjalta tehdyn méaritelmdmme kanssa. Téstd voidaan
tehda ainakin se johtopddtds, ettd tutkivan oppimisen malli oli kaikille vastaajille tuttu.’
Tama ei selity sillé, ettd vastaajat olisivat torménneet asiaan osana omia aineenopettajan
pedagogisia opintoja, koska vastaajien iké vaihteli 28 ja 56 vililla ja opettajana oloaika 4
ja 35 vuoden vilill4. Olisi ollut mielenkiintoista, jos vastauksissa olisi esiintynyt jokin

madritelméstamme poikkeava késitys tutkivasta oppimisesta, mutta ndin e1 kdynyt.

7 Tulosta voi verrata Vaininonpaan ja Joutsenlahden (2010) tutkimukseen 6. luokan matematiikan
opettajien uskomuksista. Artikkelin mukaan "opettajat ovat varsin motivoituneita ja tietoisia
matematiikan opetukseen liittyvista seikoista”.
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Vaikka kaikki vastaajat olivat hyvin perilld tutkivasta oppimisesta ja vaikka tutkivaa
oppimista pidettiin hyddyllisend, on merkittdvia, ettd titd kuitenkin harjoitettiin
opetuksessa varsin vihin. Todenndkoisesti ne opettajat, jotka eivit tunne tutkivaa
oppimista tai eivat pida sitd hyodyllisend harjoittavat sitd tuskin ainakaan enempii kuin
tdssd aineistossa. Vastaavanlainen ristiriita opettajien uskomusten ja toiminnan vililld on
havaittu myds Oksasen, Tuohilammen ja Hannulan (tulossa) artikkelissa, jossa tutkittiin
opettajien uskomuksia ja opetuskdytintdjd suhteessa konstruktivistiseen
opetuskisitykseen. Oksanen, Tuohilampi ja Hannula (tulossa) arvelevat myos, ettd edellé

kuvattu ristiriita saattaa vaikuttaa kielteisesti opettajien tyotyytyvéisyyteen.

Vihiisestd aineistosta huolimatta opettajien uskomuksilla hyvéstd matematiikan
opettamisesta ja oppimisesta sekd kdytdnnossi tapahtuvalla toiminnalla ndyttda kuitenkin
olevan kohtalainen korrelaatio (r = 0,56).% Jos siis halutaan uudistaa opetusta enemman
tutkivan oppimisen suuntaan, pitdisi vaikuttaa opettajien uskomuksiin siitd, ettd tutkivan
oppimisen menetelmét ovat toimivia. Kdytdnndssa tdma voitaisiin toteuttaa tuomalla
julkisuutta sellaisille kouluille, joissa menestyksekkéaasti kiytetddn tutkivaa oppimista
matematiikan opetuksessa. Tutkivan matematiikan menetelmien tuominen osaksi
opettajien tdydennyskoulusta olisi myos konkreettinen vastaus opettajien itsensi
kokemaan tarpeeseen opetusmenetelmien monipuolistamisesta (vrt. Vainionpdd &

Joutsenlahti, 2010, erit. s. 162).

Myo6s monia tyOskentelytapoja, jotka mahdollistaisivat tutkivan matematiikan,
hy6dynnettiin aineistossa hyvin vidhén. Tillaisia tydskentelytapoja ovat esimerkiksi
projektit, tietotekniikan seki graafisten laskimien kéyttd. On vaikea sanoa, johtuuko
ndiden tydskentelytapojen vahdinen kéyttd resurssien puutteesta, osaamattomuudesta tai
jostakin muusta, mutta on mahdollista, ettd ndiden tydskentelytapojen ja tutkivan
oppimisen vdhdisyydelld on yhteys. Ei voida kuitenkaan paitella, ettd lisidmalla

esimerkiksi tietotekniikan osuutta matematiikan opetuksessa, automaattisesti saadaan

8 Oksasen, Tuohilammen ja Hannulan (tulossa) havaitsema vastaava korrelaatio suhteessa

konstruktivistiseen opetusnakemykseen oli huomattavasti heikompi (r=0,24).
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enemmin tutkivaa oppimista.” Pikemminkin niin, ettd kun tutkiva oppiminen lisdéntyy,
lisddntyy my0s tarve kdyttdd enemman tietotekniikkaa. Talloin resurssien puute voi myds

olla este.

Tadma tutkimus ei anna lopullista vastausta kysymykseen tutkivan oppimisen mallin
kayttdmisestd matematiikan opetuksessa. Tarvittaisiin laajempi ja perusteellisempi
tutkimus suuremmalla otoskoolla. Olisi kuitenkin mielenkiintoista verrata kuinka paljon

sellaisen tutkimuksen tulokset poikkeaisivat tdstd pienen aineiston tutkimuksesta.

5.1. Oppimistuloksista

Matematiikan taidot ovat laskussa kaikilla osa-alueilla, erityisesti geometriassa ja
funktioissa. Tuloksissa erityisen huolestuttavana voidaan pitdd osaamisen tason
heikkenemisti luvuissa ja peruslaskutoimituksissa, miké tarkoittaa koko matemaattisen
osaamisen perustan vahittdistd murenemista (Rautopuro, 2012). Samoilla linjoilla on
edellisen vuoden raportti: matematiikan osa-alueista eniten osaamisen taso on
heikentynyt luvuissa ja laskutoimituksissa (Hirvonen, 2011). Toisaalta kummankin
raportin mukaan luvut ja laskutoimitukset hallitaan edelleen osa-alueista parhaiten.

Osaamisen tason nopea lasku on siitd huolimatta huolestuttavaa.

Huoli aiheesta ei ole uusi. Jo vuonna 2005 asiasta kéytiin keskustelua muun muassa
Helsingin Sanomien mielipidepalstalla. Talloin yldkoulun lehtori Antero Lahti (HS,
28.2.2005) esitti, ettd huoli matematiikan opetuksesta on vain akateemisen maailman
krititkkid, huolimatta siitd, ettd yli 200:sta huolen ilmaisseesta (HS, 17.2.2005)
opettajasta noin puolet oli ammattikorkeakoulujen seké teknillisten yliopistojen opettajia
(Kiveld & Tarvainen, HS 10.3.2005). Kivel4 ja Tarvainen toteavat tuolloin muun muassa
ammattikorkeakoulujen joutuneen karsimaan matemaattisia sisdltdja monissa tekniikan

ammattiaineissa huonon osaamisen vuoksi. Kirjoituksessaan Kiveld ja Tarvainen nostavat

? Tietotekniikan kayttaminen opetuksessa ei mydskaan ole arvo sinéansa, vrt. Luoma-Aho 2010.
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esiin myoOs varsin aiheellisen ja myohemminkin esiin nousseen kritiikin koskien PISA-
tutkimuksen hyvid tuloksia ja sité, ettd PISA ei juurikaan mittaa algebrallisia taitoja vaan
kaytdnnonldheisid numeerisia taitoja sekd luetun ymmairtdmisti. Algebrassa sen sijaan
suomalaiset ovat menestyneet varsin huonosti myds monissa kansainvélisissa
vertailututkimuksissa (mm. TIMMS, 1999). Voidaankin nidhdi, ettd hyvét tulokset PISA-
tutkimuksissa ovat seurausta ennen kaikkea Suomen peruskoulujen panostuksista
nimenomaan PISA-tutkimuksessa korostuviin matematiikan osa-alueisiin. Tdmén
tiedostamisesta huolimatta, viimeisimpien tulosten valossa, Antero Lahti ei ole
selvastikddn ollut asenteensa kanssa yksin, eiki tarvittavia korjausliikkeita ei ole tehty.
Matemaattisista ongelmanratkaisutaidoista tai luovuudesta ei ole juurikaan iloa, mikali

ongelmanratkaisu kaatuu algebrallisten taitojen puutteeseen.

Voidaan mielestédni aiheellisesti kysyé, onko erittdin perustavaa laatua olevien
matemaattisten taitojen osaamisen heikkeneminen liiallisen ongelmanratkaisun
thannoinnin syytd. Olemmeko unohtaneet Erkki Pehkosenkin mainitseman tasapainoilun
rutiinilaskennan sekd luovan ongelmanratkaisun vililli? Matemaattiset perustaidot eivit
kehity, mikali opetuksessa keskitytdén liiaksi arkielimdn ongelmiin, keksimiseen ja
matemaattiseen luovuuteen. Myos suoranaista mekaanisen laskutaidon viheksymistd on
havaittavissa. Tossavainen & Sorvali (2004) toteavat muun muassa:
’Laskentopainotteinen matematiikan opetus ei siis endé palvele sen enempéé arkipdivin
kuin jatko-opintojenkaan tarpeita.”, viitaten nimenomaan timénhetkiseen

koulumatematiikan tilaan.

On varmasti totta, ettd litka laskento ei ole hyvéksi ja sy0 tilaa nimenomaan luovuudelta
ja ongelmanratkaisutaidon kehittymiseltd. Martio (2004) kuitenkin toteaa, ettd laskemisen
opettelu koulussa on jo viahentynyt huomattavasti mm. laskimien ja tietokoneiden kdyton
seurauksena. Lisdksi, perinteisen laskemisen opettamisen tarkoitus ei ole tehdd meisti
virheettomasti laskevia koneita, vaan perehdyttdd lukujen suurussuhteisiin ja -luokkiin
sekd laskutoimitusten ominaisuuksiin. Liiallinen laskimien ja tietokoneiden kdytto johtaa

el vain numerosokeuteen, vaan myos totaaliseen kyvyttomyyteen analysoida mm.
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lausekkeita ja funktioita seki tietokoneiden syotteistd atheutuvia virheita ja
epatarkkuuksia tuloksissa. Kuten Martiokin toteaa, laskinten kaytto edellyttad seka
kayttotaitoa ettd tietoa siitd mihin pyritddn. Naistd edellinen edellyttdd lausekkeen
ymmartdmisti ja jilkimmaéinen harjaantunutta silmii. Onkin odotettavissa, etta
muutaman vuoden kuluttua, ensimmaisten vain symbolista laskinta kdyttaneiden

valmistuessa lukiosta, korkeakoulujen suunnalta kuullaan turhautumisen purkauksia.

5.2. Opettajankoulutuksesta

Liiallinen arkieldméan ongelmien ja keksimisen ihannointi, toisin sanoen liian tutkiva
matematiikka on ongelma my0s opettajankoulutuksessa. Vuolaaseen puheeseen hieman
”pehmedmmasta” matematiikasta on nuoren matemaatikon alun helppo yhtya. Idealistiset
ajatukset piin 10ytdmisestd yha uudelleen oppilaiden kanssa tutkien on helppo omaksua.
Itsekin myonnén omaksuneeni ndma ithanteet varsin hyvin — siitd tutkielmani aihekin.
Mikali tuleva opettaja nielee kaiken purematta ja tasapaino on opettajankoulutuksessa
liikaa tutkivassa matematiikassa, on riski ettd tulevan opettajan tulevat oppilaat maksavat
tastd myohemmin hinnan. Seuraavassa tarkastelenkin tasapainoiluani

yliopistomatematiikan ja didaktiikan oppien vaililld, pyrkimyksenéni laadukas opetus.

Edellisen ihannoinnin hengessi opettajankoulutukseen kuuluvaa yliopistomatematiikkaa
on helppo kritisoida siitd, ettd kytkokset koulumatematiikkaan ovat 16yhié ja painopiste
on litkaa tdysin abstraktien lausekkeiden pydrittelyssa tai arkieldmastd kaukana olevien
matematiikan osa-alueiden tutkimuksessa. Monissa oppilaidenkin tulevissa ammateissa
tdma ns. vaikeampi tai abstraktimpi matematiikka kuitenkin on arkieldmai. Peruskoulun
ja lukion tulee tarjota valmiudet myos ndille linjoille 1dhtevien oppilaiden jatko-
opintoihin. My®0s abstraktin ajattelun kehittdminen itsessdén on arvokasta. Néiden ja
muiden yhteyksien 16ytdminen vaatii kuitenkin nikemysti, jota opiskelijalla tai
vihemmain kokeneella matemaatikolla ei valttimattad ole, mika puolestaan helposti johtaa
kritiikkiin, jonka perusteet eivit kanna. Samaista, yliopistomatematiikan tarjoamaa

ndkemysta tarvitaan my0s tutkivan matematiikan soveltamisessa jokapéivéiseen
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opetukseen. Avattaessa matematiikan opetus kysymyksille ja tarjottaessa oppilaille
tutkimuksen suomia vapauksia tutkivan matematiikan mukaisesti, opettajan onkin erittdin
tarkedd ndhda ja ymmartid, mihin kaikkeen matematiikkaa voidaan soveltaa ja mité siind
vaaditaan — pystya perustelemaan myds oppilaille, miksi matematiikkaa opiskellaan.
Lisdksi, tutkivan matematiikan seurauksena opettajan aineenhallinnan haasteet kasvavat
huomattavasti suuremmiksi. On kovin vaikea ennakoida kaikkia mahdollisia esiin
nousevia kysymyksid, mika tekee opettajan todellisesta matemaattisesta osaamisesta
entistikin tdrkedmpéé. Voidaan siis ndhda, ettd yliopistomatematiikan tarjoama rautainen
aineenhallinta, ndkemys ja itseluottamus on jopa edellytys menestyksekkaille tutkivan

matematiikan harjoittamiselle opetuksessa.

Edelld mainittujen ndkemyksen ja yhteyksien 10ytdmisen vahvistamiseksi yliopisto
tarjoaa myos kursseja, jothin Martiokin (2004) viittaa mainitessaan hyvét kokemukset
normaalikoulun opettajan pitdmaltd koulumatematiikan kurssilta. Oletan Martion tdssé
viittavan Jukka Mékiseen, jota on seurannut vuonna 2013 Helsingin normaalilyseon Jussi
Nieminen ja lukiomatematiikan kurssi — sisdltond nimensa mukaisesti lukiomatematiikan
keskeiset asiat. Omat kokemukseni kurssista ovat vuodelta 2013 ja erittdin positiivisia
nimenomaan tulevan opettajuuden kannalta. Omien ylédkoulu — ja lukiokokemusten jo
unohduttua on varsin inspiroivaa vaihtaa ajatuksia keskeisistd aihepiireistd seka
kokeneemman opettajan ettd vertaistensa kanssa. Erityisesti opiskeltaessa kurssia
syventivin opetusharjoittelun ohessa, kurssin vahvuudet ndkemyksen tarjoajana ja
yhteyksien vahvistajana korostuvat. Tastd esimerkkiné lukiomatematiikan tehtivét, joihin
kurssilla etsitidn mahdollisimman monia ratkaisutapoja, hyodyntiden
yliopistomatematiikan tarjoamaa osaamista. Mainittakoon my®ds, ettd tdiméankaltainen
opiskelu on nimenomaan Pehkosenkin (2012) mainitsemaa avointa lahestymistapaa ja jo

itsessddn tutkivaa matematiikkaa sekd sithen virikkeitd antavaa.

Kuten Martiokin toteaa, myos opettajankoulutuksen seminaarit tarjoavat opiskelijoille
nidkemystd koulumatematiikan ja yliopistomatematiikan vélisistd yhteyksistd, antaen

tulevalle opettajalle tyokaluja soveltaa valitsemaansa ldhestymistapaa matematiikan
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opiskeluun ja opettamiseen. Samassa yhteydessd Martio kuitenkin melko kovasanaisesti
toteaa didaktikkojen erehdyksen olevan, ettd he luulevat tietdviansd, mitd kouluissa pitéa
opettaa, silld opettamisen ja oppimisen asiantuntevuus ei tdhan riitd. [lmeisesti Martio
viittaa tdssd matemaattisen taustan tarpeellisuuteen, kritisoiden rivien vélissd myos
voimakasta painottumista tutkivaan matematiikkaan. Ymmartiadkseni monilla
didaktikoilla on kuitenkin my0s matemaattinen tausta (esimerkiksi Markku Hannula,
Péivi Portaankorva-Koivisto), joten kritiikki saattaa taltd osin olla aiheetonta. Voitaneen
my0s ndhdd, ettd konstruktivismi on tdlld hetkelld vallitseva oppimiskésitys ja tutkiva
matematiikka tdmén erds ilmentymai, minka puolesta lienee hyvéksyttivaa, ettd myos
yliopiston opit ovat tdmén ajattelun mukaisia. Uskon my®os, ettd tulevalta opettajalta saa
ja pitdd vaatia omaa ajattelua sekd kykyé tarkastella didaktikkojenkin opetuksia

kriittisesti, valiten itselleen ja tuleville oppilailleen kulloinkin sopivan ldhestymistavan.

5.3. Matematiikka ongelmanratkaisuna

Olli Martio kritisoi artikkelissaan voimakkaasti nimenomaan ajatusta matematiikasta
ongelmanratkaisuna. Hin mainitsee ongelmanratkaisun idean olevan se, ettid opetuksen
tulee perustua kdytdnnon ongelmiin ja timén johtavan vaistimittd matematiikan
vilineellistimiseen ja kursseihin kuten lyhyen matematiikan talousmatematiikka. Martion
mukaan edelld mainittu vie puolestaan huomion matemaattisten késitteiden tdsmélliseltd

madrittelyltd ja teorioiden rakentamiselta. Néin ei kuitenkaan tarvitse olla.

Itse néen tutkivan matematiikan olennaisilta osin nimenomaan késitteiden méadrittelyna ja
teorioiden rakentamisena. Nden tutkivan matematiikan vastakohtana ylhaalti annettaville
saannoille, joita sovelletaan tuntematta ndiden taustaa. Tutkivan matematiikan ei tarvitse
valttamatta 1dhted keinotekoisesta kdytdnnon esimerkistd, vaan tutkimuksen kohteena voi
(ja tulee) olla jokin matematiikan keskeinen kasite, joka yhdessa tutkien ja keksien
konstruoidaan. Ndin toimien Martion mainitsema tdsmaéllisyyden vaatimuskin
saavutetaan viimeistddn Hdhkioniemen (kts. edelld) mainitsemassa oppitunnin
koontivaiheessa. Erinomainen esimerkki keskeisen késitteen opettelusta tutkivan
matematiikan hengessé 10ytyy mm. Joakim Sundqvistin Pro gradu -tutkielmasta

”Derivaatan oppimiseen syvyyttd tutkivalla oppimisella” (2012).
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5.4. Koontia

Matematiikan heikkenevit oppimistulokset antavat syytd pohtia, mité voitaisiin tehda
paremmin. Osasyy oppimistulosten heikkenemiseen saattaa hyvinkin olla vaakakupin
kallistuminen liikaa tutkivan matematiikan puolelle. Matematiikan kokonaisvaltaisessa
hallinnassa tarvitaan kiistatta my0s kovaa laskurutiinia ja algbrallista osaamista. Talta
osin Martion kritiikki osuukin maaliinsa. Martio ei myoskéén ole yksin mielipiteensé
kanssa, mistd osoituksena liite 2: ehdotus uudeksi opetussuunnitelmaksi. Mikéli
matematiikkaa paitetdén opiskella edes jossain midrin ongelmanratkaisuna, on luontevaa
valita késiteltdviksi nimenomaan jokin matematiikan oma, aito ongelma, jolloin
kasitteellistd osaamista vahvistetaan (kts. edelld). Nden myos mahdollisena integroida
matematiikkaan fysiikkaa ja kemiaa, harjoittaen ongelmanratkaisua ndissa puitteissa,

oppiaineiden tukiessa ja vahvistaessa toisiaan.

Uusien (ja vanhojen) pedagogisten ajatusten soveltaminen vaatii aina myos ndkemysta.
Muutoin vaarana ovat ylilyonnit. Heikkenevien oppimistulosten pohjalta opetushallitus
onkin laatinut kehittimissuosituksia, joista lopuksi nostan esiin tdmén tutkielman

kannalta mielenkiintoiset (suluissa omia huomioita):

1. Perus- ja prosenttilaskutaitoon tulee kiinnittdd koulussa entistd enemmaén huomiota,
silld peruslaskutaito on matemaattisen osaamisen perusta, jolle muu matematiikan
osaaminen rakentuu. Prosenttikésitteen ymmaértdminen ja yksinkertaisimpien
prosenttilaskujen hallinta ovat nyky-yhteiskunnassa vilttiméttomia

kansalaisvalmiuksia.

2. Kotitehtidvien antaminen ja niiden suorittamisen valvominen on matematiikan
opetuksessa tirkeiti, silld oppiaineen luonne edellyttdd rutiinien hallintaa, joka

kehittyy harjoittelemalla. (Kova laskurutiini).

3. Opetuksen jdrjestdjien tulee huolehtia siitd, ettd kaikki lapset saavat kelpoisen
aineenopettajan antamaa matematiikan opetusta. (Ndkemyksen ja aineenhallinnan

puute on riski).

4. Matematiikkaa opettavien opettajien (sekd aineenopettajien ettd luokanopettajien)
didaktista tdydennyskoulutusta tulee lisété siten, ettd kaikki opettajat voivat paasta
koulutukseen. (Lisdd nikemysti. Liséksi, opettajien tdydennyskoulutus on

tarpeellista, mutta sen pitdisi suuntautua enemman aineen hallintaan (Martio, 2001)).



5. Oppimisympdristojen ajanmukaistamiseen seka tietotekniikkaa hyddyntivien
opetusmenetelmien monipuolistamiseen ja oppimateriaalien innostavuuteen tulee

panostaa. (Esimerkiksi GeoGebran kéytto).
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7. Liitteet

7.1. Liite 1: kysymyslomake

A. TAUSTAKYSYMYESET

* 1. Ikd (vuotta)

2. Korkein suorittamani tutkinto on (rastita yksi vaihtoehto)

O Ylioppilas
] Alempi korkeakoulututkinto
1 Ylempi korkeakoulututkinto

[ Lisensiaatti

[ Tohtori

* 3. Tutkinnon pa&aineeni oli

4. Olen muodollisesti pédtevd matematiikan opettaja

O Kylia
O Ei

* 5. Taman lukuvuoden
péattyessa olen tydskennellyt
opettajana (vuotta)

* 6. Taman lukuvuoden
paattyessa olen tyoskennellyt
luokkien 7-9 matematiikan
opettajana (vuotta)

* 7. Taman lukuvuoden
péattyessa olen tyoskennellyt
lukion matematiikan opettajana
{vuotta)

B. Sukupuoli

) Mies
] Nainen

B. NAKEMYKSESI TUTKIVASTA OPPIMISESTA

Tutkivaa oppimista voidaan pitda yhtena lahetymistapana oppimiseen ja opettamiseen. Vastaa seuraavaan kysymykseen tutkivasta oppimisesta.

* Miten omasta mielestasi
maarittelisit kasitteen "tutkiva
oppiminen"?

Voit myos antaa esimerkkeja
tutkivasta oppimisesta
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C. NAKEMYKSESI KAHDESTA OPETUKSEN LAHESTYMISTAVASTA

Lue seuraavat kuvaukset kahdesta opettajasta ja vastaa niitd seuraaviin neljadn kysymykseen.

Maisteri Miki chjasi luokkaansa vilkkaasti, kysyen kysymyksig, joihin oppilaat pystyivat vastaamaan nopeasti edellisend paivané lukemansa
perusteella. Kertauksen jélkeen maisteri Maki opetti luckalle uuden aihealueen, jalleen pitden oppilaat kysymyksillaan tarkkaavaisina ja keskittyneina
opetukseen.

Maisteri Niemi ohjasi myds luokkaansa kysymyksilld, mutta monet kysymyksisté olivat sellaisia, joiden ratkaisemiseksi oppilailla ei ollut edellisten
tuntien pohjalta kaikkia tarvittavia tietoja. Oppilaat saivat kokeilla opettajan kysymyksiin rohkeasti erilaisia ratkaisuyrityksid ja opettaja kannusti myds
oppilaita kysymé&an. Vaikka maisteri Niemi muoteili useimpia oppilaiden kysymyksid selkedmmaksi ja ehdotti miten oppilaat voisivat itse 16ytaa
vastauksen, han ei varsinaisesti vastannut useimpiin oppilaiden kysymyksiin itse.

Vastausvaihtoehdot:

1 = Ehdottomasti maisteri Maen,
2 = Ennemmin maisteri Maen,

3 = En osaa sanoa,

4 = Ennemmin maisteri Niemen,
5 = Ehdottomasti maisteri Niemen

* 1. Kumman tyyppisesta [(Valitee tasta—- = |
luokkakeskustelusta pitdisit
enemmaén omassa luckassasi?

* 2. Kumman tyyppisesta | -Valitee tastd- 7 |
keskustelusta uskoisit

useimpien oppilaiden pitavan

enemman?

* 3. Kumman tyyppisesta [ -Valitse thstd-- =+ |
keskustelusta uskoisit

oppilaiden oppivan paremmin

ratkaisemaan matemaattisia

tehtavia?

* 4. Kumman tyyppisen | -Valitse tastd-  + |
keskustelun uskoisit kehittévan

enemman oppilaiden

arkieldmassa tarvittavia taitoja?
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D. NAKEMYKSESI HYVASTA MATEMATIIKAN OPETTAMISESTA JA OPPIMISESTA

(Taysin eri mieltd) 1...2...3...4...5 (Taysin samaa mielt4)

* 1. Matematiikkaa tulee [ ~Valitse téstd- 7|
opettaa avoimena systeemina,

joka kehittyy hypoteesien ja

umpikujien kautta.

* 2. Toisinaan opetus tulisi [ ~Valitse téstd— 7|
jarjestaa ainerajat ylittavina

projekteina, joille tulisi luoda

myods edellytykset (esimerkki

projektista: akvaarion

ostaminen ja hoitaminen).

* 3. Tarkeintd matematiikan [ —Valitse tésta- 7|
opetuksessa on runsas
toistoharjoittelu.

* 4. Matematiikan opetuksessa | —Valitse tastd- 3 |
pitaisi kAyttad oppimispeleja.

* 5. Oppilaiden pitdisi kayttad | —-Valitse téstd— 3 |
mahdollisimman paljon

konkreettisia

havainnollistamisvalineita

(esimerkiksi pahvisia

kappaleita).

* 6. Kaavojen opettelua ulkoa | —Valitse tastd- |
tulee painottaa.

* 7. Tarkeinta on saada oikea | —Valitse tasta- |
ratkaisu.

* 8. On tarkeda saada oppilaat | -Valitse tastd- + |
kysymaan aiheeseen liittyvia
omia kysymyksié.




* 0, Tulee ratkoa runsaasti
rutiinitehtévia, joissa tunnettu
menetelma johtaa varmasti
ratkaisuun.

* 10. Tarkeinta on opettaa
matemaattisia tietoja, kuten
faktoja ja tuloksia.

* 11. Oppilaiden tulee kehittaa
useita erilaisia ratkaisutapoja, ja
niista tulee keskustella.

*12. Oppilaiden tulee muotoilla
tehtavia ja kysymyksia itse seka
etsid niihin ratkaisuja.

* 13. Opetuksessa tulisi kayttaa
mahdollisimman usein tehtavia,
jotka edellyttavat pohtimista ja
joita ei voi ratkaista vain
laskemalla.

* 14. Oppilaiden ei tarvitse
drillata (toistoharjoitella)
rutiineja, jotka voi tehda
tietokoneella.

| —Valitse t&sta—

| —-Valitse tasta--

[ ~Valitse tasté—

| --Valitse tasta--

| —Valitse tésta--

&
ki

[ ~Valitse tasté—

.

‘.l
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E. TAVALLINEN OPPITUNTISI

Kuinka paljon painotat seuraavia asioita opetuksessasi?
{enlainkaan) 1 ... 2 ... 3 ... 4 {hyvin paljon)

* 1. Kaavojen ja sdanttjen
ulkoaopettelu.

—Valitse lasta— =)

* 2. Rutiiniteht&vien
ratkaiseminen tunnettujen
faktojen, kasitteiden ja
ratkaisumenetelmien avulla.

—Valitze tBsti— & |

* 3. Sellaisten ongelmien
pohtiminen, joihin &i ole
itsestaan selvaa
ratkaisumenetelmaa.

[ valilse tasta— =)

* 4. Arkielamassa esiintulevien
matemaattisten ongelmien
ratkaiseminen.

—Valitse: lasta— =)

* 8. Omien menetelmisn
keksiminen monimutkaisten
ongelmien ratkaisemiseksi.

(valtse st )

* §. Pienryhmatyoskentely. —Valitse lastE- 4 )

* 7. Sellaisten ongelmien
ratkaiseminen, joihin on
yksiselitteinen vastaus.

—Valitse lasta— =)

* 8. Saannonmukaisuuksien
tutkiminen ja etsiminen
itsendisesti.

—Valitse st &)

* 9. Tyoskentely tietotekniikkaa
{esimerkiksi GeoGebraa) apuna
kayttaen.

[ Valitse tastti— = |

*10. Tyoskentely graafisten
laskinten kanssa.

—Valitse tAsts— |

*11. Kysymyksien asettaminen

—Valitze tBsk— | & |
itse jonkin aineiston pohjalta.

*12. Projektitiden tekeminen. —Valitse: lastd— =)

*13. Tyoskentely ongelmien
parissa, joihin El ole
yksiselitteista oikeaa ratkaisua.

[ valilse tasta— =)

* 14. Ratkaisujen etsiminen
tehtaviin, joiden teoreettista
taustaa ei vield ole opetettu.

[ Valilse tasta— =)
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7.2. Liite 2: ehdotus uudeksi opetussuunnitelmaksi

Matematiikassa uusi opittava asia pohjautuu aina aikaisemmin opittuun ja harjoiteltuun
tietoon ja taitoon. Siksi opetuksessa on alati pohjustettava seuraavan asiakokonaisuuden
vaatimia matemaattisia kasitteitd. Seuraavassa lehtori Heikki Pokelan

opetussuunnitelmaehdotus:

Kalle Viisila toteaa algebran oppikoulukirjan esipuheessa (tdsséd lyhennettyna):
“Perustelin suhteellisen laajan differentiaali- ja integraalilaskentaa koskevan esityksen
sisdllyttimistd seuraavasti: ‘Olen halunnut titen valmistaa matematiikkaa harrastaville
oppilaille tilaisuuden tutustua ndihin kiintoisiin ja muuta matematiikkaa syventdviin sekd

I

— jatko-opintoja silmdlld pitien — hyodyllisiin asioihin.’

Itse asiassa Viisild aloitti analyysissé tarvittavien asioiden opettamisen jo ennen
oppikoulun lukioluokkia; erotusosaméériin liittyvid sievennystehtévid 16ytyy hdanen

suunnittelemistaan keskikoulukirjoista.

Mielestdni uudessa opetussuunnitelmassa tulisi palauttaa Vaisidldn ndkemysten mukainen
opetus, joka mahdollistaa oppilaille avainkédsitteiden omaksumisen ja -rutiinien

muodostumisen pitkdn ajan kuluessa.
Pohjustettavia rutiineja ovat mielestini ainakin:
1. Rationaalilausekkeet.

2. Integrointitekniikka. Muutamassa viikossa opetettu integrointitekniikka aiheuttaa
suurimmalle osalle opiskelijoista ongelmia: esimerkiksi sisdfunktion derivaatta

yhdistetyn funktion integroinissa jai usein melko hdmaréksi asiaksi.

3. Parametrisointi ja napakoordinaatisto. Alkeistasolla parametrisointi voidaan

mieltdd samaksi kuin uuden muuttujan sijoittaminen.

4. Trigonometristen funktioiden esittely yksikkoympyrin avulla on opetettava
mahdollisimman aikaisin. Kulman kéyttd muuttujana trigonometrisissa funktioissa vaatii
pitkdaikaista harjoittelua. Trigonometristen identiteettien harjoittelua on siséllytettava
useampaan kurssiin. Myos napakoordinaatiston ymmartdmiselle jaa liian véhin aikaa, jos

yksikkOympyrii ei esitetd viimeistddn kolmannen lukiokurssin alkupuolella.

5. Polynomilaskenta on syyti aloittaa jo seitseminnen luokan syksylld yhdistelemalla
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samanmuotoisia termejd. Seitsemidnnen luokan kevéilld kiyddadan ensimmaisen asteen

yhtdl6- ja binomikaava alustavasti.

6. Koulumatematiikassa kahden keskeisimmsén todistustekniikan, algebrallisen

lausekkeen nelion ei-negatiivisuuden ja induktion, harjoittelu ja kiytto.

7. Kahden muuttujan funktion z = f(x,y) kuvaajien hahmottaminen yksinkertaisissa
tapauksissa tulisi aloittaa jo lukion ensimmaéisend vuonna, jotta toisena vuonna kurseilla
MA7 ja MAS voitaisiin ko. kuvaajiin tutustua lisii ja perehtya riittdvéan yksinkertaisten
kahden muuttujan funktioiden tutkimiseen analyysin keinoin seké tangenttitasoon. Siten
kurssin MA 13 osasisdltond timin kertaus ja syventdminen antaisi hyvat valmiudet jatko-
opintojen ensimmaisend vuonna mieltdd esimerkiksi ominaisarvoteoriaan pohjautuvan
yleisten toisen asteen pintojen padakselikoordinaattien haun. Jos kahden muuttujan
funktiot koetaan liian raskaiksi késitelld lukion toisena vuotena, siirretdén niiden esitys
kokonaisuudessaan kurssille MA13. Osittaisderivaatan ymmartiminen on kuitenkin

olennainen asia jo lukiossa.
Kurssikohtainen OPS-ehdotus

Koska suomalaisen koulujarjestelmén kipupisteet ovat erityisesti matematiikan yldkoulun
ja lukion oppisisdlloissd, keskityn ehdotuksessani nithin. Yleisesti matematiikan
opetuksessa tulisi valaista tieteenalan historiaa ja merkitysti sekd uusien teorioiden

esittelyn yhteydessa ettd tehtdvinannoin.

Seuraava OPS-ehdotus on yksi ndkemys matematiikan oppisisélldisté sille osalle
ikdluokkaa, jonka kiinnostus, kyvyt ja pitkdjanteisyys riittdvét useiden vuosien
tyontekoon. Lopputuloksena pitiisi syntyd todellinen korkeakoulukelpoisuus, eli kyky

aloittaa matemaattisluonnontieteellis-teknillistieteelliset opinnot.

Muulle osalle ikdluokkaa nykyisestd hieman kevennetty, laskentopuolta korostava versio

OPSista toimisi parhaiten.
ALAKOULUN 6. LUOKKAAN MENNESSA

Téssd esitetyt kohdat eivit kata koko alakoulun matematiikan kokonaisuutta, vaan ne on

mainittu tdssa siksi, ettd niidden osaaminen on erityisen tarkeda jatkon kannalta.

* Murtolukujen yhteen- ja vihennyslasku seké kertominen ja jakaminen.
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* Osittamisen, eli jakamisen ymmaértdminen: esimerkiksi jakolasku 1/2 jaettuna
1/4:1la tarkoittaa, kuinka monta neljdsosaa mahtuu yhteen kahdesosaan. Téssa
kohden olisi syyti kirjata velvoite havaintovilineiden kdytt66n murtolukujen
opetuksessa.

* Desimaalilukujen ja murtolukujen muuttaminen toisikseen.

* Prosenttilaskentaa.

* Muuttujan esittely.

 Paittelyin ratkaistavia yhtéloitd kuten esimerkiksi x + 15=22, 12 —-x=3ja 5+ 2x
=11.

7. LUOKKA:

* Sulkulausekkeiden kasittely.

* Polynomilaskennan alkeet.

* Ensimmdisen asteen yhtdlo vaakakuppimallilla ja sen jilkeen termien siirrolla
yhtdlon puolelta toiselle.

* Binomikaava alustavasti.

* Suoran piirtiminen annetusta funktiosta.

 Itseisarvon médritelmé etiisyytend origosta.

* Valtakunnalliset tasokokeet, joilla aloitetaan eriyttdva opetus joko luokan sisdisesti

tai erillisissé tasoryhmissa.
8. LUOKKA:

* Polynomilaskennan vahvistaminen.

* Yksinkertaisia rationaalilausekkeita.

* Yhteisen tekijin hakeminen ja supistaminen.

* Prosenttilaskentaa polynomiyhtildiden avulla.

* Suoran yhtdlon muodostaminen ja yhtilon osien (kulmakerroin, vakio)
ymmartdminen.

* Suorien leikkauspisteet geometrisesti ja algebrallisesti.

* Kolmion kulmien summan todistaminen.

* Tutustuminen geometrian perusvaittdmiin: yhdenmuotoisuuden alkeet ldhtien
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karttamittakaavasta tms.
* Funktion kisitteen syventdminen: madrittelyjoukko ja arvojoukko.
* Ensimmaisen asteen epayhtaloita.
* Vektoreiden yhteen- ja vdhennyslasku.
* Trigonometrian alkeet suorakulmaisen kolmion avulla: sini, kosini ja tangentti.
* Trigonometristen funktioiden riippumattomuus mittakaavasta.
e Jaollisuus luvuilla 2, 3, 5ja 9.
* Parillisuuden ja parittomuuden ominaisuuksia.
* Valtakunnalliset tasokokeet, joilla aloitetaan eriyttivé opetus tasoryhmissa.

Erillinen OPS jokaiselle ryhméille.
9. LUOKKA:

* Algebrallisten lausekkeiden késittelyd (ml. nelidjuurilausekkeet ja lausekkeilla
laventaminen ja supistaminen).

* Binomikaavojen ja nelidksitdydentdmisen harjoittelua.

* Funktio ja sen kdénteisfunktio yksinkertaisille ensimméisen asteen
polynomifunktioille.

» Kaéénteistoimituksen havainnollistaminen peilauksena suoran y=x suhteen.

* Ympyran kehdkulmalauseet.

* Tasogeometrian todistuksia soveltuvin osin (mm. kolmion merkillisid pisteitd ja
Pythagoraan lause).

* Paraabelin yhtilo ja kuvaaja.

» Toisen asteen yhtédlon ratkaiseminen tulomuodosta.

* Polynomin jakaminen jakokulmassa.

* Yhtéloryhmien ratkaiseminen.

* Nelidjuurilausekkeiden sieventdminen.

* Ensimméisen asteen epayhtiloiden kertaus.

* Itseisarvoyhtiloita.

* Potenssisddntdjen kertaus ja negatiivinen eksponentti.
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Yksinkertaisia juuriyhtiloita.
Vektoreiden laskutoimituksia.
Vektorin projektio suorakulmaisen kolmion trigonometrian avulla.
Induktiotodistuksen hahmottaminen yksinkertaisilla jonomalleilla.

Luonnollisten lukujen suurin yhteinen tekijd ja pienin yhteinen jaettava.

LUKION PITKA MATEMATIIKKA:

MAT1 Funktioita ja yhtiloiti:

Lukualueet ja laskutoimitukset.

Erilaisten lukujérjestelmien esittelyd, esimerkiksi 2-, 7- ja 12-kantaiset
jarjestelmiit.

Peruslaskutoimitukset ja jakokulma eri lukujarjestelmissa.

Lineaariset funktiot.

Suoran yhtdlon kertaus muodoistay =kx + b ja(y—y_ o) =k(x —x_ o).
Kéénteisfunktion idea peilauksena suoran y = x suhteen ja algebrallisesti.
Suoran yhtélo parametrin avulla (esim. y =2t + 3, x=t—1).

Juuri ja murtolukueksponentti.

Eksponentti- ja logaritmifunktioiden alkeet.

Eksponentti ja logaritmifunktiot toistensa kéédnteisfunktioina geometrisella
perustelulla.

Peruskoulussa opittujen binomikaavojen kertaus.

Yhtéloryhmien kertausta.

Yhtél6parin ja -ryhmédn muodostaminen.

Itseisarvoyhtdloita.

Juuriyhtéloita.

Epéyhtaloita.

Induktiotodistuksen alkeet.

Newtonin binomikaava.

MA?2 Polynomialgebraa:
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* Toisen asteen lausekkeiden ominaisuuksia, esimerkiksi dariarvon haku nelidksi
tadydentdmalla.

» Toisen asteen yhtédlon ratkaisu nelioksi tdydentdmalla.

» Toisen asteen polynomin nollakohtien ja jaollisuuden vilinen yhteys.

 Juurten summan ja tulon yhteys jaollisuuteen.

* Toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava.

* Paraabelin yhtdlo parametrin avulla.

* Toisen asteen epayhtéldita.

» Korkeamman asteen yhtdloitd ja epayhtiloita.

* N-asteisen polynomin tekijd (x — x_0), missd X_o on nollakohta.

» Edelliseen induktiotodistus, eli ettd (a — b) voidaan ottaa aina tekijaksi
lausekkeesta (a”n — b”'n).

* Aritmeettinen ja geometrinen summa.

* Toisen ja korkeamman asteen murtoepdyhtaloita.

* Sjjoittamalla yhtdlon palauttaminen toisen asteen yhtéaloksi.

¢ Uuden muuttujan sijoittamisen merkitys sievennyksissa.

* Polynomien jakamisen jakokulmassa kertaus.

* Syventdvind asiana korkeamman asteen polynomien nollakohtien, juurien

* Yhtilon iteratiivinen ratkaisu haarukoimalla.

Kurssit MA3-MAS kasittelevit geometrian kolmea osa-aluetta: vektoreita, (taso- ja
avaruus)geometriaa ja analyyttistd geometriaa. Ndiden aihepiirien keskindinen jirjestys
on ikivanha ongelma, silld jokaista niistd voidaan kdyttda apuna toistensa

ymmaértdmiseen.

Tassd ehdotuksessa avaruusgeometriaa ja avaruuden vektoreita késitelldan omalla
kurssillaan ennen kartioleikkauksia, jotta riittivdn monessa kurssissa saataisiin aikaa
harjoitella napakoordinaatiston kdyttod ennen sen soveltamista analyyttisen geometrian
kartioleikkauksiin. Kurssijérjestys voisi olla tdssd kohtaa myos toisinpdin. Koska

vektoreita ja geometriaa opetetaan molempia timén OPS-ehdotuksen mukaan alustavasti
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yldakoulussa, se mahdollistaa helpommin edelld mainittujen kolmen osa-alueen kisittelyn

yhdessi kokonaisuudessa lukiokursseilla.
MA3 Kolmion ja muiden monikulmien geometriaa:

» Tasogeometrian keskeisimpien viitteiden todistaminen (mm. kolmion merkilliset
pisteet, pisteen potenssi, Ptolemaioksen, Thalesin ja Menelaoksen lauseet).

* Kolmion ja ympyrdn ominaisuuksien kdyttd geometrisissa todistuksissa.

* Induktiotodistuksia: esimerkiksi monikulmioiden kulmien summa.

* Trigonometriset funktiot yksikkoympyrén avulla.

* Radiaanin kisite.

* Sinilause ja kosinilause.

* Vektoreiden skalaaritulo ja kiyttd soveltuvien tasogeometrian ominaisuuksien
osoittamisessa.

* Paikan ilmoittaminen koordinaatistossa etdisyyden ja kulman avulla.
MA4 Avaruusgeometriaa:

* Avaruusgeometriaa.

* Kappaleiden yhdenmuotoisuus.

e Avaruusvektorit.

* Normaalivektori skalaaritulon avulla (oppimateriaaleissa tulee olla syventdvana
materiaalina normaalivektori vektoritulon avulla).

* Tason yhtilo.

* Tason ja avaruuden suoran yhtilo suuntavektoreiden avulla.

* Tasojen ja suorien leikkauspisteitd ja etdisyyksia.

* Avaruuden suoran eri esitysmuotoja, mm. kahden tason leikkauksena jne.

* Vektorifunktion alkeet karteesisessa- ja napakoordinaatistossa parametrin
avulla.

* Radiaanin kaytto.

» Kartioleikkausten napakoordinaatistoyhtdldiden harjoittelua “kokeellisesti” ilman

kyseisten kéyrien esittelya.
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MAS Ympyrin ja muiden kartioleikkausten geometriaa:

Itseisarvoyhtdloitd ja epayhtiloita.

Napakoordinaatiston kdyton varmentaminen.

Vektoriopin kéyttd analyyttisessa geometriassa.

Kartioleikkausten esittely.

Kartioleikkausten yhtilot polttopisteen, johtosuoran ja eksentrisyyden avulla.
Kartioleikkausten uraominaisuuksien avulla niiden yhtiloiden johtaminen
karteesiseen koordinaatistoon.

Yhtédloryhmien ja tasojen yhteys.

Pallo ja pinta z = f(x,y) koordinaatistossa.

MAG6 Todenniikoisyyslaskentaa:

Sisédltdd vanhan OPSin logiikan, joukko-oppia, kombinatoriikkaa ja diskreetteja

satunnaismuuttujia. Jatkuva jakauma siirretdéin kurssiin 10 integraalien opettelun jédlkeen.

MA7 Differentiaalilaskentaa:

Erotusosamairin raja-arvo.

Derivaatta myos differentiaalien osaméérana dy/dx.

Polynomin derivaatta ja derivoinnin kéddnteistoimitus.

Viliarvolause geometrisesti perusteltuna.

Alkeisfunktioiden derivaattojen yhteydessé harjoitellaan myds kddnteistoimitusta,
eli integraalifunktion hakua yksinkertaisissa tapauksissa.

Derivaatan sovelluksia muutosnopeutena, funktion tangenttina ja dériarvoissa.
Kahden muuttujan funktion tutkimista.

Kéyrén tangentin sovelluksena nollakohtien iteratiivinen ratkaisu Newtonin

menetelmalla.

MAS Differentiaali- ja integraalilaskentaa:

Juuri-, eksponentti- ja logaritmifunktioiden derivointi ja integrointi.
Yhdistetyn funktion derivoimissaanto.

Osittaisintegrointi.
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Parametrisen derivaatan dy/dx = (dy/dt)/(dx/dt) ymmaértdminen.
Parametrisoitujen kdyrien ominaisuuksia analyysin avulla tutkittuna.
Kaéanteisfunktioiden teoriaa.

Hyperbolisten funktioiden mééritelma, kuvaajat ja derivaatat sekd
integraalifunktio.

Osittaisderivaatta ja pintojen tangenttitaso.

MA9 Trigonometriset funktiot:

Trigonometriset funktiot, niiden derivaatta- ja integraalifunktiot ja niiden
kadnteisfunktioiden esittely.

Trigonometristen funktioiden summa- ja erotuslausekkeiden johtaminen
esimerkiksi napakoordinaatiston kantavektoreiden kierrolla.
Trigonometrisia yhtaloita.

Skalaarimuuttujan vektoriarvoisen funktion derivaatta.

Napakoordinaatiston kantavektoreiden yhteys toisiinsa derivoinnissa.

MA10 Integraalilaskentaa:

Mairitty integraali ja sen yhteys integraalifunktioon.

Pinta- ja tilavuusalkioiden muodostaminen karteesisessa- ja napakoordinaatistossa
madrattyd integraalia varten.

Integrointi sijoituksen ja osamurtojen avulla.

Integraalifunktion ominaisuuksia itseisarvojen ja paloittain méariteltyjen
funktioiden tapauksessa.

Erilaisten kappaleiden, kuten esimerkiksi kartioiden ja pallokalottien tilavuuksien
ja pinta-alojen laskeminen.

Numeerisia menetelmid pinta-alan laskemiseen kuten puolisuunnikas ja Simpson.

Jatkuva jakauma.

Valtakunnallisia syventivii kursseja:

MAI11 Lukuteoriaa:

Kuten nykyééin, mutta aikaa kéytetdan kokonainen kurssi. Suositellaan lukion
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ensimmadiselle vuodelle. Syventdvina aineistona voidaan kdyttda vanhoja

matematiikkakilpailujen lukuteoriatehtdvii ja valmennuksessa kaytettyja materiaaleja.

Induktion kaytté mm. jaollisuuden tarkastelussa.

Newtonin binomikaavan todistus induktiolla.
Ryhmdteorian alkeet lahtien kertolaskuilla jdé&nndsluokissa.
Fermat’in ja Eulerin lauseet.

Aritmeettis-geometrinen epayhtilo.

MA12 Lukujonot ja sarjat:

Melkein kuten vanhan (1994) OPSin vastaava kurssi.

Raja-arvon méiritelma delta/epsilonmenetelmalla.

Analyysin keinoin tarkastellaan sarjojen suppenemisominaisuuksia.
Geometrisen sarjan raja-arvo.

Suppenemistesteji: integraali-, juuri- ja suhdetesti, majorantin/minorantin
liséksi.

Induktiotodistuksen kertaus lausekkeiden jaollisuuden tutkimisessa (MA11
kurssilta).

Induktiotodistuksen kéytté lukujonojen ja sarjojen ominaisuuksien tutkimisessa.
Neperin luvun raja-arvon tarkastelua.
Epédolennaisia integraaleja.

Alkeisfunktioiden sarjakehitelmien esittely.

MA13 Analyysin jatkokurssi:

Syklometriset ja hyperboliset funktiot integroinnissa.

Separoituvat ja lineaariset ensimmaisen kertaluvun differentiaaliyhtdlot
sovelluksineen.

Eksponentiaalinen ja logistinen muutos.

Syventédvina aiheena toisen kertaluvun vakiokertoiminen differentiaaliyhtilo
yksinkertaisimmassa erikoistapauksessa.

Usean muuttujan funktioiden kertausta: osittaisderivaatta ja usean muuttujan
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funktioiden dériarvoja. (Jos usean muuttujan funktioita ei ole késitelty aiemmilla
kursseilla, ne opiskellaan tdssd uutena asiana.)

* Kompleksiluvut.

» Kompleksilukujen napakoordinaattiesitys, potenssi ja juuri.

* Syventdvind aiheena kompleksinen logaritmi, eksponenttifunktio ja kompleksisten

trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden yhteys.

Kurssin MA13 opetukseen kaytettidva aika tuskin riittdd kattavasti jokaiseen
aihealueeseen, joten tissd kohden opettajan on valittava, paljonko kéyttdd oppitunteja

kompleksilukuihin.
MA14 Kertaus:
Sopivia siséltojd kertaukseen olisivat mm. seuraavat:

* Lausekkeiden vertailu toisiinsa.

 Liittolausekkeella laventamisen idean kertaus mm. raja-arvotehtavissa.

* Tasogeometrian yhteydessd kolmion Eulerin suora (kts. yo 1923K/7) ja kolmion
ominaisuuksia kokoava Cevan lause.

* Logaritmien kantalukujen muutoksia vaativia yhtéloitd/epayhtaloita.

* Todennékoisyyden ja dédriarvotehtdvien yhdistelmid (maksimoi tai minimoi
todenndkdisyys tai odotusarvo).

* Avaruusgeometristen vaittdmien todistaminen vektoriopilla.

* Lukujonoja, sarjoja ja lukuteoriaa seké trigonometriaa yhdistdvia tehtdvia,
esimerkiksi integraali sin(mx)cos(nx)-tyyppisia tietylld vililld ortogonaalisia
integraaleja. Télloin kertaantuvat trigonometriset integraalit/derivaatat,

osittaisintegrointi, lukujonot, rekursio ja induktio yhdessa.

Liséksi oppilaille ja opiskelijoille voisi tarjota opintojen eri vaiheissa
itseopiskelumateriaaleja, jotka sisdltdisivét esimerkiksi seuraavia aihelaueita:
» Katsauksia Egyptin, Babylonian, Kreikan, Intian ja intiaanikulttuurien
matematiikkaan.
* Suomalaisen matematiikan tutkimuksen historiaa.

* Matematiikka suomalaisessa koulujérjestelméssd tsaarinajalta nykypaivaan.
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* Arkhimedeen, Apolloniuksen, Keplerin, Newtonin ja Gaussin keksintdjen
merkitys.
» Katsauksia eri maiden jérjestimien matematiikkakilpailujen geometrian tehtidviin

eri aikakausilta.

Olisi mielenkiintoista ulottaa OPS-tarkastelu myos korkeakoulun puolelle esimerkiksi
yhden jatkokoulutusalan muodossa, eli miten siind matematiikan opinnot ldhtevét

rakentumaan ensimmaisten kahden lukuvuoden aikana.

Lopuksi toivoisin paitsi runsasta keskustelua myds mahdollisimman suurta avoimuutta
tulevien opetussuunnitelmien laadintaan. Parhaimmillaan asiasta kéytidva julkinen
keskustelu — johon néilla LUMA-Sanomienkin sivuilla on osallistunut aktiivisesti
matematiikan opetuksen valtakunnantason ammattilaisia — voisi toimia pohjana OPSin

laadinnassa.

Teksti: Heikki Pokela, lehtori, Tapiolan lukio. Kuva: Sakari Tolppanen.

7.3. Liite 3: suoria ja paraabeleja
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