HYPERBOLINEN GEOMETRIA

Ratkaisut, harjoitus 3

(1) Kirjoitetaan z = x + iy ja zy = x¢ + iyp. Pisteitten z ja zo hyperboliselle
etaisyydelle ylemmassa puolitasossa pétee

(2, 20)) = 1+ 2
cos 2,20)) = _
HA= =0 2ImzImz,
Niinpa
2 2
cosh(r) = 1 + (z —20)* + (¥ — %) ’
20y
joten

(x — 20)* + (y — yo)* — 290 cosh(r)y + 2yoy = 0.
Taydentamaélla nelioon saadaan
(z — 20)* 4+ (y — yo cosh(r))? = 32 cosh?(r) — 32 = y2 sinh?(r).
Niinpd ympyran C' euklidinen keskipiste on (xg, yo cosh(r)) ja sen sdde on

Yo sinh(r).

(2) (a) Nelion S euklidinen pinta-ala on A(S) = h?.
(b) Nelion S hyperbolinen pinta-ala on

a+h pb+h 1 —1b+h h2
Ag(S) = —dydx = h(— = .
H( ) /a /bv y2 yax ( y b ) b(b + h)

(c) Pinta-alojen suhde on

Ay (S) 1

A(S) ~ bb+h)’

joten
lim An(S) = l
w0 A(S) b2

(3) Kun samastetaan kompleksitaso avaruuden R? kanssa, voidaan kuvaus f
esittad muodossa f(z,y) = (x + ay,y), missd a > 0. Kuvauksella f on
jatkuvat osittaisderivaatat joka pisteessa ja

pien =g 5]

joten |Df(z,y)]=1-1—a-0=1. Koska Imf(z) =y = Imz, on
1 1 1
-2

(Imf(2)?  y*  (Imz)*
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Olkoon U ¢ H. Talloin
1 1
Au(F(U)) = / /f L= / /U T D s

Sijoittamalla nahdaan, etta ylla oleva integraali on

(4) Olkoon 0 < r < 1 ja olkoon
0. [0,27] = D, o.(t) = re.
(a) Polulle o, patee

on(8) =1 ja ol (t) = rict,

joten
LAGIEES
Polun o, hyperbolinen pituus on
2 2 o 4d7r
Lp(o,) = ——|ol(t)|dt = dt = .
n(77) /0 1— |ar(t)|2"””( ) /0 12" T 12
(b) .
) r
11—13(1) 1—7r2 0.
()
I drr
Jim 5 = o<,
(5) Olkoon
g:D—H, z+ ,Z_Z
1z—1

luennolla kasitelty kuvaus. Merkitaan

T —1
—o(0) =i i _ _ .
w=9(0)=ija z=g(x) = ——
Talloin
dD(Oa JZ) = dH(g(0)7g(x)) = dH(w7 Z)a
missa | |2
Z—w
h(d =14+ —-—-
o8 ( H(w72>> + 2ImzImw

Selvasti Imw = 1. Kirjoitetaan

r—i (v—i)(—iz—1) —2z+i(l—2?)
z = et et .
iz —1 241 x?2+1

Niinpa

Imz =
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Edelleen
T —1 2 ’x—i+x+i|2 4
— 1 = =

|z —w|* = |- . = :
ix—1 ix—1 2 +1

Siis
42 1 :C2—|—1_1+x2
2241 2 1—22 1—2a2

cosh(dg(w,2)) =1+

joten
1+ 22 1+ 22 1+ 22 2 1+x
d =1 21 =1 =1 .
Niinpa

1+
11—z

dp(0,z) = dg(z,w) = In( ).



