HYPERBOLINEN GEOMETRIA
Ratkaisut, harjoitus 4

(1) (a) Koska D on origokeskinen kiekko, jonka hyperbolinen séde on s, se
on myos euklidinen origokeskinen kiekko ja sen euklidinen sade on
R = tanh(3). Niinpé kiekon Dy hyperbolinen pinta-ala on
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Ylla oleva integraali on

1 _ )747TR2
1— R? 1 -—R%

Sijoittamalla R = tanh(5) saadaan
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Koska cosh®(£) — sinh®*($) = 1, on
Ap(D,) = 4 sinh2(§).
(b) Parametrisoidaan kiekon D, reuna kuvauksen f avulla, missa
f:[0,27] = D, t+> Re™.

Polun f hyperbolinen pituus on
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1= |f(O)] 1—-R>
Siis
ATR tanh(2) s S
L = —— =4r—— 2~ = 4Axsinh(= h(=).
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Koska sinh(2z) = 2sinh(z) cosh(x) kaikilla = € R, on
Lp(f) = 2mwsinh(s).
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(2) Napakoordinaatteja kiyttden suoran Rez = Imz ensimmaéisessé neljanneksessé

oleva osa voidaan kirjoittaa muodossa § = 7. Samaten suoran Rez =

v/3Imz voidaan kirjoittaa muodossa 6 = ¢+ Alueen R rajoiksi saadaan:
s<0<7la % <r< % Niinpa alueen R hyperbolinen pinta-ala on
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(3) Olkoon
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Poincarén kiekon euklidinen ympyra. Etsitdan ympyréan C' hyperbolinen
keskipiste ja séde. Olkoon |z — | = §. Talldin x — 5 = § tai v — § = —¢,

joten ympyran C' leikkauspisteet reaaliakselin kanssa ovat x; = % ja xg =
%. Pisteitten z; ja zo hyperboliset etaisyydet origosta ovat

1 1+ L
dn(1,0) = do(0, 3) = In( i ) =2
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ja
2 1+2
diy (2, 0) = dip(0, =) :111( 3) — In5.
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Olkoon zy ympyran C' hyperbolinen keskipiste. Kuvaus v: D — D,
z + Z on Poincarén kiekon isometria ja v(C') = C. Niinpé téaytyy olla
Y(xo) = g eli zy € R.

Koska reaaliakseli on Poincarén kiekon geodeesi ja xg, 1, xo € R, pétee
pisteitten xg, 1 = % ja g = % etaisyyksille origosta

1 1
dp(0, zo) = dp(0, g) + dD(§7$O)
ja
2 2
dn(0, 5) = dp(0, zo) + dp(zo, g),
missa . 5
dm(gaﬁo) dD(xm g)
Niinpa
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di (0, ) = —(dD(O, ) 4 dp(0, —)) — ~(In5+In2) = In V/10.
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mista ratkaisemalla saadaan, ettd ympyran C hyperbolinen keskipiste on

) V101
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Ympyran C' hyperbolinen sade on

1 1 10
dD(g, o) = dp(0, z¢) — dp(0, §> =Inv10—In2= hﬂ%).

Olkoon C' Poincarén kiekon origokeskinen ympyra. Olkoon r ympyran C'
euklidinen sade. Koska ympyra kulkee pisteen r kautta, on sen hyperbo-

linen sdade In }%; Osoitamme, etta
1+7r
r <lIn ,
11—

kaikilla r € (0,1). Olkoon

1
f:0,1) >R, r—r—1In —1—7"
1—7r
Talloin f on differentioituva kuvaus ja
2
"(ry=1-— :
f (r) 1 _ ,r,Q
Niinpé f’(r) = 0 jos ja vain jos > = —1, mikai ei ole mahdollista. Pisteessa
3
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joten f’(r) < 0 kaikilla » € (0,1), mistd seuraa, ettd f on vdheneva
kuvaus vililla [0, 1). Pisteessd 0 patee f(0) = 0. Niinpéd f(r) < 0 kaikilla
r € (0,1), joten

I+r
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r nl—r’

kaikilla r € (0,1).

(a) Kolmion A; kérjet ovat pisteissé 0, 2 ja oo, joten sen jokainen kulma
on 0. Niinpa

Ag(A) =7m—-3-0=m.

(b) Kolmion A, kérjistd yksi on pisteessé oo, joten sitd vastaava kulma
on 0. Muut karjet ovat yksikkoympyralla ja niita vastaavat kulmat
ovat kumpikin . Niinpa

AH<A2) =7—2-

™
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(¢) Olkoon A, kolmio, jonka kiirjet ovat pisteissi (1,/3), (—1,v/3) ja oo.
Olkoon A, kolmio, jonka kérjet ovat pisteissd 1, —1 ja co. Kolmion
A, kulmat ovat %, ¥ ja 0. Kolmion A, jokainen kulma on 0. Niinpa

s 2m
AH<P1) = AH(Ab) — AH(Aa> =TT — (7T —2- g) == ?

(d) Monikulmio P, voidaan esittdé yhdisteené viidestd kolmiosta, joiden
sisapisteitten joukot eivat leikkaa toisiaan ja joiden kaikki karjet ovat

reunalla OH. Jokaisen tallaisen kolmion hyperbolinen pinta-ala on 7.
Niinpa Ag(P,) = 5.



