HYPERBOLINEN GEOMETRIA

Ratkaisut, harjoitus 2

(1) (a) Kuvat kéytiin ldpi harjoituksissa.
(b) Kuvasta néhdéén, ettd hyperboliset suorat [y, l5 ja I3 ovat yhdensu-
untaisia hyperbolisen suoran [ kanssa.
(c) Olkoon z € INly. Koska z € Iy, on |z — 0] = 2. Niinpd 2z = 2¢'%,
jollain ¢ € [0, 27). Koska z € [, on

2¢"? — 1| = |2cos ¢ — 1 + i2sin | = 2.
Niinpa
(2cosp — 1)* + (2sinp)* = 4,

mista seuraa, etta

1
CoS Y = —.

4
Koska piste z on ylemmassa puolitasossa, on

1 V15
sin ¢ ( 4) 1
Niinpé suorien leikkauspiste on z = § + 2.

(2) (a) Olkoon oy: [0,1] — H, o1(t) = €' + i2¢'. Talloin Imoy(t) = 2¢ ja
oy (t) = e + i2¢'. Niinpa
101(6) = /@ + 4@ = VB!

Polun o7 hyperbolinen pituus on

1 5 (1 5
Ly(oy) = —/5eldt = g/o dt = \/7_

2et
0
(b) Olkoon o9: [0,5] — H, o5(t) =t + i cosh(t). Talldin
t —t
Imoy(t) = cosht = ‘ +2€
ja
, - el —e
oy(t) =14 isinht =1+i( 5 ).
Niinpa

05(t)] = V1 + sinh?¢ = Vcosh?t = cosh .
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Polun oy hyperbolinen pituus on

5
1
Ly(og) = /0 p— coshtdt = 5.

(c) Olkoon o3: [€®,€’] — H, o3(t) = 1 +i1n(¢). Talloin Imos(t) = Int ja
o4(t) = iy. Niinpa Niinpé |o4(t)| = 1. Polun o3 hyperbolinen pituus
on

5 5

<11 e
LH(Ug):/ ——dt =

b}
In(lnt) =Inb—In3=1In-.
i n(lnt) =In5—In3 ng

e3

(3) (a) Olkoon v: H — H, z +— z — 1. Talléin v on ylemmén puolitason
Mobius-kuvaus, joten se on isometria. Niinpa

di(1 41,14 3i) = dg(y(1 + i), (1 + 3i)) = du(i, 3i) = ln% =In3.

(b) Olkoot z = —2 +i ja w = 2 + 4. Télléin

|z —w]* 42

oIlmzImw +2-1~1

I
©

cosh(dg(z,w)) =1+
Niinpa
dyg(z,w) = In(9 + V92 — 1) = In(9 + V80).

(c¢) Olkoon v: H — H, z +— z — 3. Talloin v on ylemmén puolitason
Mobius-kuvaus, joten se on isometria. Niinpa

dyg(1+ 4,5 + 1) = dg(—2 + 1,2 + 1) = In(9 + V/80).

(4) Olkoon v: H — H, z — —Z (eli v on tehtdvissd madaritelty kuvaus).
Téalloin (v o v)(z) = z kaikilla z € H. Niinpd v on bijektio ja sen
kaanteiskuvaus on y~! = ~. Selvisti v on jatkuva kuvaus. Niinpi se
on homeomorfismi.

Olkoot z1,2z9 € H. Olkoon o: [0,1] — H mielivaltainen polku pis-
teestd z; pisteeseen z. TAlloin v o o on polku pisteestd y(z;) pisteeseen
v(22). Edelleen kaikki polut pisteesté v(z1) pisteeseen v(zy) saadaan talla
tavoin, koska v on homeomorfismi. Niinpa riittaa osoittaa, etta polkujen
v oo ja o hyperboliset pituudet ovat samat kun halutaan nayttaa, etta
du(v(z1),7(22)) = du(z1, 22). Voidaan olettaa, ettd o on differentioituva.
(Jos o on ainoastaan paloittain differentioituva, lasketaan polkujen o ja
~voo differentioituvien osapolkujen pituudet ja huomataan, etta talléinkin
poluilla ¢ ja v o ¢ on sama pituus.)

Kirjoitetaan o(t) = z(t) + iy(t). Télléin (v o a)(t)

Niinpé Im(yeo)(t) = y(t) = Im(o)(t) ja (yoo)'(t) =

(v o o) ()] = (=2'(6)” + (' (1))*)? = |o"(1)].

= —x(t) + wy(t).
2/ (t) +1iy'(t), joten
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Niinpa
Latroo) = [l

o’ ()]
Im(o(t)) dt

Téamén perusteella dyg(y(z1),7(22)) = du(z1, 22). Niinpa « on isometria,
koska pisteet z; ja zo valittiin mielivaltaisesti.

Olkoot z,w € H ja olkoon dg(z,w) pisteitten z ja w vélinen hyperbolinen
etdisyys. Osoitetaan, etta

|z — w]

tanh(%dH(z,w)) _

e—al’
missa w on kompleksiluvun w liittoluku.

Olkoon 7 ylemméan puolitason Mobius-kuvaus. Talloin on olemassa
reaaliluvut a, b, ¢, d, joille ad — bc > 0 ja

aq+b
v(q) =

cq+d
kaikilla ¢ € H. Luentojen Lemman 5.13 perusteella

v(g) = v (®)| = lg = pllY (@) 17/ (p)]2
kaikilla p, g € H, missa
ad — cb
(cz +d)?

Huomaa, ettd w ¢ H, koska w € H. Maééritellddn kuvaus 7 samalla
kaavalla myos alemmassa puolitasossa:

v(2) =

aw + b
cw+d

(@) =
Télloin y(w) = ~vy(w). Huomaa, ettd Lemman 5.13 viite pétee vaikka
toinen tai molemmat pisteet olisivat alemmassa puolitasossa ja etta |/ (w)| =
|7/ (w)]. Niinpa

1
V(z) =)l _ |z = wlly'(2) 21 (w)|
(2) =y (@) |z — @|ly(2)]3 ] (@)
Luentojen Lemman 5.7 perusteella on olemassa ylemméan puolitason
Mobius-kuvaus v, joka kuvaa pisteet z ja w imaginaariakselille. Olkoot
u = Im(y(2)) ja v = Im(y(w)). Oletetaan, ettd u > v. Talldin luentojen

Lauseen 5.5 perusteella dg(u,v) = In(%).
Kaikilla reaaliluvuilla z patee

sinh z e —e*

tanh z = = .
coshx er 4 e
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Koska v on isometria, patee

tanh(1dy(z, w))

— tanh(3du(3(2), 7(w)) = tanh(Sds(iu, iv))
= tanh(;In%) = tan (n(—v) = Fame
_ u—v _ |u _ h@E)=—yw)| _ 2w

utv utv [v(2)—(w)] |z—w| "



