JOHDATUS HYPERBOLISEEN GEOMETRIAAN

SISALTO

1. EUKLIDISEN AVARUUDEN GEOMETRIAA

Euklidinen etiisyys

Olkoot = = (z1,72) ja y = (y1,y2) tason R? pisteitii. Pisteitten = ja y euklidinen
etdisyys on

d(z,y) = |z =yl = V(21 — 1) + (22 — y2)2.
Kuvausta
d: R* x R? - R, (z,y) — d(z,y),

sanotaan tason R? euklidiseksi metriikaksi. Kaikille x,y, 2 € R? pitee:

(1) d(z,y) >0,
(2) d(z,y) = 0 jos ja vain jos x =y,
(3) d(x,y) = d(y, z)

(4) d(z,2) < d(x,y) +d(y, 2).

Viimeisestd ominaisuudesta kédytetdan nimitysta kolmioepdyhtdlo.

Tason euklidisessa geometriassa siis kahden pisteen vélista etédisyytta voidaan
ajatella niitd yhdistdvén janan (erikoistapaus polusta) pituutena. Taméa on hyva
lahtokohta, kun halutaan tutkia pisteitten vélisid etédisyyksié eri geometrioissa.
Hyperbolisessa geometriassa maarittelemme ensin hyperbolisen pituuden poluil-
le. Kahden pisteen vilinen etéisyys on sitten minimi néité pisteitd yhdistdvien
polkujen pituuksista. Hyperbolinen etéisyys méérittelee hyperbolisen metriikan.
Osoitamme, ettd mitd tahansa kahta pistettd yhdistaé yksikésitteinen lyhin pol-
ku. Hyperbolisessa geometriassa lyhimmaét pisteitten véliset polut voivat olla ko-
vin erilaisia kuin euklidisessa geometriassa. Kdytdmme niistd nimitysta geodeesi.

Euklidisen tason isometriat ja isometriaryhmé

Ryhmd G on joukko, jossa on mééritelty laskutoimitus. Toisin sanoen, yhdistamalla
kaksi ryhmén alkiota saadaan uusi ryhmén alkio. Laskutoimitukselle pétee:
(1) liitdnnéisyys: (gh)k = g(hk) kaikilla g, h, k € G,
(2) neutraalialkion olemassaolo: ryhméssd G on alkio e, jolle eg = ge = g
kaikilla g € G,
(3) kidnteisalkion olemassaolo: kaikilla ¢ € G on olemassa g~' € G, jolle
997 =g lg=e.

Date: 4. joulukuuta 2015.
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Ryhméan G osajoukkoa H sanotaan ryhmén G aliryhmdaksi, jos H on myés
ryhmé (varustettuna laskutoimituksella, jonka se perii ryhmaélta G).

Isometrialla tarkoitetaan kuvausta, joka siilyttda etédisyydet. Seuraavat ovat
esimerkkeji euklidisen tason R? isometrioista:

(1) identiteettikuvaus e(z,y) = (z,y),
(2) yhdensuuntaissiirto (eli translaatio) 7,4 (x,y) = (z + a,y + b), missa
a,beR,
(3) tason kierto (eli rotaatio),
(4) peilaus suoran suhteen.
Olkoon f: R? — R? isometria. Olkoot x,y € R? ja oletetaan, etti f(z) = f(y).
Talloin
d(z,y) = d(f(x), f(y)) = 0,

joten x = y. Niinpad f on injektio. Seuraavaksi todistamme, ettd f on myos
surjektio:

Lemma 1.1. Olkoon f: R? — R? euklidisen tason isometria. Tdlloin f on sur-
jektio.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd f(0) = 0. Olkoon

B, = B,(0) = {(w1,22) € B? | /a3 + a3 < 1}

suljettu kiekko, jonka keskipiste on origo ja sdde r. Osoitetaan, ettd f(B,) = B,
kaikilla » > 0. Téasta seuraa, ettd f on surjektio. Olkoon x mielivaltainen joukon
B, piste. Télloin ||z — 0|| < r. Koska f on isometria ja f(0) = 0, seuraa tésté,
etta
1f(x) =0 = [If(z) — FOO)f <.

Siispé f(z) € B,. Koska x valittiin mielivaltaisesti, voidaan péételld, etta f(B,) C
B,.

Oletetaan sitten, ettd f(B,) # B,. Talloin on olemassa xy € B, \ f(B,). Kon-
struoidaan seuraavaksi jono joukon f(B,) pisteité:

r1 = f(z0), 22 = f(21),.. 2= f(xic1),- -
Kuvaus f on jatkuva ja B, on kompakti, joten myos f(B,) on kompakti. Niinpé
(x;) on jono kompaktin joukon f(B,) pisteitd, joten silld on suppeneva osajono.
Koska g ¢ f(B,), on
A =d(zo, f(B,)) = inf{d(z0,y) | y € f(B,)} > 0.
Olkoon i < 7. Télloin
(s, ;) = d(zo,7j-5) 2 A,
koska z;_; € f(B,). Tasté seuraa, etté jonolla (z;) ei voi olla suppenevaa osajonoa,
joten paddymme ristiriitaan. Niinp4 oletus f(B,) # B, on vaara ja f(B,) = B,.
Oletetaan sitten, ettd f(0) = a # 0. Olkoon

T .:R? 5 R? z+—z—a,
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tason siirto. Télloin T, on isometria ja myo6s yhdistetty kuvaus T, 0 f on isomet-
ria. Kuvaukselle 7", o f pétee (T, o f)(0) = 0. Edellisen tapauksen perusteella
T, o f on surjektio. Niinpa myos

f=TaoT o)of=T,0(ITq0f)
on kahden surjektion yhdisteena surjektio. |
Koska isometriat ovat myos injektioita, olemme todistaneet seuraavan tuloksen:
Teoreema 1.2. Tason R? euklidiset isometriat ovat bijektioita.

Euklidisen tason R? isometriat siis ovat bijektioita. Myos niiden kiifinteiskuvaukset
ovat isometrioita. Niinpé ne muodostavat ryhmén Isom(R?), laskutoimituksena
kuvausten yhdistédminen.

Harjoitustehtidva 1.3.

Olkoon Ry 2 x 2-matriisi, joka kiertdi tason R? kulman 6 € [0, 27) verran origon

ympéri. Niinpa
cosf sinf
Re_(—sin@ cos@)'

Olkoon a = (ay,as) € R% Olkoon

Tp: R® — R, A TN cgs@ sin 6 (@)
’ Y —sinf cosf Y as

Niinpé Tp, ensin kiertéé pisteen (z,y) origon ympéri kulman 6 verran ja sitten
siirtdéd sen yhdensuuntaissiirrolla vektorin a verran.
Olkoon G = {Tp, | 6 € [0,27),a € R?}.

(1) Olkoot 6,¢ € [0,2m) ja olkoot a,b € R% Osoita, ettd yhdistetty kuvaus
Ty 0 Ty on muotoa T, ., missd v € [0,27) ja ¢ € R2. Osoita, ettd G on
ryhmé kuvausten yhdistdmisen suhteen.

(2) Osoita, ettd tason kierrot origon ympéri muodostavat ryhmén G ali-
ryhmaén.

(3) Osoita, ettéd tason yhdensuuntaissiirrot muodostavat ryhmén G aliryhmén.

Euklidisen tason laatoitukset

Saannollinen n-kulmio on monikulmio, jolla on n samanpituista sivua ja jon-
ka kaikki kulmat ovat yhtd suuria. Liséksi kaikki sivut ovat geodeeseja. Niinpa
sddnnollinen 3-kulmio on tasasivuinen kolmio ja sdénnéllinen 4-kulmio on nelio.
Euklidisen tason laatoituksella eli tessellaatiolla tarkoitetaan tason peittdmista
kuvioilla, jotka eivit mene pééllekkdin. Euklidinen taso voidaan laatoittaa kol-
mella eri tavalla kiyttden samankokoisia sdannéllisida monikulmioita. T&lla tavoin
saadaan tasasivuisista kolmioista, nelidista ja sddnnollisistd kuusikulmioista koos-
tuvat laatoitukset. Laatoitusten suhteen hyperbolinen geometria poikkeaa suures-
ti euklidisesta geometriasta: on olemassa ddrettoméan monta eri tapaa laatoittaa
hyperbolinen taso sdannollisilla hyperbolisilla monikulmioilla!
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2. RIEMANNIN PALLO

Lisdtéaan kompleksitasoon yksi yliméa#rdinen piste, josta kdytetdan merkintédé oco.
Niin saatu yhdiste C = C U {oo} on Riemannin pallo.

Olkoon X kompleksitason osajoukko. Jos kaikilla z € X on olemassa sellainen
e > 0, ettd

Ucz) ={weC||w—z<e} CX,

sanotaan joukkoa X kompleksitason avoimeks: osajoukoksi. Vastaavasti sanotaan,
ettd joukko X C C on kompleksitason suljettu osajoukko, jos sen komplementti
C\ X on avoin.

Joukkoa X C C sanotaan rajoitetuksi, jos on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd
X C U(0).

Seuraavaksi méadrittelemme vastaavat késitteet Riemannin pallolle. Olkoon & >
0. Mééritellaan joukko U.(00) seuraavasti:

U.(00) ={w € C | |w| > e} U{oo}.

Miiritelmi 2.1. Riemannin pallon C osajoukko X on avoin, jos kaikilla x € X
on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd U.(z) C X. Joukko X C C on suljettu, jos sen
komplementti on avoin.

Maéaritelmésté 2.1 seuraa valittomasti, ettd kompleksitason avoimet osajoukot
ovat avoimia my6s Riemannin pallossa.

FEsimerkki 2.2. Olkoon
E={ze€C||z| > 1} U{oo} = Ui(c0).

Néytamme, ettd kaikilla z € E on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd U.(z) C E.
Koska E = U;(00), voidaan pisteelle z = oo valita ¢ = 1. Pisteelle z € E \
{oo} puolestaan pétee, ettd U.(z) C E kaikilla ¢ € (0,|z] — 1). Niinpd E on
Riemannin pallon avoin osajoukko. Vastaavasti yksikkéympyrd S! on Riemannin
pallon suljettu osajoukko, koska sen komplementti

C\S' = U, (0) UU,(c0)
on avoin.

Riemannin pallo on esimerkki yhden pisteen kompaktisoinnista.

Jonon suppeneminen Riemannin pallolla voidaan méaritella kuten jonon suppe-
minen kompleksitasossa: Olkoon (z,) jono Riemannin pallon pisteitd. Sanomme,
ettd jono (z,) suppence kohti pistettd z € C, jos jokaista positiivista reaalilukua
¢ kohti on olemassa sellainen N > 0, etta z, € U.(z) kaikilla n > N.

Harjoitustehtava 2.3.
1

Osoita, ettd jono (-)o2, suppenee kohti origoa ja ettéd jono (n);2; suppenee kohti
pistetta oo.

Olkoon X C C. Joukon X sulkeuma Riemannin pallolla on
X ={2€C|U.(2) N X # 0 kaikilla ¢ > 0}

ja sen reuna on X N (C\ X).
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Harjoitustehtiava 2.4.

Mééritd joukkojen X = {1 |n € Z\ {0}} jaY = {a+ib| a,b € Q} sulkeumat
Riemannin pallolla.

Misritelmi 2.5. Olkoon C' C C. Sanomme, ettd C' on Riemannin pallon ym-
pyrd, jos C' on joko kompleksitason euklidinen ympyra tai kompleksitason eukli-
disen suoran ja joukon {oc} yhdiste.

Stereografinen projektio
Samastetaan taso R? C R? kompleksitason C kanssa, jolloin piste (z,y,0) vas-
taa pistettd x + 1y. Olkoon
S?* = {(w1, 72, 73) € R® | 2% + 25 + 23 = 1}
avaruuden R? yksikkopallo. Médritelliin kuvaus
£€:§* - C=CuU{oo}

seuraavasti:
§(N) = oo,
missi N = (0,0, 1) on yksikkopallon S? pohjoisnapa, ja
r oy
—(— Y 0
E(r,9.2) = (12—, —L0),

jos (2,,2) £ N.
Huomaa seuraava: Olkoon P € S?, P # N. Olkoon Lp avaruuden R? euklidinen
suora, joka kulkee pisteitten N ja P kautta. Télloin {(P) on suoran Lp ja xy-tason
leikkauspiste.
Kuvaus ¢ on bijektio. Sen kisnteiskuvaus on £é71: C — S?, jolle £71(o0) = N
ja
1 , 2z 2y |2)* =1
¢ (“Zy)_(\z|2+1’|zy2+1’|z|2+1)’
jos x+iy € C. Seki € etté £ ovat jatkuvia, joten & on homeomorfismi. Kuvausta
¢ sanotaan Riemannin pallon stereografiseksi projektioksi kompleksitasolle.

Kompleksitason suorista ja ympyroista

Tarkastellaan yhtaloa

A(@® +y?) + 282 + 29y + C =0, (*)
missd A, 3,7, C € R. Yhtélon ratkaisujoukko on joko taso, ympyré, suora, piste
tai tyhja joukko. Kirjoitetaan z =z + 1y, z = x — 1y, B = 8 + i, jolloin

24z . z—Z
2 YT,
Yhtélo (x) voidaan kirjoittaa muodossa
Az2+2ﬁz;rz +2722_,Z +C=0.
i
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Sieventamélla saadaan:
Azz+ Bz+ Bz+C =0.
Oletetaan ensin, ettd A # 0 ja kerrotaan ylla oleva yhtélo vakiolla A. Saadaan
A2z + ABz + ABz + AC = 0.
Tama on yhtépitdvaa sen kanssa, etta
|Az + B|* — BB = (A2 + B)(Az + B) — BB = —AC.
Edelleen yhtapitavasti
|Az + B> = |B|* — AC. (xx)

Yht#lo (++) on ympyrin yhtils tdsmilleen silloin, kun |B|*> — AC > 0.

Oletetaan seuraavaksi, ettd A = 0. Talloin yhtilo (%) sieventyy muotoon

Bz+ Bz+C =0.
Kun kirjoitetaan B = 4 iy ja 2 = x + iy, yhtélo saadaan muotoon
2Bz 4 2yy = —C. (5 * )

Yhtalo (% % %) on suoran yhtélo, jos ja vain jos B = f+1iv # 0, eli jos ja vain jos,
|B]* > 0= AC.

Ylla olevan perusteella

Al +9y?) + 2Bz +2yy+C =0

on suoran tai ympyrin yhtils, jos ja vain jos |B|* > AC.

Olkoon P avaruuden R? taso, jonka yht#lé on

a1 + oy + azz +a =0,

missi oy, s, a3, € R. Tason P leikkaus yksikkopallon S? kanssa on joko tyhj
joukko, piste tai ympyri. Leikkaus PNS? on ympyré tdsmélleen silloin kun origon
etiisyys tasosta P on < 1. Palautetaan mieliin, ettd pisteen (xg,yo,20) € R3
etaisyys tasosta P on

|Oé1$0 + a2Yp + Q320 —+ Oé|

)
Vai+as+a3

joten origon etiisyys tasosta P on

|

Vi + a3+ a3

o

Vai+ a3+ a?

P:ojx+ asy+ azz+a =0,
missi a; = 26, oy = 2y, a3 = A — C ja o = A+ C. Téllsin leikkaus P N'S? on
ympyré tdsmilleen silloin kun

(A+CP=a’<a+ai+a; =48 +4y* + (A - C).

Haluamme, etta

< 1.

Tarkastellaan tasoa
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Yhtapitavéasti
AC < 2 ++* = |BJ%,
misséd B = 3 + 7.

Lause 2.6. (1) Jos C' on kompleksitason C ympyri, niin £1(C) on pallon

$? ympyrd, N ¢ §1(C).

(2) Jos L on kompleksitason C suora, niin (LU {oo}) = (L) U{N} on
pallon S* ympyrd.

(3) Jos C on pallon S* ympyri ja N € C, niin £(C) on kompleksitason suoran
ja joukon {oo} yhdiste.

(4) Jos C on pallon S* ympyri ja N ¢ C, niin £(C) on kompleksitason C
Ympyra.

Siis: Joukko C' on Riemannin pallon C ympyri, jos ja vain jos £~1(C) on pallon
S? ympyri.

Todistus. Olkoon U C S?. Oletetaan, etti £(U) on Riemannin pallon ympyré.
Talloin on olemassa A,C' € R ja B € C, joille |B|*> > AC ja joukon U pisteiti
ovat tdsmilleen ne (z,y, z), joille pétee

Olkoon B = 3 + i7, jolloin B = 3 — i7. Koska

(x,y,2) = :Cltlzy ja e+t 427 =1,
on
rtiy v—iy 1+=z2

11—z 1—2z 1—2

Niinpé yhtélo (o) voidaan kirjoittaa muotoon

1+2 Tty Ty
A — = 0.
1_Z—|—(ﬁ 27)1_24—(64—27)1_24—0 0
Yhtéapitavéasti
2804+ 2vy+ (A—-C)z+ A+ C =0. (00)

Yht#lé (o) on avaruuden R? tason yht#ls, kiytetiifin télle tasolle merkintés P.
Siis pétee

U={(z,y,2) €S*| 282+ 2y + (A —-C)z+ A+ C =0}

ja U = PNS? on ympyri, koska |B|> > AC. Niinpd U on yksikképallon S?
ympyré, jos £(U) on Riemannin pallon ympyrd. Samoin ndhdédén, ettd jos £(U)
on Riemannin pallon ympyra, niin U on yksikkopallon ympyré. 0
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3. PITUUS JA ETAISYYS HYPERBOLISESSA GEOMETRIASSA

Ylempi puolitaso

Hyperbolinen geometria voidaan konstruoida useilla eri tavoilla. N&itd tapoja
kutsutaan malletksi. Yksi tarkeistd malleista on ylemmdan puolitason malli.

Maaritelma 3.1. Ylempi puolitaso H on niiden kompleksilukujen joukko, joiden
imaginddriosa on positiivinen: H = {z € C | Im(z) > 0}.
Maaritelma 3.2. Ylemmén puolitason H reuna dgdrettomyydessd on

OH = {z € C|Im(z) =0} U{oo}.

Ylemmén puolitason reunalle dérettomyydessé kiytetddin myos merkintid R.
Yleisemmin voidaan méaritellé ylemman puolitason osajoukon X reuna dérettomyydessé:
Olkoon X joukon X sulkeuma Riemannin pallolla. Joukon X reunalla déirettomyydessé
tarkoitetaan leikkausta X NR.

Polkuintegraalit

Jatkuvaa kuvausta §: [a,b] — C (tai [a,b] — R?) sanotaan poluksi kompleksita-
sossa. Pisteitd 0(a) ja 6(b) sanotaan polun § péétepisteiksi. Usein myos kuvaa
d([a, b]) sanotaan poluksi ja kuvausta ¢ sanotaan polun parametrisoinniksi.

Esimerkki 3.3. Olkoot 6;: [0,1] — C, t — t + it ja §: [0,1] — C, t — t* +
it?. Talloin 61 ja dy ovat saman polun parametrisointeja. Molemmat kuvaukset
parametrisoivat euklidisen janan origosta pisteeseen 1 + i.

Polkua 4 [a, b] — R? sanotaan differentioituvaksi (tai C!-poluksi), jos silld on
jatkuva derivaatta avoimella vililld (a, b). Koordinaattien avulla voimme kirjoit-
taa d(t) = (z(t),y(t)), missid kuvaukset x(t) ja y(t) ovat jatkuvia valilla [a,d] ja
niilld on jatkuvat derivaatat valilla (a,b). Polun § euklidinen pituus on

/ NIE: o)t

Samastetaan kompleksitaso C euklidisen tason R? kanssa. Télloin §(t) = x(t) +
iy(t) ja 8'(t) = 2/(t) + 19/ (t). Edelleen

[6'(8)] = /(' (1) + (' (1)),

joten polun ¢ pituus voidaan kirjoittaa muodossa

b
= / |6 (¢)|dt.

Olkoon sitten f: C — R jatkuva kuvaus. Kuvauksen f polkuintegraali polkua

0 pitkin on
|- / FEEIT (D],
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Huomautus 3.4. Voidaksemme laskea kuvauksen f integraalin polkua ¢ pitkin,
meidén taytyy valita parametrisointi polulle ¢. Voidaan nayttéaa, ettd polkuinte-
graali [, s J el riipu polun ¢ parametrisoinnista.

Harjoitustehtava 3.5.

Tarkastellaan parametrisaatioita
(1) 61:[0,2] = C, t—t+1,
(2) 02: [1,2] = C, t— (1> —1t) +1.
Néyta, ettd namé parametrisoinnit méérittelevat saman polun §. Olkoon f(z) =
Im(z). Laske polkuintegraali |, s/ kumpaakin parametrisaatiota kéyttéen.

Maéritelmé 3.6. Polkua §: [a,b] — C sanotaan paloittain differentioituvaksi,
jos se on jatkuva koko vélilla [a,b] ja differentioituva muualla paitsi dérellisen
monessa pisteessé.

Integraali | s / paloittain differentioituvaa polkua ¢ pitkin lasketaan seuraavasti:
Polku 0 esitetdan adrellisen monen differentioituvan polun yhdisteené. Lasketaan
kuvauksen f polkuintegraali néité differentioituvia osapolkuja pitkin ja lasketaan
yhteen saadut polkuintegraalit.

Etaisyys hyperbolisessa geometriassa

Seuraavaksi méa#rittelemme metriikan ylempéan puolitasoon H. Aloitamme mé&a-
rittelemélléd paloittain differentioituvan polun pituuden:

Madéritelmé 3.7. Olkoon 0: [a,b] — H ylemmé&n puolitason H = {z € C |
Im(z) > 0} polku. Polun § hyperbolinen pituus on

P
Lu(0) = /um(z) - / fm(o(e)) "

Esimerkki 3.8. (1) Olkoon
0: [0, 1] — H, t— ay —|—t(a2 —Cll) +Zb,

polku pisteestd a; + b pisteeseen ay + ib. Talloin
8 (t) = as — ay ja Im(4(t)) = b,

joten

1

lag — ay| lag — ay]|
Ly(d) = dt = .
<) /0 b b

(2) Edellisen kohdan perusteella vaakasuoran polun pisteesté —2+-i pisteeseen
2 + ¢ pituus on 4.
(3) Olkoon sitten & polku pisteestd —2 + i pisteeseen 2 + i,
5(t) = (2t —2)+i(l+1t), jos 0<t<1,
|l (2t—=2)+i(3—1), jos 1<t<2
Téalloin
5(t)] = 12 +i| =5, jos 0<t<l,
12 —i| =5, jos 1<t<2,
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ja
1+t jos 0<t<1,
tm(é(t)) = { 3—t, jos 1<t<2.
Niinpéa
1 2
Lu(d) = | T‘ﬁdt+f1 Bt 2

= V5| In(1+4+1t)—+/5

= 2v/5 In2.

Huomaa, etté kolmannen kohdan polulla on lyhyempi hyperbolinen pituus kuin
toisen kohdan polulla.

In(3 —t)

1

Harjoitustehtiava 3.9. Olkoon 0 < a < 1 ja olkoon ¢ jana pisteestd ai pisteeseen
1.

(1) Parametrisoi 9.
(2) Osoita, etti Ly(0) =1n(1/a).

Maéésritelma 3.10. Olkoot z,z € H. Pisteitten z ja 2z’ vélinen hyperbolinen
etaisyys on

dy(z,2') = inf{Ly(9)},
missé infimum otetaan kaikkien niiden paloittain differentioituvien polkujen o
joukosta, joiden péétepisteet ovat z ja 2’

Harjoitustehtava 3.11. Osoita, etti dy toteuttaa kolmioepdyhtdlon:
du(z, 2z) < du(z,y) + duly, 2z), kaikilla z,y,z € H.

4. YMPYRAT, SUORAT JA MOBIUS-KUVAUKSET

Ympyrit ja suorat

Olemme kiinnostuneita seuraavasta ongelmasta: Olkoot z ja w ylemmén puolita-
son H pisteitd. Miké on pisteitten z ja w vélinen lyhin polku? (Lyhinta polkua sa-
notaan geodeesiksi.) Lyhimpien polkujen 16ytdmiseksi pohdimme ensin komplek-
sitason suoria ja ympyroita.

Samastetaan euklidinen avaruus R? kompleksitason C kanssa samastamalla
pisteet (z,y) € R? jax + iy € C.

Suorat
Olkoon L ensin tason R? suora. T#llin suoran L pisteet (x,y) toteuttavat yhtélon

(1) ar+by+c=0,

joillakin reaaliluvuilla a, b ja c. Kirjoitetaan z = x+iy. Kompleksiluvun z komplek-
sikonjugaatti on Z = x — 1y. Niinpé

1 . 1 _
a:—é(zjtz) ja y—2—i(z—z).
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Sijoittamalla ndmé lausekeet yhtdloon 1, saadaan
a(%(z +7) + b(%(z —3)4e=0.
Yksinkertaistamalla saadaan

1 1
—(a —ib)z + §(a—|— ib)z +c = 0.

2
Olkoon 8 = (a — ib)/2. T&llin suoran L yhtaloksi saadaan
(2) Bz+BZ+c=0.
Ympyrat

Olkoon C tason R? ympyré, jonka siide on r ja keskipiste (zg, yo). T#lloin ympyrén
C yhtilo on

(z —20)* + (y — yo)* = °.
Olkoot z = x + iy ja zg = xg + 1yo. Talloin ympyrin C' yhtélé voidaan kirjoittaa

|z — 2]? = r°.

Jokaiselle kompleksiluvulle w pitee ww = |w|?. Niinpé ympyrin C yht#ls voidaan

kirjoittaa muotoon

(2 = 20)(z — 20) =17,

eli
. _ _ 2
2Z — 2oz — 292 + 20z9 — 7 = 0.

Olkoot B = —Z ja v = 2Z9 — r* = |20|*> — r?. Téll6in ympyrdin C yhtdloksi
saadaan
(3) Z+Bz+Bz+vy=0.

Huomautus 4.1. Huomaa, ettéd jos yhtalo 2 tai yhtélo 3 kerrotaan nollasta poik-
keavalla kompleksiluvulla, saadaan yhtélo, joka méaarittelee saman suoran tai ym-
pyran kuin alkuperdinen yhtélo.

Yhtélot 2 ja 3 voidaan yhdistdé seuraavasti:

Lause 4.2. Olkoon A kompleksitason C suora tai ympyrd. Tdlloin A voidaan
esittdda yhtalolla

(4) azZ+ Bz +pBE+v=0,

missi o,y € R ja f € C.

Huomautus 4.3. Yhtdlo 4 kuvaa suoraa, jos a = 0, ja ympyrdd, jos a # 0.
Jalkimmaisesséd tapauksessa yhtédlo 4 voidaan jakaa luvulla «, jolloin saadaan

muotoa 3 oleva yhtélo. (Triviaalit tilanteet, joissa esim. a = = 0 jétetddn
lukijan selvitettéviksi.)

Harjoitustehtava 4.4. Olkoon C yhtilon 4 toteuttava ympyra. Esitd ympyrin
C keskipiste ja side vakioitten o, B ja v avulla.
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Ylemmain puolitason H geodeesit

Kompleksitason C suorista ja ympyroista ne, joille kaikki vakiot «, 8 ja v yhtélossa
4 ovat reaalilukuja, muodostavat téarkeén luokan.

Lause 4.5. Olkoon A kompleksitason C suora tai ympyrd, joka toteuttaa yhtdlén
azz + Pz + fzZ +v =0, missi o, 5,y € R. Tdlloin A on joko (i) ympyrd, jonka
keskipiste on reaaliakselilla tai (ii) reaaliakselia vastaan kohtisuorassa oleva suora.

Todustus. Todistuksen idea on seuraava: Kirjoita z = x + iy ja sijoita yhtdloon
azzZ + Pz + fZ + v = 0. Télloin y:n ensimmaéiset potenssit katoavat yhtalosta,
misté seuraa lauseen viite. 0

My6hemmin ndemme, ettd ylemméan puolitason geodeesit (eli polut, joilla on
lyhin hyperbolinen pituus) ovat tdsmélleen Lauseen 4.5 kuvaamien suorien ja ym-
pyroitten leikkaukset ylemmén puolitason kanssa. Huomaa, ettd kompleksitason
ympyré, jonka keskipiste on reaaliakselilla, leikkaa reaaliakselin ortogonaalisesti
(eli kohtisuorassa).

Maiaritelma 4.6. Reaaliakselia vastaan kohtisuorassa olevia ylemmén puolita-
son puoliympyroité ja puolisuoria sanotaan hyperbolisiksi suoriksi. Hyperbolisten
suorien muodostamalle jokolle kdytetdan merkintad H.

Maaritelma 4.7. Hyperbolisia suoria [; ja ly sanotaan yhdensuuntaisiksi, jos
ll N lg - @

Lemma 4.8. Olkoot p,q € H. Tdlloin on olemassa yksikdsitteinen pisteitten p ja
q kautta kulkeva hyperbolinen suora (.

Todistus. Osoitetaan olemassaolo: Oletetaan ensin, ettd Re(p) = Re(g), missa Re
tarkoittaa luvun reaaliosaa. Talléin

l={2€C|Re(z) =Re(p)} NH

on pisteitten p ja g kautta kulkeva hyperbolinen suora. Selvisti [ on kohtisuorassa
reaaliakselia vastaan.

Oletetaan sitten, ettd Re(p) # Re(q). Etsitddn euklidinen ympyra, jonka keski-
piste on reaaliakselilla ja joka kulkee pisteitten p ja g kautta. Olkoon L, , pisteita
p ja q yhdistdvé jana ja olkoon L janan L, , keskinormaali. Jokaisen pisteitten p
ja g kautta kulkevan ympyran keskipiste on suoralla L. Olkoon ¢ piste, missa L
leikkaa reaaliakselin. Talléin |c — p| = |c = ¢|. Ympyra

A={zeCllz—c=|c—pl}

kulkee pisteitten p ja g kautta ja sen keskipiste ¢ € R. Niinpd [ = A N H on
haluttu hyperbolinen suora.
Yksikésitteidyyden todistaminen jaakoon harjoitustehtaviksi. O

Eukleideen yhdensuuntaisaksiooma ei pade

Eukleideen yhdensuuntaisaksiooma ei pade ylemmésséd puolitasossa:
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Teoreema 4.9. Olkoon | hyperbolinen suora ja olkoon p € H, p ¢ . Tdlldin
on olemassa ddrettomdn monta pisteen p kautta kulkevaa suoran | kanssa yhden-
suuntaista hyperbolista suoraa.

Todistus. Lisdtdan mydhemmin. O

Moé6bius-kuvaukset

Maéaritelméa 4.10. Olkoot a, b, ¢, d € R sellaisia, ettd ad — bc > 0. Olkoon

az+b
cz+d

Kutsumme kuvausta v ylemmdn puolitason H Mébius-kuvaukseksi.

v H—H, z+—

Harjoitustehtava 4.11. Olkoon v ylemmdn puolitason H Mdébius-kuvaus. Néytd,
etti vy on hyvin mdadritelty, eli etti v(z) € H kaikilla z € H. Néaytd myds, etti
on bijektio. Miki on kuvauksen v kddnteiskuvaus y~1?

Lause 4.12. Olkoon Mob(H) ylemmdn puolitason H kaikkien Mébius-kuvausten
muodostama joukko. Tdlloin Mob(H) on ryhmd, jonka laskutoimitus on kuvausten
yhdistdminen.

Huomautus 4.13. Ryhmédn Mob(H) laskutoimitus on kuvausten yhdistdminen.
Olkoot 71 ja 7, Mobius-kuvauksia. Kéytdmme kuvausten 7; ja 2 yhdisteelle
1 © Yo merkintdd v;y,. Niinpéa

(M72)(2) = (1 072)(2) = 1(72(2))
kaikilla z € H.

Harjoitustehtava 4.14. Todista Lause 4.12, eli tee seuraavat asiat:

(1) Osoita, ettd Mobius-kuvausten yhdiste on Mdbius-kuvaus.

(2) Tarkista listanndisyys (voit kdayttad tietoa, etti kuvausten yhdistiminen on
listinndinen operaatio).

(3) Osoita, ettd identtinen kuvaus H — H, z — z, on Mdébius-kuvaus.

(4) Osoita, etti jokaisen Mébius-kuvauksen ~y kidinteiskuvaus y~1 on Mdbius-
kuvaus.

Esimerkkejia Mobius-kuvauksista: Siirrot z — z+b, venytykset z — kz (k > 0),
inversio z - —1

Harjoitustehtivi 4.15. Osoita, etti siirrot, venytykset ja inversio z +— —1

z
az+b el
ot mussi a,b,c,d € R,

ovat Mébius-kuvauksia kirjoittamalla ne muodossa z —
ad — bc > 0.

Olkoon H € H, eli H on hyperbolinen suora (eli H on joko puoliympyré, jonka
keskipiste on reaaliakselilla tai reaaliakselia vastaan kohtisuorassa oleva suora).
Seuraavaksi osoitamme, ettd y(H) € ‘H kun v on Mobius-kuvaus.
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Lause 4.16. Olkoon H joko puoliympyrd, jonka keskipiste on reaaliakselilla, tai
reaaliakselia vastaan kohtisuorassa oleva suora, ja olkoon v ylemmdn puolitason
H Mébius-kuvaus. Tdlloin v(H) on joko puoliympyrd, jonka keskipiste on reaa-
liakselilla, tai reaaliakselia vastaan kohtisuorassa oleva suora.

Todistus. Esimerkin 4.14 perusteella tieddmme, ettd ylemmén puolitason Mobius-
kuvaukset ovat ylemmén puolitason bijektioita itselleen. Niinpé riittda osoittaa,
ettd v kuvaa kompleksitason C reaaliakselia vastaan kohtisuorassa olevat suorat
ja ympyrét, joiden keskipiste on reaaliakselilla, reaaliakselia vastaan kohtisuorassa
oleville suorille ja ympyroille, joiden keskipiste on reaaliakselilla. Téllaisen suoran
tai ympyran yhtéalo voidaan kirjoittaa muodossa

(5) azz+ Bz + Pz +06 =0,
joillakin «, 3,4 € R. Olkoon

w=(z) = az+0b
AL
missé a, b, c,d € R ja ad — bc > 0. T&lloin
dw —b
2= —\
—Ccw + a
Sijoittamalla yhtédloon 5 saadaan:
dw—0b  dw—0b dw — b dw — b
TNy 5=
a(—cw+a)(—c@+a>+5(—cw+a)+ﬁ<—c@+a>+ 0

Niinpé
a(dw — b)(dw — b) + B(dw — b)(—cw + a)
+ B(dw — b)(—cw + a) + 6(—cw + a)(—cw + a) = 0.
Yksinkertaistamalla saadaan
(ad® — 2Bcd + 6c*)ww + (—abd + Bad + Bbe — dac)w
+ (—abd + Bad + Bbc — Sac)w + (ab® — 2Bab + da*) = 0,
miké on juuri sellaisen suoran tai ympyran yhtélo, joka haluttiin saada. [
Lause 4.16 voidaan esittdd myos seuraavasti:

Lause 4.17. Olkoon v ylemmdn puolitason Mdébius-kuvaus. Tdlloin v kuvaa hy-
perboliset suorat hyperbolisille suorille.

5. MOBIUS-KUVAUKSET JA YLEMMAN PUOLITASON GEODEESIT

Enemmain Mobius-kuvauksista

Ylemmén puolitason H = {z € C | Im(z) > 0} reuna on joukko
OH = {z € C|Im(z) =0} U{oo}.
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Olkoot a, b, c,d € R, ad — bec > 0. Olkoon
az+b
(6) (2) =

cz+d
jolloin v on Md&bius-kuvaus.
Maaritellddan v myos reunalla OH. Reaaliakselilla, lukuunottamatta pistetté

z = —d/c, méarittelemme arvon (z) yhtdlon 6 avulla. Pisteessi z = —d/c
médrittelemme y(—d/c) = co. Maéritellaksemme arvon y(co) kirjoitetaan
a+b/z
(z) = c+d/z

Huomaa, ettd 1/z — 0, kun z — oco. Niinpd méaarittelemme ~y(co) = a/c. Huo-
maa, ettd jos ¢ = 0, niin @ # 0 ja d # 0. T&lloin méadrittelemme a/0 = oo ja
—d/0 =0

Harjoitustehtiava 5.1. Osoita, ettd v|: OH — OH on bijektio.
Seuraava lause kertoo, ettd ylemmén puolitason Mdobius-kuvaukset sailyttavit

etaisyyden. Etdisyyden séilyttiavaa bijektiota kutsutaan isometriaksi. Niinpa Mobius-
kuvaukset ovat ylemmé&n puolitason isometrioita.

Lause 5.2. Olkoon ~ ylemmdn puolitason Mdbius-kuvaus ja olkoot z,z" € H.

Tdalloin
du(v(2),7(2")) = du(z, 2').

Todistus. Olkoon o polku pisteesté z pisteeseen z’. Télloin yoo on polku pisteesté
v(2) pisteeseen 7(z’). Edelleen, koska v on homeomorfismi (itse asiassa komplek-
sidiffeomorfismi), kaikki polut pisteesté (z) pisteeseen v(z') saadaan talla tavoin.
Niinp4 riittda osoittaa, ettd Ly(y o o) = Ly(o).

Laskemalla ndhdaén, etta

, _ad—bc
|7 (Z)‘ - |CZ—|—CZ|2
ja
(ad — be)
| =— 1 .
m(3(2)) = g m(e)
Ketjusaddntoa soveltamalla saadaan
Lu(yoo) = [1oe2sdt

— Y (e(@)llo’ (#)]
- f /YIm (yoo)( t) dt

_ ad—bc |co (t)+d|
- f]ca -l—d|2 )| ad—bc Im(o(t) dt

_ ‘”(t'dt

Im(o(t))

= Lu(o).

Harjoitustehtava 5.3. Osoita, ettd

, ad — bc
Y (2)] =

lcz + d|?
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ja

Im(y(2)) = (22— 09

Harjoitustehtava 5.4. Olkoon z = x + iy € H. Mdadritellain kuvaus v asetta-
malla v(z) = —x + 1y. (Huomaa, etti v ei ole Mobius-kuvaus.)

(1) Naytd, etti v: H — H on bijektio.

(2) Olkoon o: [a,b] — H differentioituva polku. Ndiytd, ettd

Ly(yoo) = Lyg(o).

Padittele, ettd v on ylemmdn puolitason isometria.

Imaginéiriakseli on geodeesi

Seuraavaksi lihdemme etsiméén ylemmén puolitason geodeeseja eli kahden pis-
teen vilisia lyhyimpiéd polkuja. Ensimméiseksi osoitamme, ettd imaginéériakseli
on geodeesi.

Lause 5.5. Olkoot a,b € R, 0 < a < b. Tdlloin pisteitten ia ja b vdilinen
hyperbolinen etdisyys on In(b/a). Edelleen, pystysuora jana pisteestd ia pisteeseen
ib on yksikdsitteinen pisteitten ia ja ib vilinen polku, jonka pituus on In(b/a),
kaikkien muiden pisteitten ia ja ib wvdlisten polkujen pituus on suurempi kuin
In(b/a).

Todistus. Olkoon o(t) = it, a <t <b. Talloin o on polku pisteesti ia pisteeseen
ib. Selvisti ||o’(t)]| = 1, joten

b
1
Ly(o) = / Zdt =In(b/a).
Olkoon sitten o: [0,1] — H, ¢ — x(¢) + iy(t), mielivaltainen polku pisteesté ia
pisteeseen ¢b. Talloin

SN
y'(t
0 y(t) dt

Jo St
= In(y(1)) — In(y(0))
In(b/a).

Niinpd minké tahansa pisteet ¢a ja ib yhdistdvan polun pituus on vahintaéan
In(b/a) ja pituus on tésmaélleen In(b/a), jos 2/(t) = 0. Tdmé on mahdollista
ainoastaan kun z(t) on vakio, eli o on jana pisteesté ia pisteeseen b. O

Lu(o) = [y YO

AV

Kuvaukset imagindiriakselille

Toistaiseksi olemme osoittaneet, ettd imagindariakseli on geodeesi. Vaitamme,
ettd myos miké tahansa ylemmén puolitason reaaliakselia vastaan kohtisuorassa
oleva suora tai ympyra on geodeesi. Ensimmaéiseksi naytdmme, ettd miké tahansa
geodeesiehdokkaistamme voidaan kuvata imaginéériakselille Mobius-kuvauksella.
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Huomautus 5.6. Huomaa, ettd péétepisteet reunalla OH maardaviat geodeesieh-
dokkaamme yksikésitteisesti. Ylemméan puolitason puoliympyroilld, jotka leikaa-
vat reaaliakselin kohtisuorassa, on kaksi péddtepistettd reaaliakselilla. Ylemmén
puolitason puolisuorilla, jotka ovat kohtisuorassa reaaliakselia vastaan, on yksi
padtepiste reaaliakselilla toisen paatepisteen ollessa oc.

Lemma 5.7. Olkoon H € H. Tdlloin on olemassa v € Mob(H), joka kuvaa H:n
bijektiivisesti imaginddriakselille.

Todistus. Olkoon H ensin suora Re(z) = a. Télloin siirto z — z — a on M&bius-
kuvaus, joka kuvaa suoran H imagindériakselille Re(z) = 0.

Olkoon H seuraavaksi puoliympyré, jonka pédtepisteet ovat &, ja & € R,
missd £ < &,. Olkoon v kuvaus

o2&
Koska —¢_ + &, > 0, kuvaus v on Mobius-kuvaus. Niinpa v(H) € H. Selvisti
v(&1) =0 ja y(£-) = oo, joten kuvan y(H) tdytyy olla imaginaériakseli. O

Harjoitustehtava 5.8. Olkoot H,, Hy, € H. Osoita, ettd on olemassa Mobius-
kuvaus vy, jolle v(Hy) = Hj.

Lemma 5.9. Olkoon H € H ja olkoon zy € H. Tdilléin on olemassa ylemmdn
puolitason Mobius-kuvaus v, joka kuvaa H :n imaginddriakselille ja jolle v(zo) = i.

Todistus. Lemman 5.7 perusteella on olemassa ylemmén puolitason Mobius-kuvaus
7, joka kuvaa H:n imagindériakselille. Niinpa ~; (zo) on imagindériakselilla. Kai-
killa & > 0, Mobius-kuvaus 12(z) = kz kuvaa imagindériakselin itselleen. Kun
k > 0 valitaan sopivasti, kuvaus 7, kuvaa pisteen ~;(zg) pisteelle i. Yhdistetty
kuvaus v = 5 o 1 on haluttu Mébius-kuvaus. 0

Harjoitustehtava 5.10. Olkoot Hy, Hy € H ja olkoot z1 € Hy, zo € Hy. Niytd,
etti on olemassa sellainen Mobius-kuvaus v, etti v(Hy) = Hy ja v(z1) = 2.

Teoreema 5.11. Yiemmdn puolitason H geodeesit ovat ne puolisuorat ja puo-
liympyrdt, jotka ovat kohtisuorassa reaaliakselia vastaan. Olkoot zy, zo € H. Talloin
on olemassa tasmdlleen yksi geodeesi, joka kulkee pisteitten z1 ja zo kautta.

Todistus. Olkoon H € H sellainen, ettd 21,20 € H. Lemman 5.9 perusteella on
olemassa sellainen Mobius-kuvaus 7, ettd v(z1) ja v(z2) ovat imaginaériakselilla.
Lauseen 5.5 perusteella imaginédériakseli on ainoa geodeesi, joka kulkee pisteit-
ten y(z1) ja v(22) kautta. Soveltamalla kuvausta y~! huomataan, ettd H on yk-
sikédsitteinen pisteitten z; ja zo kautta kulkeva geodeesi. [

Harjoitustehtivi 5.12. Kuvaile (joko sanallisesti tai muotoa azzZ+pz+pPz+5 =
0 olevan yhtdlon avulla) annettujen pisteitten kautta kulkevat geodeesit:

(1) =3+ 4i, —3 + 51,

(2) —3 + 4i, 3+ 44,

(3) —3+4i, 5+ 12i.
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Ylemmain puolitason isometriat

Lauseen 5.2 perusteella Mobius-kuvaukset ovat ylemmén puolitason isomet-
rioita. Harjoitustehtdvédn 5.4 perusteella ylemmalld puolitasolla on my6s mui-
ta isometrioita. Huomaa, ettd Mobius-kuvaukset ovat suunnistuksen sailyttavia.
(Tamaé tarkoittaa karkeasti ottaen seuraavaa: Olkoon A ylemmén puolitason kol-
mio, jonka kérjet vastapidivain kuljettaessa ovat A, B ja C. Olkoon A’ kol-
mio, jonka kirjet ovat y(A), v(B) ja v(C). Jos kolmion A’ kérjet vastapéivain
kuljettaessa ovat tdssd jérjestyksessd, sanotaan, ettd kuvaus  on suunnistuk-
sen sailyttdvid.) Huomaa, ettd kuvaus y(z) = —x + iy peilaa pisteen z ima-
ginddriakselin suhteen ja on suunnistuksen kddantéva. Voidaan osoittaa, etté kaik-
ki ylemmén puolitason suunnistuksen sdilyttavit isometriat ovat Mobius-kuvauksia,
jaettd kaikki ylemmén puolitason suunnistuksen kéaantavit isometriat ovat Mobius-
kuvauksen ja imaginéériakselin suhteen suoritetun peilauksen yhdisteité.

Mielivaltaisten pisteitten vilinen etiisyys

Aiemmin l6ysimme kaavan pisteitten ia ja ib viliselle etdisyydelle. Seuraa-
vaksi todistamme kaavan ylemmén puolitason mielivaltaisten pisteitten viliselle
etaisyydelle. Tarvitsemme seuraavaa aputulosta:

Lemma 5.13. Olkoon v Mébius-kuvaus. Tdalloin kaikille z,w € H pdtee
[1(2) = y(w)] = |2 = w|ly ()2 (w)] /2.
Lause 5.14. Olkoot z,w € H. Tdlloin
|z —wf?
2Im(z)Im(w)

Harjoitustehtava 5.15. Todista Lause 5.14 seuraavasti: Olkoot z,w € H. OI-
koot

(7) coshdy(z,w) =1+

VP(z,w) = coshdy(z,w)

_ |z—w|?
OP(Z,’LU) = 1+W

yhtdlon 7 vasen ja oikea puoli. Haluamme ndyttdd, etti VP(z,w) = OP(z,w)
kaikilla (z,w) € H x H.
(1) Olkoon v ylemmdn puolitason Mobius-kuvaus. Osoita, etti
VP(1(2),7(w)) = VP(z,w)
kayttamdlld tietoa, ettd v on isometria. Kdytd Harjoitustehtivdd 5.3 ja
Lemmaa 5.13 ja osoita, ettd
OP(7(2),7(w)) = OP(z, w).

(2) Olkoon H pisteitten z ja w kautta kulkeva geodeesi. Lemman 5.9 pe-
rusteella on olemassa Mobius-kuvaus vy, joka kuvaa geodeesin H ima-
ginddariakselille. Olkoot y(z) = ia ja y(w) = ib. Kdytd tietoa dy(ia,ib) =
In(b/a), jos a < b todistaaksesi, ettd

VP(v(2),7v(w)) = OP(y(2), 7(w))-
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(3) Padttele, etti VP(z,w) = OP(z,w) kaikilla (z,w) € H x H.

On olemassa muitakin yhtéloité, jotka kertovat miten kahden ylemmén puolita-
son pisteen vilinen etédisyys voidaan ilmaista niiden euklidisen etédisyyden avulla:

Harjoitustehtiva 5.16. Olkoot z,w € H. Todista seuraavat yhtdlit:

(1) dy(z, w) = In E=gHz=wl

|z—w|—|z—w]|’

2 inhi(1 = lew]

(2) sin (QdH(Z>w)> Q(Im(r)Irﬂ_(lw))%}
1 ===

(3) cosh(ZdH(zv w)) 2(Im(2)Im(w))2

Hyperbolisen etidisyyden mééaritelméasta

Harjoitustehtava 5.17. Palautetaan mieliin, ettd hyperbolisen etdisyyden mddrit-
telemiseksi ensin mdadrittelimme paloittain differentioituvan polun o hyperbolisen
pituuden:

|o"()] 1
© o) [ iy = [ ey

Osoitimme sitten, ettd Mobius-kuvaukset ovat ylemmdan puolitason isometrioita.

Miksi valitsimme kuvauksen 1/Im(z) yhtdlossi 87 Itse asiassa olisi mahdol-
lista valita mikd tahansa ainoastaan positiivisia arvoja saava jatkuva kuvaus ja
kdyttid sitd polun pituuden mddrittelemiseen. Eri kuvausten valinta johtaisi eri-
laisiin geometriothin. Geometriasta voisi tulla hyvin monimutkainen. Olist myds
mahdollista, ettd geometriasta ei tulisi kovin mielenkiintoista, esimerkiksi isomet-
rioitten muodostama ryhmd voisi olla hyvin pieni.

Tulemme ndkemddn, ettd ylemmdn puolitason Mdbius-kuvausten muodosta-
malla ryhmdlld on mielenkiintoisia ominaisuuksia ja mielenkiintoisia aliryhmid.
Tamdn harjoituksen tarkoitus on osoittaa, etti jos haluamme Mdébius-kuvausten
olevan ylemmdn puolitason isometrioita, niin talloin meiddan tulee mddaritelld hy-
perbolinen pituus yhtdlon 8 avulla.

Olkoon §: H — R jatkuva kuvaus, joka saa ainoastaan positiivisia arvoja.
Madritellddn polun o [a,b] — H é-pituus Ls(o) asettamalla

Ls(o) = / 5 = / 5(o ()]0 (1) dt.

(1) Oletetaan, etti Ls on invariantti Méobius-kuvausten suhteen, eli Ls(o) =
Ls(y o o) kaikilla v € Mob(H). Osoita, etti

(9) 0(v(2)'(2)] = 0(2).
(Vihje: Voit kayttid seuraavaa tietoa: Olkoon f jatkuva kuvaus, jolle fg f=
0 kaikilla poluilla o. Tdlloin f =0.)
(2) Valitse v(z) = z + b, b € R, yhtilossi 9. Pddttele, ettd 6(z) riippuu
ainoastaan luvun z imaginddriosasta. Niinpd §(z) = 6(y), missd z = x +
Y.
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(3) Valitse v(z) = kz, k > 0, yhtdlossa 9. Padttele, etti §(y) = c/y jollain
c>0.
Yildolevasta seuraa, ettd jos haluamme Mdobius-kuvausten olevan ylemmdn puo-
litason isometrioita, tulee polun pituus mdadritelld kuten yhtilossa 8. (Vakiolla
c > 0 kertominen antaisi poluille eri pituudet. Vakiolla kertomista vailla pituu-
delle saadaan yksikisitteinen mddritelmd.)

Hyperboliset ympyrit

Lemma 5.18. Yilemmdn puolitason Mébius-kuvaus J: H — H, z —%, ku-
vaa ylemmdan puolitason euklidiset ympyrdt ylemmdn puolitason euklidisille ym-

pyroille.
Todistus. Olkoon
azZ+Bz+B2+5=0
ylemmaé&n puolitason ympyréan yhtélo. Koska ympyréd on ylemméssé puolitasossa,

se ei voi kulkea origon kautta, joten § # 0. Olkoon w = J(z) = —%. Talloin
z= —i. Sijoitetaan tdmé edelliseen yhtéloon, jolloin saadaan

11 1 21

a———pf——pF=+0=0.

w W w w

Kertomalla ylla oleva yhtalo luvulla ww saadaan
a — fw — fw + dww = 0. (%)

Koska § # 0, on yhtélo (x) ylemmén puolitason ympyréan yhtalo. OJ

Selvasti pétee:

Lemma 5.19. Olkoon ~v: H — H, z +— az + b, ylemmdn puolitason Mobius-
kuwvaus. Tdalloin v kuvaa ylemmdn puolitason euklidiset ympyrdt ylemmdn puoli-
tason euklidisille ympyraille.

Lause 5.20. Jokainen ylemmdn puolitason Mobius-kuvaus voidaan kirjoittaa ku-
vauksen J(z) = —% ja muotoa z — az + b, missd a,b € R ja a > 0, olevien ku-
vausten yhdisteend.

Todistus. Olkoon
az+b
1) = cz+d
missé a, b, ¢,d € R ja ad —bc > 0, ylemmén puolitason Mobius-kuvaus. Oletetaan
ensin, ettd ¢ # 0. Télloin myos kuvaukset

g(2) = 2z +cd, ja f(z) = (ad — bc)z + g,
c

ovat ylemmén puolitason Mobius-kuvauksia. Olkoon
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kuten edelld. Kirjoitetaan

_ az+b _ (aztb)e
’7(2) - czjr_d “ (czt+d)c
_ acztad—(ad—bc) _ a  ad—bc
- c2z+cd T ¢ c2z+cd”
Toisaalta
—1 ad —bc a
J — f(J(c* +ed)) = fl——) = 2270 9
FUGE) = e+ ed)) = [y = 2000, @

Niinpd v = fo Jog.
Olkoon sitten ¢ = 0. Télléin y(z) = %z + b, joten v on haluttua muotoa oleva
kuvaus, koska § > 0. O

Lause 5.21. Olkoon ~v ylemmdn puolitason Mébius-kuvaus ja olkoon C' euklidi-
nen ympyrd ylemmdssda puolitasossa. Talloin myds v(C) on euklidinen ympyrd
ylemmdssd puolitasossa.

Todistus. Lauseen véite seuraa suoraan Lemmoista 5.18 ja 5.19 sekéd Lauseesta
5.20. 0

Maéaritelmi 5.22. Ylemmaén puolitason hyperbolinen ympyrd C, jonka keskipiste
on zp ja sdde on r > 0, on niiden pisteitten joukko, joiden hyperbolinen etéisyys
pisteesté zy on 7.

Lause 5.23. Olkoon C' C H. Tdlloin C on hyperbolinen ympyrd, jos ja vain jos
se on euklidinen ympyrd.

Todistus. Olkoon C hyperbolinen ympyra, jonka keskipiste on w ja sdde r > 0.
Harjoitustehtévén 5.16 perusteella hyperbolisen ympyrén C' pisteitd ovat tdsmélleen
ne ylemmén puolitason pisteet z, jotka toteuttavat yhtéalon

|z —w| + |z —w|

d ~1 _
a(zw) =l o E

Yhtapitavisti
|z — 0| + |z — w]

— =e" =s5>1,
|z —w| — |z — w|

eli
(1=9)|z—w|=(-1—-s)z—w|

Laskemalla ndhd&én, ettd tdméa on edelleen yhtédpitdvaa sen kanssa, etté

s—1.,4, _ __ _ _ o _
( ) (22 — 2w — Z0 + wW) = 2Z — 20 — Zw + w.
s+ 1
Kirjoittamalla a = (;—1)2 ja yhdistelemélla termeji voidaan ylla oleva yhtilo
kirjoittaa muodossa
(a—1)zZ2+ (0 — aw)z + (w — aw)Z + (a — 1)ww. ()

Lauseen 4.2 perusteella yhtélo (x) esittéad kompleksitason suoraa tai ympyraa.
Pitd4 vield tarkistaa, ettd (x) on euklidisen ympyrén eikd suoran yhtilo. Lisdksi
pitdd huomata, ettd koska C' C HI, olisi periaateessa mahdollista, ettd yhtalon (x)
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toteuttavien ylemmaén puolitason pisteitten joukko muodostaisi vain osan eukli-
dista ympyraé, eli euklidinen ympyra leikkaisi x-akselin. Kumpikaan tilanne ei voi
toteutua: Yhtilo ei kuvaa euklidista suoraa, koska a—1 # 0. Geometrisesti ajatel-
tuna yhtéalo ei voi kuvata euklidista suoraa, koska suoralla olisi valttaméatta pis-
teité, joilla olisi mielivaltaisen suuri hyperbolinen etéisyys keskipisteestid w. Sama
asia tapahtuisi, jos yhtdlo (x) kuvaisi euklidista ympyrad, joka leikkasi z-akselin.
Niinpé ainoa mahdollisuus on, ettd C' on kokonainen euklidinen ympyra. 0

Yhdistamélld Lauseet 5.21 ja 5.23 saadaan:

Korollaari 5.24. Yiemmdn puolitason Mdbius-kuvaukset kuvaavat hyperboliset
ympyrdt hyperbolisille ympyraille.

Hyperboliset kulmat

Maarittelemme kulmat hyperbolisessa geometriassa samoiksi kuin euklidiset kul-
mat. Ndhddksemme, miksi niin tehdédén, kertaamme seuraavaksi hitusen lineaa-
rialgebraa.

Palautetaan ensin mieliin, miten kulmat maéritelliéin euklidisessa tasossa R2.
Olkoon (z,y) € R? ja olkoot v = (v, v5) ja w = (wy,wy) kaksi vektoria pisteessi
(x,y). Vektoreitten v ja w sisdtulo pisteessd (x,y) on

<V, W > (g )= V1W1 + VaWo.

Vektorin v normi pisteessi (x,y) puolestaan on

||UH($7y) = V<ULV >(ay) =/ v} + v3.

Cauchyn ja Schwartzin epayhtédlon mukaan

| <vw >y | < [0l vl ey-

Madrittelemme vektoreitten v ja w vilisen (euklidisen) kulman 6§ = Z(v,w)

pisteessi (z,y) yhtéalon
<V, W >(zy)

||UH(w,y)||wH(:v7y).
avulla. (Huomaa, ettd me emme ole kiinnostuneita kulman merkista: Z(v,w) =
Z(w,v).)

Ylemmaéssé puolitasossa kulmat médaritelladan kuten edelld, mutta kdytdmme eri
sisdtuloa. Olkoon z € H. Olkoot v ja w kaksi vektoria pisteessd z. Vektoreitten v
ja w sisdtulo pisteessd z on

cosf =

<v,w >,= (V1w + vowsy).

1
Im(2)?

Vektorin v normi pisteesséa z on

1
o). = V<v,v>, = T (2) \/ v+ v3.
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Cauchyn ja Schwartzin epayhtalo pétee tiassidkin tapauksessa ja voimme mééritelld
vektoreitten v ja w vélisen kulman 6 yhtélon

<v,wW >,
[l l|wll:
avulla. Huomaa, ettd ylla olevassa yhtdlossd termit Im(z) kumoavat toisensa,
joten kosini on sama kuin euklidisessa geometriassa.
Olkoot o1 ja oo kaksi polkua, jotka leikkavat pisteessd z. Parametrisoimalla

polut sopivasti voimme olettaa, ettd z = 01(0) = 02(0). Méérittelemme polkujen
01 ja o9 viliseksi kulmaksi kulman

£(01(0), 05(0)),

toisin sanoen kahden polun vélinen kulma on niiden tangenttivektorien vélinen
kulma leikkauspisteessa.

cosf =

Konformikuvaukset

Maéritelma 5.25. Kuvausta v: H — H sanotaan konformikuvaukseksi, jos se
sdilyttad polkujen véliset kulmat: Jos polkujen o ja oo vélinen kulma leikkaus-
pisteessd z on 6, niin télléin myo6s polkujen vyo; ja yoo vélinen kulma leikkaus-
pisteessd y(z) on 6.

Tulemme huomaamaan, ettd Mobius-kuvaukset ovat konformikuvauksia. To-
distusta varten tarvitsemme seuraavan perustuloksen kompleksianalyysista:

Lause 5.26. Olkoon f: C — C kompleksidifferentioituva kuvaus. Kirjoitetaan
flx+iy) =u(z,y) +iv(z,y).
Talloin
Ju Ov Ou ov
or "oy ay or
Lauseen 5.26 yhtéloitd sanotaan Cauchy-Riemannin yhtdldikse.

Lause 5.27. Olkoon v ylemmdn puolitason H Mobius-kuvaus. Talloin v on kon-
formikuvaus.

Todistus. Olkoon v ylemmén puolitason H Mobius-kuvaus. Kirjoitetaan v sen
reaali- ja imagindériosien avulla, eli v(z + iy) = u(x,y) + w(z,y). Kuvauksen
osittaisderivaattojen muodostama matriisi on

Uy U
szz( N y),
@)= (b
missé u, = du/0x.

Olkoot o7 ja o9 kaksi polkua, jotka leikkaavat pisteessd z = o1(0) = 02(0).
Olkoot polkujen oy ja o9 tangenttivektorit pisteessd z o1(0) ja 05(0). Talloin vyoy
ja yoy ovat polkuja, joiden leikkauspiste on 7(z), ja joiden tangenttivektorit téssa
leikkauspisteessa ovat Dvy(z)o1(0) ja Dy(z)d4(0).



24 HYPERBOLINEN GEOMETRIA

Olkoot v = (v1,v2) ja w = (wq,wy) kaksi vektoria pisteessd z. Riittdd osoittaa,
etta
< D’Y(U)vD’Y(w) Zriz) < 0,W >,

DY)y 1 DY)l oll:llwll:

Huomaa, ettéa
1

~ Im(y(2))

missi (Dv)T on matriisin D~y transpoosi ja <, > tarkoittaa euklidista siséituloa.
Cauchy-Riemannin yhtéloistd seuraa, etta

2 2
T Uy vy Uy Uy \ [ uptuy 0
(D7) Dv—(uy Uy)(l}x vy)—( 0 ui—i—uz ’

on 2 x 2-identiteettimatriisi kerrottuna termillé u? + w2 # 0. O

< Dy(v), Dy(w) >4z <, (D) Dy(w) >,

Huomautus 5.28. Itse asiassa osoitimme, ettd mika tahansa kompleksidifferenti-
toituva kuvaus, jolle u2 + ug ei koskaan ole nolla, on konformikuvaus.

Hyperbolinen pinta-ala
Olkoon o: [a,b] — H polku. Polun o pituus on

O S U
i) = [ 5= [ o= [ 17 Ol

Olkoon sitten U C H ja z € A. Olkoon R pisteen z siséltdva pieni suorakulmio,
jonka sivut ovat dr ja dy. Suorakulmion hyperbolinen pinta-ala on talloin

1

Niinpd méérittelemme joukon U hyperbolisen pinta-alan Ag(U) seuraavasti:

jos ylla oleva integraali on olemassa. On selvdé, ettd kaikille joukoille pinta-alaa
ei télla tavoin voida méaritella.

Mobius-kuvaukset ovat isometrioita, eli ne siilyttavit etdisyyden. Seuraavaksi
osoitamme, ettd ne siilyttdvat myos pinta-alan:

Lause 5.29. Olkoon U C H ja olkoon ~v € Mob(H). Tdlloin
Au(y(U)) = Au(U).

Todistus. Olkoon y(z) = (az +b)/(cz + d), ad — bc > 0, Mobius-kuvaus. Olkoon
h: R? — R. T&lléin

(10) / / )y = / / hor(a.)|det(Dy)|dady
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Laskemalla ja Cauchy-Riemannin yhtéloita kayttamalld saadaan
(ad — be)?
((cx 4+ d)? + c2y?)?
Valitaan sitten h(z,y) = 1/y*. Talléin
(cx + d)? + y?\*
h =
o 7(377 y) ( (ad _ bc)y b
joten yhtélon 10 perusteella
Aa(YU) = [ [ (. y)dedy
=/ fUh ov(x,y)| det2(D7)|d$dy ,
cxtd)?4-c? ad—bc
= fo( jz_d ljc_ s ) ((cm+t(ii)23-02y2) dl’dy
I Uy%dwdy
Ag(U).

det(D~) =

6. POINCAREN KIEKKO

Johdanto

Olemme toistaiseksi tutustuneet ylemmén puolitason malliin. On olemassa muita-
kin tapoja konstruoida hyperbolinen geometria. Seuraavaksi tutustumme Poincarén
kiekkoon.

Maidgritelma 6.1. Kiekkoa D = {z € C | |z| < 1} kutsutaan Poincarén kiekoksi.
Ympyréstd 0D = {z € C | |z| = 1} kiytetdédn nimityksid ympyrd ddrettomyydessd
ja kiekon D reuna.

Ylempéén puolitasoon verrattuna Poincarén kiekolla on se etu, etté se on tason
rajoitettu osajoukko. Témén vuoksi kuvien piirtdmiseen liittyvit tehtéavat ovat
yleensd miellyttavida, kun kaytetddan Poincarén mallia. Ylemmén puolitason etu
Poincarén kiekkoon verrattuna on se, ettéd laskuissa on helppo kayttad suorakul-
maisia koordinaatteja.

Tulemme nakeméén, ettd Poincarén kiekon geodeeseja ovat kiekon D 1avistajat
ja ne ympyréin kaaret, jotka leikkaavat reunan dID ortogonaalisesti. Etaisyyden ja
pinta-alan méaérittely Poincarén kiekolla on kitevintad tehda kayttadmélla apuna
etdisyyttd ja pinta-alaa ylemméssa puolitasossa. Témén vuoksi méérittelemme
seuraavaksi kuvauksen

z2—1

11 h: H D,
(11) — sz_l

On helppo tarkistaa, ettd h on bijektio ylemmalta puolitasolta Poincarén kie-
kolle. Edelleen, h kuvaa reunan 0H bijektiivisesti reunalle JD.

Etiisyys Poincarén kiekolla
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Seuraavaksi johdamme kaavan, jonka avulla voidaan laskea kahden Poincarén kie-
kolla olevan pisteen vilinen etéisyys. Aivan kuten ylemmén puolitason tapauk-
sessa méadrittelemme ensin paloittain differentioituvan polun pituuden. Kahden
pisteen vélinen etéisyys on sitten infimum kaikkien néita pisteitd yhdistdvien pa-
loittain differentioituvien polkujen pituuksista.

Olkoon g kuvauksen h kiinteiskuvaus h~!. Téllsin g(D) = H ja

Z—1

9:) =5

Olkoon o: [a,b] — D polku Poincarén kiekolla. T&lloin goo: [a,b] — H on polku
ylemmaéssa puolitasossa. Polun g o o pituus on

oy [P lgeay®l [ lg @)l
Lulg )_/a Im(goa(t))dt_ . Im(goo(t)) dt.

Laskemalla ndhd&én, etta

—2
/ —
9 = Ty
ja
1— |2
m(9(2) = = 7
joten

b
(12) Latgoo) = | ol e

Maéarittelemme polun o pituuden yhtéalon 12 avulla:
b
Lp(o) = Ly(goo) = /a ﬁwl(?ﬁﬂdt.
Pisteitten z, 2z’ € D vélinen etiisyys on
dp(z,2') = inf{Lp(c) | o on paloittain diff. polku pist. z pisteeseen z'}.
Huomaa, etta
(13) dp(h(2), h(w)) = du(z,w),
missé dg(z,w) on pisteitten z ja w vilinen etdisyys ylemméssé puolitasossa.

Lause 6.2. Olkoon z € [0,1). Tdlloin

dD(O,m):1H(1+$>.

— X

Edelleen, reaaliakseli on yksikdsitteinen geodeest, joka yhdistdd pisteet 0 ja x.

Kahden Poincarén kiekolla olevan pisteen viliselle etdisyydelle voidaan johtaa
samantapaiset kaavat kuin ylemmén puolitason tapauksessa (Harjoitustehtava

5.16):
Harjoitustehtédva 6.3. Olkoot z,w € D. Todista seuraavat yhtdlot:
(1) dp(z,w) = In B=22tEvl

[1—zw|—|z—w|’
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. zZ—w 2
(2) SthQ(%dD(Z7w>> - m’
1—2zw|?
(3) cosh®(3dp(z, w)) = el

(4) tanh(3dp(z,w)) = =4

T |1—zw|”

Todistus. Harjoitustehtava. O

Poincarén kiekon Mo6bius-kuvaukset

Olkoon vy € M&b(H). Téllsin hyh™ = h o~y o h™! on kuvaus D — D. Pisteille
u,v € D pitee
dp(hyh™ (), hyh™H(v)) = du(vh™"(u),
— du(hY(u),h
= dp(u,v).

Titen hyh~! on Poincarén kiekon isometria.

Harjoitustehtéivi 6.4. Olkoon v eM&b(H). Osoita, etti kuvaus z — hyh™'(z)

on muotoa
az+ [

524—&7

Z =

missi o, 8 € C ja |a* —|B]* > 0.
Maéaritelma 6.5. Kuvausta D — D, joka on muotoa
L ot ﬁ7
Bz + @

missi a, B € Cja |a|?—|B]* > 0, sanotaan Poincarén kiekon D M@bius-kuvaukseksi.

Poincarén kiekon Mébius-kuvaukset muodostavat ryhmén, jolle kdytdmme mer-
kintdd Mob(D).
Teoreema 6.6. Kuvaus
H: Méb(D) — Mob(H), g+ h topoh
on ryhmdisomorfismi.

Todistus. Luennolla ndytettiin, ettd H(p) € Mob(H) kaikilla 1 € Mob(D). Todis-
tus oli lasku. Luennoilla néiytettiin myds, etté jos v € Mob(H), niin hoyoh™! €
Mob(D). Koska H(hovyoh™) =+, seuraa tésti, ettii H on surjektio. Selviisti H
on injektiivinen ryhmahomomorfismi. 0

Y14 olevan perusteella:
Lause 6.7. Poincarén kiekon Mobius-kuvaukset ovat isometrioita.

Esimerkki 6.8. Kierrot origon ympéri ovat Poincarén kiekon Mobius-kuvauksia:
Olkoot a = €'%/2 ja 8 = 0. Talloin |a|?>—|B|2 = 1 > 0, joten y(z) = €0/%z/e0/2 =
ez on Poincarén kiekon Mobius-kuvaus.
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Poincarén kiekon geodeesit

Kuvaus h: H — D, z l.:il, kuvaa ylemmén puolitason geodeesit Poincarén
kiekon geodeeseiksi.

Lause 6.9. Poincarén kiekon geodeesit ovat kiekon D halkaisijat sekd ne ympyrdn
kaaret kiekolla D, jotka kohtaavat reunan D kohtisuorassa.

Todistus. Voidaan nayttad, ettd h on konformikuvaus, eli, ettd se siilyttda kul-
mat. Yhtalon azZ + Sz + BZ + v = 0 ratkaisuja kompleksitasossa ovat suorat ja
ympyriat. Tata tietoa kayttamalla voidaan osoittaa, ettd h kuvaa kompleksita-
son suorat ja ympyriat kompleksitason suorille ja ympyroille. Aiemmin todettiin,
ettd h(OH) = 0D. Edelleen, ylemmén puolitason geodeeseja ovat ne suorat ja
ympyrét, jotka ovat kohtisuorassa reunaa JH vastaan. Koska h on konformiku-
vaus, tista seuraa, ettd h kuvaa ylemmén puolitason geodeesin reunaa 0D vastaan
kohtisuorassa olevaksi suoraksi tai ympyréaksi. O

Ylemmén puolitason tapauksessa on usein hyodyllistd kuvata geodeesi Mobius-
kuvauksella imagindériakselille ja geodeesin piste zq pisteelle i. Seuraavan lauseen
perusteella Poincarén kiekon tapauksessa on voimassa vastavanlainen tulos.

Lause 6.10. Olkoon H Poincarén kiekon geodeesi ja olkoon zq € H. Tdlléin on
olemassa Poincarén kiekon D Mdbius-kuvaus, joka kuvaa geodeesin H reaaliakse-
lille ja pisteen zy pisteelle 0.

Todistus. Lisdtdan myohemmin. O

Ympyrit Poincarén kiekolla

Aiemmin todistimme, ettd C' C H on hyperbolinen ympyré, jos ja vain jos se on
euklidinen ympyri. Vastaavanlainen tulos patee Poincarén kiekolla:

Lause 6.11. Olkoon C' C D. Talléin C' on hyperbolinen ympyrd, jos ja vain jos
se on on euklidinen ympyrd.

Todistus. Olkoon jélleen kerran
zZ—1

h:H—D, z+—

1z —1

kuvaus, jonka avulla mééarittelimme hyperbolisen rakenteen Poincarén kiekolle.
Kuvauksen h kéinteiskuvaus h™1': D — H méiritelliin samalla kaavalla kuin
h. Koska h on isometria hyperbolisten metriikkojen suhteen, on C' hyperboli-
nen ympyri Poincarén kiekolla, jos ja vain jos h™1(C) on hyperbolinen ympyri
ylemmaéssa puolitasossa.

Oletetaan ensin, ettd C' on euklidinen ympyré. Téllsin A~ (C') on joko euklidi-
nen ympyré tai euklidinen suora ylemméssi puolitasossa. Koska kuvauksen h~!
nimittdjan nollakohta ei voi olla ympyralld C' (se ei ole Poincarén kiekolla), taytyy
kuvan h~!(C) olla euklidinen ympyré. Niinpd h~!(C) on hyperbolinen ympyri
aiemmin todistetun tuloksen perusteella. Télloin C = h(h~'(C')) on hyperbolinen
ympyréa Poincarén kiekolla.
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Oletetaan sitten, etti C' on hyperbolinen ympyré. Téllsin A~1(C') on ylemmiin
puolitason hyperbolinen ympyré, joten se on myo6s ylemmén puolitason euklidinen
ympyri. Niinpd C = h(h™'(C)) on Poincarén kickon euklidinen ympyré. O

Lause 6.12. Olkoon C' C D. Tidlloin C on euklidinen origokeskinen ympyrd,
jos ja vain jos se on hyperbolinen origokeskinen ympyra. Olkoon r ympyrdin C
euklidinen sdade ja r sen hyperbolinen sdde. Tdlldin

1
r= tanh(g) ja s = ln(li—i

).

Todistus. Olkoot
147

A={zeD||z|=r} ja B:{26D|dD(0,z):s:1n(1_r

)}
Osoitetaan, ettd A = B. Olkoon 6 € [0, 27). Olkoon
rg: C—= C, 2z €2,

kierto origon ympéri kulman 6 verran. Téalloin rg on Poincarén kiekon isometria.
Olkoon w € . Téllsin |w| < 1 ja jollakin @ € [0,27) piitee |w| = ew = ro(w).
Oletetaan, ettd w € B. Talloin

1
d]D)(07w) = dD(0= |w|) = ln(l i_ :Z:) =S
Niinpa
lw| = tanh(g) =r,
joten w € A.
Oletetaan sitten, ettd w € A. Télloin |w| = r, joten
1+7r
Ao(0,Ju]) = do(0,r) =In(1) =5
Siis dp(0,w) = s, joten w € B. O

Pinta-ala Poincarén kiekolla

Olkoon U ylemmén puolitason osajoukko. Joukon U pinta-ala on

edellyttien etté ylld oleva integraali on olemassa. Kdytdmme taas kuvausta h: H —
D voidaksemme maééritelld pinta-alan Poincarén kiekolla. Télloin Poincarén kie-
kon osajoukon V' pinta-alaksi saadaan johdettua

= [ [ G

Napakoordinaateista on usein hyotya pinta-alan laskemisessa: Kirjoitetaan

xr=rcosf ja y=rsinb,
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jolloin koordinaattimuutosta vastaava Jacobin determinantti on r. Napaakoordi-
naattien avulla kirjoitettuna Poincarén kiekon osajoukon V' pinta-ala on

V) = / /V (1_4—:2)2drd9.

Lause 6.13. Olkoon R Poincarén kiekon osajoukko. Tdlloin
Ap(V) = Au(h™1(V)),

missi h™': D — H, z — 2=~

Todistus. Kirjoitetaan z = x + 1y, jolloin

B , —2x 11— (2% +9?) .
h 1 — — .
(x + iy) pER Ay - i N u(z,y) + w(x,y)
Talloin
ou 2 —(y+1)?) . ou  dz(l+y)

or @1+ oy @r Ity
joten

[Dh™ (2, y)| = (gZ) + (%)2 T (@t (14+ v)?)?*

Olkoon f(z,y) = ?% Té&ll6in

(Formn) = (T4 0)

z/AWW%M@I/KﬁohW%wWthme

Sijoittamalla huomataan, ettéd ylld oleva integraali on

// f—_'— agi; ) (2% + (14+ y)2)2dxdy - //V (1— (x;l_|_ yz))zda:dy = Ap(V).

OJ

Niinpé

Korollaari 6.14. Olkoon p € Mob(D). Olkoon V. C D. Tallvin Ap(V') = Ap(u(V)).
Todistus.

Ap(u(V)) = Au(h™ u(V)) = Au(h™ uh(h™'V)) = Au(h™ (V) = Ap(V).
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7. GAUSS - BONNET LAUSE

Hyperboliset monikulmiot

Euklidisessa geometriassa n-sivuisella monikulmiolla tarkoitetaan euklidisen ta-
son osajoukkoa, jota rajoittavat n suoraa. Niinpé euklidisen monikulmion sivut
ovat janoja. Hyperbolinen geodeesi mééritellddn vastaavasti.

Maaritelma 7.1. Olkoot z,w € H U JH. Télléin on olemassa yksikésitteinen
pisteitten z ja w kautta kulkeva geodeesi. Kdytdmme merkintdi [z, w] geodeesin
sille osalle, joka yhdistdé pisteet z ja w. Kutsumme osaa [z, w] pisteitten z ja w
véliseksi geodeesiksi tai (hyperboliseksi) janaksi.

Maaritelma 7.2. Olkoot zq,...,z, € HU OH. Hyperbolinen n-kulmio P, jonka
kérjet ovat pisteissd z1, ..., z,, on ylemmén puolitason alue (jolla on #érellinen
pinta-ala), jota rajoittavat janat

[Zly 22]7 EIRI) [Zn—h Zn]u [Zn> Zl]-

Huomautus 7.3. Huomaa, etté jotkut hyperbolisen n-kulmion kérjistd saattavat
olla reunalla OH. Jos n-kulmion kaikki kérjet ovat reunalla OH, kutsumme n-
kulmiota reunakulmioksi. Huomaa, ettd reunalla olevaa kérkeéd vastaava kulma
on nolla astetta: Kaikki geodeesit ovat kohtisuorassa reunaa JH vastaan. Jos
kaksi geodeesia leikkaa reunan pisteessé, taytyy niiden vélisen kulman olla nolla.

Gauss - Bonnet lause kolmioille

Gauss - Bonnet lauseesta on olemassa monenlaisia eri versioita. Hyperbolisessa
geometriassa lause kertoo, kuinka hyperbolisen monikulmion pinta-ala riippuu
sen kulmista. Euklidisessa geometriassa vastaavanlainen tulos ei pade. Sovellam-
me Gauss-Bonnet lausetta myohemmin kun opiskelemme ylemmé&n puolitason
laatoituksia.

Teoreema 7.4. (Gauss-Bonnet lause hyperbolisille kolmioille) Olkoon A
ylemmdn puolitason kolmio, jonka kulmat ovat o, B ja . Talloin

(14) Ap(A) =7 = (a+ 5 +7).

Huomautus 7.5.

(1) Euklidisessa geometriassa kolmion kulmien summa on 7. (Oletetaan, etté
Eukleideen ensimmaéiset nelja aksioomaa ovat voimassa. Télloin Euklei-
deen yhdensuuntaisuusaksiooma on voimassa, jos ja vain jos kaikkien kol-
mioitten kulmien summa on 7.) Koska hyperbolisen kolmion pinta-ala on
positiivinen, seuraa kaavasta 14, ettd hyperbolisen kolmion kulmien sum-
ma on alle 7.

(2) Kaavasta 14 seuraa myos, ettd hyperbolisen kolmion pinta-ala on korkein-
taan 7. Hyperbolisen kolmion kulmien summa on tésmélleen 7, jos ja vain
jos kaikki kolmion kérjet ovat reunalla OH.
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(3) Euklidisessa geometriassa on olemassa kolmioita, joilla on samat kulmat
mutta eri pinta-ala. Hyperbolisessa geometriassa tdmé ei ole mahdollista.

Todistus. Oletetaan ensin, ettd ainakin yksi kolmion A kérjistd on reunalla OH,
jolloin téta kérked vastaava kulma on 0. Mobius-kuvauksen avulla voimme siirtaé
tdmaéan karjen pisteeseen oo muuttamatta kolmion A pinta-alaa tai kulmia. Voim-
me siis olettaa, ettd yksi kolmion A kérjistd on pisteessi oco. Voimme myos olet-
taa, ettd kahta muuta kérked yhdistdvan ympyréan keskipiste on origo. (Jos néin
ei ole, voimme siirtdd kolmion A Méobius-kuvauksen z +— z + b avulla, missé
b on sopiva vakio.) Soveltamalla tarvittaessa Mobius-kuvausta z — kz voimme
olettaa, ettd ympyréan sdde on 1. Niinpa

Ag(L) = £fy%dxdy

= [ —1df (sijoittamalla = = cos@)

= m—(a+f).
Olemme todistaneet yhtalon 14 tilanteessa, jossa ainakin yksi kolmion kérjistd on
reunalla OH.

Oletetaan seuraavaksi, ettei yksikdan kolmion A kérjistéa ole reunalla 0H. Ol-
koot kolmion A kérjet A, B ja C ja kérkia vastaavat kulmat a, 5 ja . Voimme
olettaa, ettéd kolmion A kérkien A ja C vilinen sivu on pystysuoralla geodeesilla.
(Jos néin ei ole, voidaan kolmio A kuvata Mobius-kuvauksella niin, ettd halut-
tu sivu saadaan pystysuoraan.) Voimme olettaa, ettd kidrki A on alempana kuin
kiarki C'. Olkoon ¢ kérjen B kautta kulkevan pystysuoran geodeesin ja sivun C'B
véalinen kulma. Voimme nyt konstruoida kaksi kolmiota, joilla kummallakin on
kérki pisteessé oo; téllaisia kolmioita ovat kolmio ABoo ja kolmio C'Boo. Télloin

Au(A) = Ag(ABC) = Ag(ABoo) — Ag(BCoo),

Ag(ABxo) =7 — (a+ (8 +9))
ja

Ag(BCox0) =7 — ((m — ) +9).
Niinpéa

Ag(A) =7 — (a+ B+ 7).
OJ

Gauss-Bonnet lause voidaan yleistdd koskemaan hyperbolisia monikulmioita.
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Teoreema 7.6. Olkoon P hyperbolinen n-kulmio, jonka kdrjet ovat vy, ..., v, ja
vastaavat kulmat oy, . .., ap. Tdlloin n-kulmion P pinta-ala on
(15) Ag(P) = (n —2)m — (a1 + -+ - + ).

Todistus. Todistuksen idea on suraava: Jaa P kolmioihin. Sovella Teoreemaa 7.4
erikseen jokaiseen kolmioon ja laske yhteen kolmioitten pinta-alat. [

Ylemmain puolitason laatoitukset sddnndllisillda monikulmioilla

Saannollinen hyperbolinen n-kulmio on hyperbolinen n-kulmio, jonka kaikki si-
vut ovat saman pituisia ja jonka kaikki kulmat ovat saman suuruisia. Pohdimme
seuraavaa ongelmaa: Onko mahdollista laatoittaa ylempi puolitaso sdannollisilla
n-kulmioilla siten, etté jokaisessa kérjessd kohtaa tésmaélleen k n-kulmiota?

Aiemmin todettiin, ettd euklidisen tason R? ainoat mahdolliset laatoitukset
saannollisilla euklidisilla monikulmioilla ovat seuraavat:

(1) Laatoitus tasasivuisilla kolmioilla, jolloin jokaisessa kérjessé kohtaa 6 kol-
miota.

(2) Laatoitus neli6ill4, jolloin jokaisessa kérjessd kohtaa 4 nelicté.

(3) Laatoitus sdannollisilla kuusikulmioilla, jolloin jokaisessa kérjessé kohtaa
3 kuusikulmiota.

Todistetaan ylla oleva euklidisia laatoituksia koskeva viite seuraavasti: Olete-
taan, ettéd taso R? voidaan laatoittaa sdannollisilld n-kulmioilla siten, etté jokai-
sessa kérjesséd kohtaa tdsmélleen k& n-kulmiota. Jaetaan sddnnoéllinen n-kulmio,
jonka kérjet ovat Py, Py, ..., P,_1, kolmioihin yhdistamalla kérki F, janalla mui-
hin kérkiin. Té&lloin saadaan yhteensd n — 2 kolmiota. Koska euklidisen kol-
mion kulmien summa on m, on néiden kolmioitten kulmien summa yhteensa
(n — 2)7. TAm& summa on sama kuin sédénnollisen n-kulmion kulmien summa.
Siis siannollisen n-kulmion kulma on #=27
Koska jokaisessa kérjessé kohtaa tdsmélleen k kappaletta sadnnollisia n-kulmioita,

on
n—2 2

k( - ) = km(1 ﬁ) =27,
misté seuraa, etté
11 1
k * n 2
Kokeilemalla loydetdéan kolme ratkaisua:
(1) n=3, k=6,
(2) n=4, k=4,
(3) n=6, k= 3.

Namaé ratkaisut vastaavat tason laatoituksia tasasivuisilla kolmioilla, neliGilla
ja sadnnollisilla kuusikulmioilla. Oletetaan sitten, etta

1 1 1

E n 2
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Talloin
2k
n=-——

k—2

Jos k =5, onn = % ¢ N. Huomataan, ettd kuvaus f: k — ;—g on aidosti
vithenevé. Koska f(7) = & < 3, pitee f(k) ¢ N kun k > 7. Siis 1oytdmémme
ratkaisut ovat ainoat mahdolliset.

Hyperbolisessa geometriassa tilanne on paljon mielenkiintoisempi. On olemassa
adarettoman monta tapaa laatoittaa hyperbolinen taso sdannollisilla hyperbolisilla

monikulmioillal

Teoreema 7.7. Yiempi puolitaso voidaan laatoittaa sddnnollisillia hyperbolisilla
n-kulmioilla siten, ettd jokaisessa kdrjessd kohtaa tdasmdlleen k n-kulmiota, jos ja
vain jos
1 1 1

16 —+ =< -

(16) n k 2

Todistus. Todistamme ainoastaan, ettd jos laatoitus on olemassa, niin lukujen n
ja k pitaa toteuttaa yhtéld 16. Todistuksen toinen suunta on vaikeampi. Olkoon «
sdannollisen n-kulmion P kulma. Koska jokaisessa kérjesséa kohtaa k saannollisté
n-kulmiota, seuraa tésté ettd o = 27 /k. Koska n-kulmion P pinta-ala on positii-
vinen, seuraa Teoreemasta 7.6, etté

2
(n—2)7r—n—7r>0.

k
Niinpa
s
nmw > 21 +n—,
k
joten kun jaetaan molemmat puolet termilld n27, saadaan
1 - 1 n 1
2" n k

OJ

Olemme todistuksissa ohittaneet hyperbolisten monikulmioitten olemassaoloa
koskevat kysymykset. Seuraava tulos antaa vastauksen olemassaolokysymyksiin:

Lause 7.8. Olkoot o, ..., «, sellaisia, ettd

(n—Q)W—Zak > 0.
k=1

Talloin on olemassa hyperbolinen n-kulmio, jonka kulmat ovat oy, . .., .

Todistus. Katso [?], Teoreema 7.16.2. O
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8. HYPERBOLISTA TRIGONOMETRIAA

Euklidisessa geometriassa on monia tuttuja lauseita, jotka kertovat kolmion sivu-
jen ja kulmien vilisistd suhteista. Téllaisia lauseita ovat esimerkiksi Pythagoraan
lause, sinilause ja kosinilause. Tésséa luvussa tutustumme vastaavanlaisiin tulok-
siin hyperbolisessa geometriassa.

Pythagoraan lause

Euklidisessa geometriassa Pythagoraan lause kertoo, miten suorakulmaisen kol-
mion sivujen pituuksien suhteet riippuvat kolmion kulmista. Seuraavaksi todis-
tamme vastaavan lauseen hyperbolisessa geometriassa:

Teoreema 8.1. (Pythagoraan lause hyperbolisille kolmioille) Olkoon A
kolmio ylemmdssd puolitasossa. Olkoot kolmion A kulmat o,  ja 7/2 ja niitd
vastaavien vastakkaisten sivujen hyperboliset pituudet a, b ja c. Tdlloin

(17) cosh ¢ = cosh a cosh b.

Todistus. Voimme olettaa, ettd kolmion A kulmaa 7 /2 vastaava kérki on pisteessa
i ja sivu, jonka pituus on b, on imagindériakselilla. (Tarvittaessa voimme siirtd
kolmion Mé&bius-kuvauksen avulla.) Téstd seuraa, etté sivu, jonka pituus on a, on
puoliympyrélld, jonka keskipiste on origo ja sdde on 1. Voimme péétellé, etté yksi
kolmion kérjistd on pisteessé ki, missd £ > 0. Kolmion kolmas kérki on pisteesséa
s + it puoliympyrélld, jonka keskipiste on origo ja sidde on 1.

Lauseesta 5.14 seuraa, ettd kaikilla z,w € H,

|z —wp?
hd =14+ ——.
cosh di(z,w) * 2Im(z)Im(w)
Soveltamalla ylla olevaa kaavaa kolmion A sivuihin saadaan:

_ ls+it—1)]2 _ s24+(t=1)% _ 1
cosha = 1+ —(k_ﬁ'é 1:k21 + =L =
coshb = 1+ | fk(t—kj2 2k ek 1ad
coshe = 142520 =14 25— = S0,

Ylimmén ja alimman yhtdlon johtamisessa on kiytetty tietoa, ettd s? +t2 = 1
kun s + it on yksikkoympyran piste. Yhdistamalld ylla olevat yhtéalot saadaan

cosh ¢ = cosh a cosh b.
O

Huomautus 8.2. Oletetaan, ettd a, b ja ¢ ovat kaikki suuria. T&lléin ¢ ~ a +
b — In 2. Niinpéa hyperbolisessa geometriassa hypotenuusan pituuden ei tarvitse
olla olennaisesti pienempi kuin kateettien pituuksien summa. Pythagoraan lause
seuraa myos suoraan luennoilla todistetusta kosinilauseesta.

Suorakulmaiset kolmiot

Oletetaan ensin, ettd A on euklidinen suorakulmainen kolmio. T&ll6in
(1) sina = a/c,
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(2) cosax =b/c,
(3) tana = a/b.

Seuraavaksi todistamme vastaavanlaisen tuloksen suorakulmaiselle hyperboli-
selle kolmiolle:

Lause 8.3. Olkoon A hyperbolinen kolmio ylemmdssd puolitasossa H. Olkoot
kolmion A kulmat o, B ja /2 ja niitd vastaan olevien sivujen pituudet a, b ja c.
Talloin

(1) sinaw = sinh a/sinh ¢,

(2) cosa = tanhb/tanhe,

(3) tana = tanha/sinh b.

Todistus. Kuten aiemmin, voimme olettaa, ettd kolmion A kérjet ovat pisteissé i,
ki ja s—+it, missd s+ it on piste origokeskiselld yksikkdympyralld, ja ettd kolmion
A suora kulma vastaa kirked i. (Tarpeen vaatiessa voimme siirtdd kolmion A
Mébius-kuvauksen avulla.) Oletetaan, ettd s > 0. (Tapauksen s < 0 todistus on
samanlainen.)

On olemassa yksikasitteinen pisteet ki ja s+ it yhdistdva geodeesi. TAméa geo-
deesi on puoliympyrad C, jonka keskipiste on reaaliakselilla. Olkoon keskipiste
—x < 0. (Jos keskipiste on posit. reaaliakselilla, on todistus samanlainen.) Pis-
teitten x ja ki kautta kulkeva euklidinen suora leikkaa reaaliakselin kulmassa a.
Jana pisteesté = pisteeseen ki on puoliympyrén C' sdde. Samaten jana pisteesta x
pisteeseen s + it on pyoliympyrén C' side. Laskemalla nédiden séteitten pituudet
saadaan

k4 2% = (s +x)* + %

joten

(18) k? = 8% + 250 + 12 = 25w + 1.
Tarkastelemalla euklidista kolmiota, jonka kérjet ovat —z, ki ja 0, huomataan,
etta

k 2ks

19 t =—=—=.

(19) ane=— =5
Teoreeman 8.1 (Hyperbolinen Pythagoraan lause) todistuksessa johdettiin kaavat
hyperboliselle kosinille ja sinille. Néistd kaavoista seuraa, etta

2 _

sinhb =

ja tanha = s.

2k
Kaavasta 19 seuraa nyt, etta
oo — tanha
sinhb’
joten saimme lauseen kohdan (3) todistettua. Kohtien (1) ja (2) todistukset
jatetdan harjoitustehtaviksi. O

Harjoitustehtiava 8.4. Todista Lauseen 8.3 kohdat (1) ja (2).
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Kolmio, jolla on kirki reunalla

Tarkaistellaan hyperbolista suorakulmaista kolmiota, jonka kérjistd yksi on reu-
nalla OH. Té&ll6in kolmion kulmat ovat «, 0 ja 7/2. Ainoastaan yhdelld kolmion
sivuista on &érellinen pituus. Tadma sivu on kulmia « ja m/2 vastaavia karkid yh-
distéva sivu. Voidaan kirjoittaa erilaisia kaavoja, jotka kertovat kuinka kulma «
riippuu tdmén aarellisen pituisen sivun pituudesta.

Lause 8.5. Olkoon /\ hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat o, 0 ja 7/2. Olkoon

a kolmion A\ ainoan ddrellisen pituisen sivun pituus. Talloin
1

(1) sina =

cosha’
(2) cosa = o
(3) tana = .

Todistus. Yhtalot (1), (2) ja (3) ovat yhtépitavid, joten riittdd todistaa yksi niisté.
Todistamme ensimméisen yhtalon.

Voimme olettaa, ettd kolmion A reunakérki on pisteessi oo ja ettd kulmaa /2
vastaava karki on pisteessd ¢. Kolmion kolmas kérki on talloin pisteessé cos o +
1sin a.

Palautetaan mieliin, etta pisteitten z,w € H hyperboliselle etéisyydelle pétee
|z — w|?
cosh dH(z,w) =1+ m

Kun z =17 ja w = cos a 4 ¢ sin o, saadaan

2(1 — si 1
cosha = coshdy(z,w) =1+ ( 'sm @) -
2sin sin o

Kosinilauseet

Lemma 8.6. Olkoot vi,vs,v3 € D hyperbolisen kolmion kdrjet. Talloin on ole-
massa hyperbolinen isometria p, joka sdilyttid kulmat, ja jolle p(vy) = 0, p(vy) =
r >0 ja p(vs) = se, missi s >0 ja 0 < <.

Todistus. Etsitédén ensin p; € Méb(D),

_az+f

B Bz +a’

missi a, 8 € C, |af*> — |82 > 0, p1(v1) = 0 ja p1(vs) = r > 0. Olkoon 8 = —awy,
joten

p1(2)

o = 8" = |al*(1 = [v1]*) > 0

ja
oz =)
niz) = a(—tyz+ 1)
Niinp# p;(v;) = 0. Kirjoitetaan sitten o = |a|e?, missi 6 valitaan siten, etti

p1(ve) =17 > 0.
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Jos Im(py(vs)) > 0, niin valitaan p = p;. Jos Im(p;1(vs)) < 0, niin yhdistetdén
p1 kulmat séilyttavaan isometriaan

fD—>D, z+ z

ja valitaan p = f o p;.

O

Hyperbolisten kosini- ja sinilauseitten todistuksissa tarvitaan seuraavia hyper-
bolisten funktioitten ominaisuuksia:

Lemma 8.7. Hyperbolisille funktioille pdtevit seuraavat kaavat:

(1) 2coshxsinh x = sinh 2z,
2) sinh?®z = %cosh 2r — %,

(2)
(3) cosh®z = L cosh2z + 1,
(4)

4) sinh? z cosh? y + cosh? zsinh? y = % (COSh 2x cosh 2y — 1) .

Todistus. Harjoitustehtava. Il

Euklidisessa geometriassa on voimassa seuraava kosinilause: Olkoon A eukli-
dinen kolmio, jonka kulmat ovat «, 3 ja v ja kulmien vastaisten sivujen pituudet
a, b ja c. Talloin

& =a®>+b* — 2abcos .

Hyperbolisessa geometriassa on voimassa vastaava tulos:

Lause 8.8. (Kosinilause I) Olkoon A hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat
a, B ja vy ja kulmien vastaisten sivujen pituudet a, b ja c. Oletetaan, ettd kaikki
siwut ovat ddrellisen pituisia. Tdlloin

cosh ¢ = cosh a cosh b — sinh a sinh b cos 7.

Todistus. Riittad todistaa tapaus A C . Tapaus A C H seuraa sitten kuvausta
h: H — D kayttamalld. Lemman 8.6 perusteella voidaan olettaa, ettd vy = 0,
ve =7 >0 ja vg = s€' missd s > 0 ja « € (0, 7). Tilloin

¢ =dp(0,7) :ln(ii—rr),

joten r = tanh(3). Samoin
b= dp(0, se') = dp(0, s),
joten s = tanh(g). Euklidisen kosinilauseen perusteella
lv3 — va|? = r* + 5% — 2rscos a,

joten
9 9, C 5, b c b
|vg — va]° = tanh (5) + tanh (5) - 2tanh(§) tanh(g) COS (.

Toisaalta Harjoitustehtdvan 6.3 perusteella
"UQ — 113|2 ”Ug — U3|2

inh’ 1 V2,V — sinh? a
(1 —|va2)(1 = |us]?) - 1= )1 - ) = sinh (Qd]D)( 2 3)) h (2)
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Niinpa
b
lvg — v3]? = (1 —r?)(1 — s?) sinhQ(%) = cosh’Q(g) cosh’2(§) sinhQ(g).

Yhdistamilld yhtilot termille |vy — v3|* nihddén, etti
a

. h2 e
sin (2)

on yhta kuin
c b b c c
inh?(=) cosh?(=) + sinh?(=) cosh?(= -
sin (z)cos (2)+sm (2)(:05 (2 5
Hyperbolisten funktioitten ominaisuuksien perusteella saadaan

1 1 1 11
—cosha — = = =(coshccoshb — 1) — 2 = - —sinh ¢sinh bcos
2 2 2 2 2

b b
) — 2sinh( )sinh(i) cosh(g) cosh(i) Cos Q.

joten
cosh a = cosh b cosh ¢ — sinh ¢sinh b cos «.

Hyperbolisille kolmioille on voimassa my6s toinen kosinilause:

Lause 8.9. (Kosinilause II) Olkoon A hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat
a, B ja v ja kulmien vastaisten sivujen pituudet a, b ja c. Talloin

cos acos 3 + cosy

coshc = - -
sin asin 3

Todistus. Kirjoitetaan A = cosha, B = coshb, C' = cosh c. Ensimmaéisen Kkosini-
lauseen perusteella
C = AB — sinhasinh bcos 7.

Kirjoitetaan kaikki toisen kosinilauseen termit termien A, B ja C' avulla. T&lloin

o AB —C
o ha o)
BC — A
cosa = ,
VC-DB -1
AC — B
cos B =

V(C?=1)(A2-1)
, \/1+2ABC— A2 + B2 4 C2)
SIin o =

(
C-nF-1

ja

(C?—-1)(A2—-1)

Sijoittamalla ja sieventdamalld ndhdasn, etta

_ \/1+2ABC—(A2+B2+O2)
sin § = )

cosy + cos a cos 3

= (C = coshe.

sin arsin 3



40 HYPERBOLINEN GEOMETRIA

OJ

Huomautus 8.10. Jalkimmaiselld kosinilauseella ei ole vastinetta euklidisessa geo-
metriassa. Huomaa, etté toisen kosinilauseen avulla on mahdollista laskea hyper-
bolisen kolmion sivujen pituudet, kun kolmion kulmat tunnetaan. Euklidisessa
geometriassa kolmion kulmat eivit méadriaé sen sivuja.

Sinilause

Kerrataan euklidisen geometrian sinilause: Olkoon A euklidinen kolmio, jonka
kulmat ovat o, £ ja v ja kulmien vastaisten sivujen pituudet a, b ja c. Talloin

sina  sinf8  sinvy
a b ¢
Hyperbolisille kolmioille voidaan todistaa vastaavanlainen tulos:

Lause 8.11. (Sinilause) Olkoon /A hyperbolinen kolmio, jonka kulmat ovat «,
B ja v ja kulmien vastaisten sivujen pituudet a, b ja c. Talloin

sin «v sin 3 sin y

sinha  sinhb  sinhe’
Todistus. Kirjoitetaan taas A = cosha, B = coshb, C' = cosh c. Ensimmaéisen
kosinilauseen perusteella

A = BC — sinh ¢sinh bcos a.

Koska lauseen tilanteessa seké sinifunktiot ettd hyperboliset sinifunktiot saavat
ainoastaan positiivisia arvoja, riittdé osoittaa, etta

sin? o sin? 3 sin? y

sinh?a  sinh?b  sinh®c¢

Ensimmaéisen kosinilauseen perusteella

2
BA-C
sin?y=1—cos’y=1— (—) )

sinh a sinh b

joten
sin® ysinh® asinh®b = (4% — 1)(B* — 1) — (AB — O)*.

Sieventémilld ja jakamalla yht#lon molemmat puolet termilld sinh? a sinh? bsinh? ¢
nihdidin, etti

sin®y  1+2ABC — (A? + B>+ (C?)

sinh®c sinh? a sinh? bsinh? ¢ '
Y14 olevan yhtélon oikea puoli ei muutu, jos permutoidaan kulmia o, S ja 7.
Niinpad myoskédn yhtédlon vasen puoli ei saa muuttua, jos permutoidaan kulmia
a, [ ja . Tasta seuraa, ettd

sin? o sin? 3 sin?

sinh?a  sinh?b  sinh®c
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9. MOBIUS-KUVAUSTEN KIINTOPISTEET

Kiintopisteet

Palautetaan mieliin, ettd kuvausta
az +b
cz+d’
missé a,b,c,d € R ja ad — bc > 0, sanotaan ylemmé&n puolitason Mobius-
kuvaukseksi. Téassé luvussa keskitymme Mobius-kuvausten luokitteluun. Mébius-
kuvauksia on kolmenlaisia; parabolisia, elliptisié ja hyperbolisia.

Olkoon zy € HU 0H. Sanomme, ettd zy on kuvauksen v kiintopiste, jos

azg+ b
2 — —
(20) 7(20) 2o +d

Luokittelemme Mo6bius-kuvauksen sen perusteella miten monta kiintopistetta silla
on ja ovatko kiintopisteet ylemmaéssé puolitasossa H vaiko reunalla OH. Identtinen
kuvaus on Mobius-kuvaus, jolle kaikki pisteet ovat kiintopisteitd. Téasséd luvussa
oletamme, etté v ei ole identtinen kuvaus.

Tarkastellaan ensin tapausta, missid oo € 0H on kuvauksen ~ kiintopiste. Kir-
joitetaan

v:H—H, z~—

20-

o (z) = a+b/ z
c+d/z
Kun z — 00, 1/z — 0. Niinpé 7(o0) = a/c. Piste oo on kuvauksen 7 kiintopiste,
jos ja vain jos y(00) = oo. Tama puolestaan on mahdollista, jos ja vain jos ¢ = 0.
Oletetaan sitten, ettd oo on kuvauksen v kiintopiste, jolloin ¢ = 0. Mitd muita
kiintopisteitd kuvauksella v voi olla? Koska ¢ = 0, on

a b

Y(z0) = EZO + a

Huomataan, ettd myos zo = b/(d — a) on kuvauksen v kiintopiste. (Huomaa, etta
tamé piste on oo, jos a = d. Piste on reaaliakselilla, jos a # d.) Jos siis co on
kuvauksen ~ kiintopiste, voi kuvauksella v olla korkeintaan yksi toinen kiintopiste
ja tdmé toinenkin kiintopiste on reunalla OH.

Tarkastellaan seuraavasti tilannetta, missd oo ei ole kuvauksen v kiintopiste.
Tassé tapauksessa ¢ # 0. Kertomalla yhtdlo 20 luvulla czg + d huomataan, etté
zp on kuvauksen v kiintopiste, jos ja vain jos

(21) czg + (d—a)zg—b=0.

Yhtéalo 20 on reaalikertoiminen toisen asteen yhtdlo. Niinpé silld on joko (1) yksi
tai kaksi reaalista ratkaisua tai (2) kaksi kompleksiratkaisua, jotka ovat toistensa
kompleksikonjugaatteja. Jéalkimmaéisessé tapauksessa ainoastaan toinen ratkaisu
on ylemmaésséd puolitasossa. Olemme todistaneet:

Lause 9.1. Olkoon ~ ylemmdn puolitason H, oletetaan, ettd v ei ole identtinen
kuvaus. Tdlloin kuvauksella v on joko

(1) kaksi kiintopistettd reunalla OH eikd yhtddn ylemmdssa puolitasossa H,
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(2) yksi kiintopiste reunalla OH eikd yhtddn ylemmdssi puolitasossa H,
(3) ei yhtddn kiintopistetti reunalla OH ja yksi kiintopiste ylemmdssi puoli-
tasossa H.

Korollaari 9.2. Olkoon v ylemmdn puolitason Médbius-kuvaus, jolla on vihintddin
kolme kiintopistettda. Talloin v on identtinen kuvaus (eli kaikki pisteet ovat kiin-
topisteitd).

Maaritelma 9.3. Olkoon « ylemmén puolitason H Mobius-kuvaus. Sanomme,
etta

(1) ~ on hyperbolinen, jos sillé on kaksi kiintopistettd reunalla OH eiké yhtéan
ylemmaéssa puolitasossa Hi,

(2) v on parabolinen, jos silla on yksi kiintopiste reunalla OH eikéd yhtdin
ylemmaéssa puolitasossa Hi,

(3) v on elliptinen, jos silld on yksi kiintopiste ylemmissé puolitasossa H eiké
yhtédéan reunalla OHL

Harjoitustehtidva 9.4. Etsi seuraavien ylemmdn puolitason Mdbius-kuvausten
kiintopisteet joukossa H U OH.:

2245 1 z

o, o ) =TE46, m(z) = ml) =

Luokittele kukin kuvaus v;, 1 <1 < 4, hyperboliseksi, paraboliseksi tai elliptiseksi.

m(z) =

Moébius-kuvaukset ja matriisit

Olkoot ¥, ja 72 ylemmén puolitason Mobius-kuvauksia,

a1z + by asz + by
T1(z) = iz +dy Y2(2) = oz +do
Kuvausten 7, ja 7o yhdiste 75 0 v3 = 79y on myos ylemmén puolitason Mdbius-
kuvaus;
as <%> + by
Yoni(z) = )
joten

(agal + b261)2 + (a2b1 + bgdl)
(c2a1 4 dacy)z + (c2by + dady)”
Vertaa kuvauksen v, o 1 kertoimia matriisituloon

ag b2 ay bl _ ag01 + bQCl agbl + bgdl
Co d2 Cq dl Co01 + d201 Cgbl + del ’
Kun Mobius-kuvausten 7 ja 7. kertoimista muodostetaan 2 x 2-matriisit, ovat

yhdistetyn kuvauksen 7,7, kertoimet néiden matriisien tulon matriisialkiot. Seu-
raavaksi pohdimme Mobius-kuvausten ja matriisien vélistd yhteytta.

Yon(z) =
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Huomaa, etté jos
(2) az+b
Z) =
7 cz+d
on ylemméan puolitason Mobius-kuvaus ja A € R\ {0}, niin talléin kuvaus ~
voidaan myos kirjoittaa muodossa

. Aaz + Ab
N ez +M\d

Niinpé valitsemalla A = 1/4/(ad — bc) voimme aina olettaa, ettd ad — bc = 1.

Maiédritelmé 9.5. Mobius-kuvauksen v(z) = (az + b)/(cz + d) sanotaan olevan
normalisoidussa muodossa tai normalisoitu, jos ad — bc = 1.

Harjoitustehtava 9.6. Normalisoi tehtivin 9.4 Mobius-kuvaukset.

Maéritelmé 9.7. Tason R? erityinen lineaarinen ryhmd on

SL(2,R) = {A: (Z Z) | a,b,c,d € R, detA:ad—bc:l}.

Harjoitustehtiava 9.8.

(1) Osoita, etti SL(2,R) on ryhmd (laskutoimituksena matriisien kertolasku,).
(2) Olkoon

SL(2,Z) = {A: (CCL Z) | a,b,c,d € Z, detA:ad—bc:l}.

Osoita, etti SL(2,7Z) on ryhmdan SL(2,R) aliryhmd.
Jokaista erityisen lineaarisen ryhmén matriisia
a b
=(t0)
vastaa normalisoitu Mébius-kuvaus v4 € M6b(H), missa

az+b
cz+d

Ya(2) =

Huomaa, ettd matriisit

a b . —a —b
(i) m (2 0)
missé ad — bc = 1, ovat molemmat ryhmén SL(2, R) alkioita, ja ettd niitd vastaa

sama Mobius-kuvaus v4 = v_4. Toisaalta vg # 74 kaikilla B € SL(2,R), B # A,
B # —A.

Huomautus 9.9. Olkoon

{0 ) (0 5))

Télloin Z on ryhmén SL(2,R) normaali aliryhmé, joten voimme muodostaa te-
kijdryhmdn
PSL(2,R) = SL(2,R)/Z.
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Ryhmiéstd PSL(2,R) kédytetddn nimitysta projektiivinen erityinen lineaarinen
ryhmd. Edelld todetun perusteella voimme halutessamme samastaa ryhmén Mob (H)
ryhmén PSL(2,R) kanssa.

10. MOBIUS-KUVAUSTEN LUOKITTELU: PARABOLISET KUVAUKSET
Konjugaatit

Maéritelma 10.1. Olkoot ~;,7v, € Mob(H) kaksi ylemmén puolitason Mébius-

kuvausta. Sanomme, ettd kuvaus v, on kuvauksen v, konjugaatti, jos on olemassa

sellainen Mobius-kuvaus g € Méb(H), ettd v, = g ' o9 0 g.
Harjoitustehtava 10.2.

(1) Madaritellaan relaatio ~ ryhmdssi Mob(H) asettamalla v1 ~ 72, jos ja
vain jos v on kuvauksen v konjugaatti. Osoita, ettd ~ on ekvivalenssi-
relaatio.

(2) Oletetaan, ettdc Mobius-kuvaukset v, ja o ovat toistensa konjugaatteja.
Osoita, etti jos 71 on hyperbolinen (vast. elliptinen, parabolinen), niin
talloin myds v, on hyperbolinen (vast. elliptinen, parabolinen).

Moébius-kuvauksen jalki

Palautetaan mieliin, ettd matriisin A jaljelli tr(A) tarkoitetaan sen lavistdjaalki-
oitten summaa. Jos A on 2 X 2-matriisi,

a b
Az(a,b,c,d)z(c d)’
niin tr(A) = a +d.

Olkoon v(z) = (az + b)/(cz + d), ad — bc > 0, ylemmén puolitason Mobius-
kuvaus. Jakamalla kertoimet a,b,c,d termilla v/ad — be, voimme Kkirjoittaa ku-
vauksen v normalisoidussa muodossa. Oletetaan siis, ettd + on kirjoitettu nor-
malisoidussa muodossa. Talloin kuvausta 7 vastaa matriisi A = (a, b; ¢, d), missé
ad — be = 1. Niinpd A € SL(2,R). Kuten aiemmin totesimme, tim& matriisi ei
ole yksikasitteinen, kuvausta v vastaa myos matriisi —A = (—a, —b;, —c, —d).
Maarittelemme kuvauksen

7: Mob(H) — R, 7(v) = (tr(4))* = (tr(=A))>

Mairitelma 10.3. Olkoon v € MoOb(H) Moébius-kuvaus, jolle v(z) = (az +
b)/(cz + d), missé ad — bc = 1. Kuvauksen ~ jdlki on

tr(7) = (a + d)’.

Seuraavan lauseen perusteella Mobius-kuvauksilla on sama jélki, jos ne ovat
toistensa konjugaatteja:

Lause 10.4. Olkoot v1,v, € M6b(H
tensa konjugaatteja, niin tr(y;) = tr(

Moébius-kuvauksia. Jos v ja v ovat tois-

)
Ya)-
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Harjoitustehtéiva 10.5. Todista Lause 10.4. (Vihje: tr(AB) = tr(BA) kaikille
n X n-matriiseille A ja B.)

Seuraavaksi luokittelemme Mobius-kuvaukset kayttamallda apuna kuvausten
jalked. Olkoon v(z) = (az + b)/(cz + d) ylemmé&n puolitason Mobius-kuvaus.
Oletetaan ensin yksinkertaisuden vuoksi, ettd oo ei ole kuvauksen v kiintopiste.
Talloin ¢ # 0. Aiemmin huomattiin, ettd 2z, on kuvauksen v kiintopiste, jos ja

vain jos
a—d=+/(a—d)?+ 4be

Neliojuuren sisélla olevasta termisté riippuu, onko yhtélolla yksi tai kaksi reaalista
ratkaisua vaiko kaksi kompleksista ratkaisua, joista kuitenkin ainoastaan toinen
voi olla ylemmaéssé puolitasossa. Soveltamalla yhtaloitéa

ad —bc=1 ja (a+d)* = tr(y)

20 =

saadaan
(a —d)? + 4bc = tr(y) — 4.
Jos ¢ = 0, on oo kuvauksen + kiintopiste. Toinen kiintopiste on télléin b/(d—a).
Niinpé oo on ainoa kiintopiste, jos a = d, missé tapauksessa taytyy ollaa =d =1
taia =d = —1, koska ad — bc = ad = 1. Jos a = d, on
tr(y) = (1+1)* = 4.
Jos a # d, on kuvauksella ~ kaksi kiintopistettd reunalla OH, jolloin tr(vy) > 4.
Olemme todistaneet seuraavan tuloksen:
Lause 10.6. Olkoon v € M6b(H). Oletetaan, etti v ei ole identtinen kuvaus.
Tdlloin
(1) kuvaus v on parabolinen, jos ja vain jos tr(~y

)
(2) kuvaus v on elliptinen, jos ja vain jos tr(y) €
(3) kuvaus v on hyperbolinen, jos ja vain jos tr(7y)

0.4),
€ (4,00).

Paraboliset kuvaukset

Ylemmén puolitason Mobius-kuvausta v sanotaan paraboliseksi, jos silld on tédsmél-
leen yksi kiintopiste ja tdmé kiintopiste on reunalla OH. Esimerkiksi M&bius-
kuvaus
v H—-H, z—2+1,
on parabolinen. Témén kuvauksen ainoa kiintopiste on co. Muotoa
z—z+b

olevaa Mobius-kuvausta kutsutaan siirrokst.
Harjoitustehtivia 10.7. Olkoon v(z) = z+b, b € R. Osoita, etti~y on kuvauksen

7 (z) = z + 1 konjugaatti, jos b > 0, ja kuvauksen v5(z) = z — 1 konjugaatti, jos
b < 0. Ovatko kuvaukset v, ja vo konjugaatteja?

Lause 10.8. Olkoon v € M6b(H). Oletetaan, ettd v ei ole identtinen kuvaus.
Talloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:
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(1) v on pambolmen

(2) tx(y) =

(3) v on Szzrtokuvauksen konjugaatti,

(4) v on joko kuvauksen z — z + 1 tai kuvauksen z — z — 1 konjugaatti.

Todistus. Lauseen 10.6 perusteella kohdat (1) ja (2) ovat yhtéapitdvid. On selvia,
ettd kohta (3) seuraa kohdasta (4). Harjoitustehtavin 10.7 perusteella kohta (4)
seuraa kohdasta (3).

Oletetaan sitten, ettd ehto (4) on voimassa. Mobius-kuvauksen z — z+1 ainoa
kiintopiste on oco. Niinpé kuvauksella v on myo6s tdsmélleen yksi kiintopiste ja se
on reunalla OH, jos 7 on kuvauksen z + z + 1 konjugaatti. Téstéd seuraa, etté
~ on parabolinen. Samoin ndhdéén, ettd v on parabolinen, jos se on kuvauksen
z — z — 1 konjugaatti.

Osoitamme viel4, ettd ehto (3) seuraa ehdosta (1). Oletetaan, ettd v on para-
bolinen, joten silld on yksikésitteinen kiintopiste £ reunalla OH. Olkoon g Mobius-
kuvaus, joka kuvaa pisteen ¢ pisteelle co. Tilloin gyg~' on Mébius-kuvaus, jonka
ainoa kiintopiste on oo. Osoitamme, ettd gyg~' on siirto. Kirjoitetaan

_1(2) . az + b

979 Tt d

Koska oo on kuvauksen gyg~! kiintopiste, on ¢ = 0. Niinpi
b

1 a
979~ (2) = Sz +
joten kuvauksella gyg~! on kiintopiste b/(d — a). Koska kuvauksen gyg~! ainoa
kiintopiste on oo, seuraa tisti ettd d = a. Niinpd gyg~'(z) = 2+ jollain ¥/ € R.
Talloin ~ on siirtokuvauksen konjugaatti. 0J

1

11. MOBIUS-KUVAUSTEN LUOKITTELU: HYPERBOLISET JA ELLIPTISET
KUVAUKSET

Edellisessa luvussa 16ysimme ehtoja, jotka ovat yhtapitdvia sille, ettd annettu
Mobius-kuvaus on parabolinen. Erityisesti todistimme, ettd kaikki paraboliset
Mobius-kuvaukset ovat siirtokuvausten konjugaatteja. Téassé luvussa todistamme
samantapaisia ehtoja hyperbolisille ja elliptisille Mobius-kuvauksille.

Hyperboliset Mobius-kuvaukset

Mobius-kuvausta sanotaan hyperboliseksi, jos silld on tdsmaélleen kaksi kiintopis-
tettd ja ne molemmat sijaitsevat reunalla OH. Olkoon k > 0 ja oletetaan, etté
k # 1. Talloin Mobius-kuvaus v(z) = kz on hyperbolinen. Kuvauksen ~ kiin-
topisteet ovat 0 ja co. Muotoa z + kz, missd k # 1, olevaa Mobius-kuvausta
kutsutaan venytykseks.

Harjoitustehtiava 11.1. Osoita, ettd Mobius-kuvaukset z — kiz ja z — koz,
missd ki, ke >0, ki # 1, ky # 1, ovat konjugaatteja, jos ja vain jos ki = ko tai
ki =1/ks.

Lause 11.2. Olkoon v € Mob(H). Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitavida:
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(1) kuvaus v on hyperbolinen,

(2) tr(y) > 4,

(3) kuvaus vy on venytyskuvauksen konjugaatti, eli v on kuvauksen z — kz
konjugatti jollain k > 0, k # 1.

Todistus. Lauseen 10.6 perusteella kohdat (1) ja (2) ovat yhtépitavia.

Oletetaan sitten, ettéd ehto (3) on voimassa. Téalléin  on jonkin venytyskuvauk-
sen konjugaatti. Venytyskuvauksella on tdsmilleen kaksi kiintopistettd, 0 ja co.
Talloin myos kuvauksella v on tésmélleen kaksi kiintopistettd, jotka molemmat
ovat reunalla OH. Niinpa v on hyperbolinen kuvaus.

Osoitamme vield, ettd ehto (3) seuraa ehdosta (1). Ensin osoitamme, etté jos
seké 0 ettd oo ovat kuvauksen 7 kiintopisteitd, niin v on venytys: Kirjoitetaan

az+b
W)=
missd ad — bc > 0. Koska oo on kuvauksen ~ kiintopiste, on ¢ = 0. Niinpé
v(2) = (az + b)/d. Koska myos 0 on kuvauksen 7 kiintopiste, on myos b = 0.
Niinpé v(z) = (a/d)z, joten v on venytys.

Oletetaan sitten, ettd v on hyperbolinen Mé&bius-kuvaus. Télloin kuvauksella
~ on kaksi kiintopistettd &;,& € OH. Oletetaan ensin, ettd & = oo ja & € R.
Olkoon g(z) = z — &. Téllsin Mobius-kuvaus gyg~' on kuvauksen « konjugaatti
ja sen kiintopisteet ovat 0 ja oo. Edellisen huomautuksen perusteella v on venytys.

Oletetaan seuraavaksi, etta &, & € R. Voimme olettaa, ettd & < &. Olkoon g
Moébius-kuvaus

z—&

g9(z) = .

(2) == :
Koska g(&;) = oo ja g(&) = 0, ovat 0 ja oo kuvauksen gyg~* kiintopisteet. Niinpi
gvg~! on venytys, joten v on venytyskuvauksen konjugaatti. 0

Elliptiset M6bius-kuvaukset

Elliptisten Mébius-kuvausten ymmértdminen on helpompaa, jos ylemmén puoli-
tason H M&bius-kuvausten sijaan tutkimme Poincarén kiekon D Mébius-kuvauksia.
Palautetaan mieliin, ettd Poincarén kiekon Mobius-kuvaukset ovat muotoa

az+f3
(22) 12) = =——,

Bz + @
missid a, 3 € C ja |a|* —|B]* > 0. Kun normalisoimme kuvauksen +, voimme
olettaa, ettd |a|> — [3]* = 1. Poincarén kiekon Mobius-kuvaukset luokitellaan

seuraavasti:

(1) kuvaus v on hyperbolinen, jos silld on kaksi kiintopistettd reunalla 0D
eikd yhtaan kiintopistetta kiekolla D,

(2) kuvaus v on parabolinen, jos silld on yksi kiintopiste reunalla 9D eik&
yhtéan kiintopistetta kiekolla D,

(3) kuvaus  on elliptinen, jos silld ei ole yhtdin kiintopistettd reunalla 0D ja
yksi kiintopiste kiekolla D.
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Myos Poincarén kiekon Mébius-kuvaukset voidaan luokitella kayttamalla apu-
na kuvausten jélked. Olkoon 7 Poincarén kiekon Mé&bius-kuvaus normalisoidus-
sa muodossa (22). Maarittelemme kuvauksen ~ jiljen tr(y) asettamalla tr(y) =
(a + @)?. Voidaan osoittaa, etti

(1) kuvaus 7 on hyperbolinen, jos ja vain jos tr(y) > 4,
(2) kuvaus 7y on parabolinen, jos ja vain jos tr(vy) = 4,
(3) kuvaus « on elliptinen, jos ja vain jos tr(y) € [0,4).

Y1l& olevat yhtéldisyydet voidaan todistaa eri tavoin. Ensinndkin voisimme
ratkaista toisen asteen yhtdlon v(zg) = 2o ja tutkia diskriminantin etumerkkia.
Vaihtoehtoisesti voisimme kéayttdd kuvausta h: H — D, h(z) = (z —i)/(iz — 1)
seuraavalla tavalla: Poincarén kiekon I Mobius-kuvaukset ovat muotoa hyh™1,
missd v on ylemmén puolitason H Mobius-kuvaus. Voidaan nayttad, ettd v on
hyperbolinen (vast. parabolinen, elliptinen), jos ja vain jos hyh~! on hyperbolinen
(vast. parabolinen, elliptinen). Edelleen, tr(vy) = tr(hyh™1).

Olkoon ~ Poincarén kiekon elliptinen Mébius-kuvaus. Télloin kuvauksella v on
tasmaélleen yksi kiintopiste ja se on kiekolla .

Olkoon 6 € (0,27) ja olkoon

v DD, z+ ez

Tallsin v € Méb(D) (valitse a = €%/2 ja 8 = 0 yhtilossi 22). Kuvaus v kiertid
Poincarén kiekon DD kulman 6 verran origon ympaéri.

Lause 11.3. Olkoon v € Mob(D). Seuraavat ehdot ovat yhtapitivid:

(1) kuvaus vy on elliptinen,
(2) kuvauksen ~y jalki tr(vy) € [0,4),
(3) kuvaus v on kierron z — €z konjugaatti.

Todistus. Lauseen 10.6 ja edelld olevan keskustelun perusteella kohdat (1) ja (2)
ovat yhtéapitavit.

Oletetaan, etté ehto (3) on voimassa. Jokaisen kierron ainoa kiintopiste kiekolla
D on origo. Niinpa kuvauksella v on tdsmélleen yksi kiintopiste, joka sijaitsee
kiekolla D, koska + on kierron konjugaatti. Téastd seuraa, ettd + on elliptinen
kuvaus.

Osoitamme vield, ettd kolmas ehto seuraa ensimmaéisestd. Oletetaan, ettd ~
on elliptinen kuvaus, ja ettd sen yksikésitteinen kiintopiste on & € . Olkoon
g kiekon D Mébius-kuvaus, jolle g(¢) = 0. Téllsin gyg~! on myos kiekon D
Mébius-kuvaus, ja gyg~' on kuvauksen v konjugaatti. Edelleen 0 on kuvauksen
gvg~! ainoa kiintopiste. Kirjoitetaan

az+ [

Bz +a’
missi |a|? — [3]> > 0. Koska 0 on kuvauksen gyg~! kiintopiste, on 8 = 0. Kirjoi-
tetaan o napakoordinaateissa, jolloin o = re®, r > 0. Talloin

Q@ re® :
g (2) = =z = gz =z,
joten v on kierron konjugaatti. O

979 '(2)
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Huomautus 11.4. Olkoon (z) = €z € Méb(D) Poincarén kiekon kierto. Olkoon
h: H— D, h(z) = (2 —i)/(iz — 1). Talléin h~1yvh € M6b(H) on muotoa
cos(0/2)z + sin(6/2)
—sin(0/2)z + cos(0/2)

Kuvauksella h~'yh on tismiilleen yksi kiintopiste . Muotoa 23 olevia kuvauksia
kutsutaan usein ylemmdn puolitason kierroiksi.

(23) h™'yh(z) =

12. TOPOLOGISISTA RYHMISTA

Téssé luvussa tutustutaan topologisiin ryhmiin. Jéljella olevat luvut voi ymmértaa
vaikka jattaisi tdméan luvun lukematta.

Maaritelma 12.1. Topologinen ryhmé on ryhmé G, joka on myd6s topologinen
avaruus ja jolle pétee:
(1) yhden pisteen joukot ovat suljettuja,
(2) kuvaus pu: G x G — G, (x,y) — xy, on jatkuva kun ryhméssid G x G on
tulotopologia,
(3) kuvaus i: G — G, x — 2z~ !, on jatkuva.

Esimerkki 12.2.

(1) Mikd tahansa ryhmé diskreetilld topologialla (ks. seuraava luku) varus-
tettuna on topologinen ryhmé.

(2) Reaalilukujen ryhmé ja kokonaislukujen ryhmé (kummassakin laskutoi-
mituksena yhteenasku) ovat topologisia ryhmié.

(3) Yksikkoympyrid S = {z € C | |z| = 1} kompleksilukujen kertolaskulla
varustettuna on topologinen ryhmaé.

Lemma 12.3. Topologiset ryhmdt ovat Hausdorffin avaruuksia.
Todistus. Topologinen avaruus X on Hausdorffin avaruus, jos ja vain jos sen
lavistaja
AX) ={(z,2) |z € X}
on suljettu tuloavaruudessa X x X. Olkoon G topologinen ryhmé. Kuvaus
f:GxG—=G, (g,h)— gh™,

on jatkuva. Olkoon e ryhmén G neutraalialkio. Koska {e} on ryhmén G suljettu
osajoukko, on
A(G)={(g.9) | g€ G} = [(e)

suljettu ryhméssa G x G. Siis G on Hausdorffin avaruus. OJ

Lause 12.4. Olkoon G topologinen ryhmd ja olkoon H ryhmdn G diskreetti ali-
ryhmd. Talloin H on suljettu ryhmdassd G.

Todistus. Tehddén vastaoletus ja oletetaan, ettd on olemassa p € G\ H, jonka
jokainen ympaéristo sisdltdd ddrettoman monta ryhmén H alkiota. Koska H on
diskreetti, on olemassa ryhmén G avoin osajoukko U, jolle UNH = {e}. Koska G
on topologinen ryhmi, neutraalialkiolla e on sellainen ympéristé V, ettd VV =1 C



50 HYPERBOLINEN GEOMETRIA

U (tarkistal). Télloin pV = p(V) on pisteen p ympéristo, joten on olemassa
hl, hg e H ﬂpV, h1 7é hz. Talloin

e#hithy € (pV) pV =V ip TV = VvVl CU,
eli pdddymme ristiriitaan. Niinpéd vastaoletus on vaéri ja H on suljettu. O

Olkoon G topologinen ryhmé ja olkoon h € G. Olkoon ¢,: G — G, g — h,
vakiokuvaus. Talloin kuvaukset

Ly, =po(cyid): G— G, g+ hg,
ja
Rh ::uo(idach>: G_>G7 gtha
ovat jatkuvien kuvausten yhdisteiné jatkuvia. Itse asiassa ne ovat homeomorfis-

meja, koska myos niiden kddnteiskuvaukset L,-1 ja Rj-1 ovat jatkuvia. Jos siis
U on ryhmén G avoin (vast. suljettu) osajoukko, niin myos joukot

WU = h(U) = Ly(U) ja Uh = Ry(U)

ovat ryhmén G avoimia (vast. suljettuja) osajoukkoja.

Olkoon H topologisen ryhmén G suljettu, normaali aliryhméa. Talloin G/H on
ryhmé. Olkoon

p:G—G/H, g~ gH.

Té&lloin p on surjektio. Maaritellddn ryhméan G/H topologia seuraavasti: jouk-
ko U on avoin ryhmissi G/H, jos ja vain jos sen alkukuva p~!(U) on avoin
ryhmiéssé G. On helppo tarkistaa, ettd télla tavoin saadaan topologia. Néin saa-
tua ryhmén G/H topologiaa sanotaan tekijitopologiaksi ja kuvausta p sanotaan
tekijikuvaukseksi. Selvésti p on jatkuva kuvaus.

Lemma 12.5. Kuvausp: G — G/H on avoin kuvaus (eli p(V') on avoin ryhmdssd
G/H aina kun V' on ryhmdin G avoin osajoukko).

Todistus. Olkoon U ryhmén G avoin osajoukko. Olkoon h € H. Téllin Uh on
ryhmén G avoin osajoukko. Niinpa

p(p)) = J Un
heH
on avoimien joukkojen yhdisteend ryhmén G avoin osajoukko. Siis p(U) on ryhmén
G /H avoin osajoukko. O

Lause 12.6. Olkoon G topologinen ryhmd ja olkoon H ryhmdin G suljettu, nor-
maali aliryhmda. Tdlloin G/H on topologinen ryhmi.

Todistus. Lisdtdan myohemmin. Ks. algebrallisen topologian (syksy 2015) 6. har-
joitukset. H

Olkoon M, (R) kaikkien reaalisten n x m-matriisien joukko. Joukolle M, (R)
saadaan topologia kun samastetaan se euklidisen avaruuden R™ kanssa. Olkoon

det: M,(R) - R, A+ det(A),
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kuvaus, joka kuvaa matriisin sen determinantille. T&ll6in det on jatkuva kuvaus.
Kéadntyvéit n x n-matriisit muodostavat ryhmén GL(n;R). Koska GL(n;R) =
det ' (R \ {0}), nihdiin, ettd GL(n;R) on avoin joukossa M, (R). Itse asiassa
GL(n;R) on topologinen ryhmé (ks. algebrallinen topologia, syksy 2015, 6. har-
joitus).

Erityinen lineaarinen ryhmé SL(n;R) = det™'(1) on ryhmin GL(n;R) suljet-
tu aliryhmé, joten se on topologinen ryhmaé. Erityisesti SL(2;R) on topologinen

LG (o)

on ryhmén SL(2; R) suljettu, normaali aliryhmé. Lauseen 12.6 perusteella
PSL(2;R) = SL(2;R)/Z

tekijatopologialla varustettuna on topologinen ryhma.
Aiemmin todistettiin ettd on olemassa ryhméisomorfismit

Méob(H) — PSL(2; R)
ja

Mob (D) — Mob(H).
Ryhmille M&b(H) ja Méb(ID) saadaan topologiat, joilla varustettuina ne ovat to-
pologisia ryhmié, kun vaaditaan, ettéd ylla olevat isomorfismit ovat homeomorfis-
meja.

Seuraavassa luvussa topologisoimme ryhmét Méb(H) ja Mob(ID) méérittelemal-

14 niille metriikat ja metriset topologiat. Néin saatavat metriset topologiat ovat
samoja kuin téssi luvussa médritellyt topologiat. Siis ryhmélle Mob(H) (vast.

ryhmélle M6b(ID)) saadaan samat avoimet joukot, topologisoidaan se sitten kum-
malla tahansa tavalla.

13. FUCHSIN RYHMAT
Téssé luvussa aloitamme tutustumisen ryhmien Mob(H) ja Mob(D) tiettyihin
tarkeisiin aliryhmiin.

Maéaritelmé 13.1. Ryhmien Mob(H) ja Mob(D) diskreeteisté aliryhmisté kiytetaan
nimitystd Fuchsin ryhmd.

Diskreetit joukot

Diskreetin joukon késite on olennainen niin topologiassa kuin geometriassakin.

Maaritelmé 13.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon Y C X. Olkoon
y € Y. Jos on olemassa sellainen § > 0, ettd kaikilla v/ € Y, 3/ # y, pitee
d(y,y') > 9, kutsumme pistettd y joukon Y eristetyksi pisteeksi eli erakkopisteeksi.

Maaritelmé 13.3. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon Y C X. Jos kaik-
ki joukon Y pisteet ovat eristettyjd, sanomme, ettd Y on joukon X diskreett:
osajoukko.
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Esimerkki 13.4.

(1) Jokaisessa metrisessé avaruudessa yhden pisteen joukot {x} ovat diskreet-
teja.

(2) Kokonaislukujen joukko Z on reaalilukujen joukon (euklidisella metriikalla
varustettuna) R diskreetti osajoukko: Olkoon n € Z. Olkoon § = 1/2. Jos
nyt m € Z ja d(m,n) = |m —n| < 1/2, taytyy olla m = n.

(3) Rationaalilukujen joukko Q ei ole reaalilukujen joukon diskreetti osajouk-
ko: Mielivaltaisen ldhelld mitd tahansa rationaalilukua on &érettomén
monta eri rationaalilukua.

(4) Joukko Y; = {1/n | n € N} on reaalilukujen joukon diskreetti osajoukko.
Téama ndhdéén seuraavasti: Olkoon y = 1/n € Y;. Olkoon § = 1/n(n+1).
Jos nyt ¢ € Y] ja |y —¢/| < 0, niin taytyy olla y = y/.

(5) Joukko Yz = {1/n | n € N}U{0} ei ole reaalilukujen diskereetti osajoukko,
koska 0 ei ole joukon Y5 eristetty piste: Olkoon § > 0 miten pieni tahansa,
aina on olemassa y € Ys, y # 0, jolle |y — 0] < 4.

Meité kiinnostavat ryhméan Mob(H) diskreetit aliryhmét eli ryhmén Mob(H)
aliryhmét, jotka ovat ryhmén Mob(H) diskreettejd osajoukkoja. Niinpé seuraa-
vaksi médrittelemme metriikan ryhméssd Mob(H).

Intuitiivisesti ajatellen kaksi Md&bius-kuvausta on ldhelld toisiaan, jos niiden
kertoimet ovat ldhelld toisiaan. Ongelmallista on, ettéd eri kertoimet (a,b;c,d)
voivat méadritelld saman Mobius-kuvauksen. Vilttddksemme tdmén ongelman
kirjoitamme kaikki Mobius-kuvaukset normalisoidussa muodossa; Mébius-kuvaus

v(z) = gjj:s on normalisoitu, jos ad—bc = 1. Kuten aiemmin todettiin, jos kuvaus

(2) az+b
Z) =
7 cz+d
on normalisoitu, niin talléin myd6s
—az —b
7(2) - —cy — d

on normalisoitu. Muita tapoja kirjoittaa v normalisoidussa muodossa ei ole.

Olkoot
a1z +by . asz + by
1(2) = —clz+d1 ja ya(z) = —022+d2
normalisoituja ylemmén puolitason Mobius-kuvauksia. Kuvausten v ja v, vélinen
etdisyys on

dMéb(’yl;/yQ) = min{“(alvblaclvdl)_(a27b2a027d2)”7
||(Cl1, b1, c1, dl) - (—a27 —by, —Ca, —d2)||}-

Samalla tavoin voidaan mééritelld metriikka ryhméaan Mob(D).

Fuchsin ryhmét

Madritelmén mukaan Fuchsin ryhmié ovat ryhmien Méb(H) ja Mob(ID) diskreetit
aliryhmét.

Esimerkki 13.5.
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(1) Metristen avaruuksien #érelliset osajoukot ovat diskreettejd. Niinpé ryh-
mien MOb(H) ja Méb(ID) kaikki dérelliset aliryhmét ovat diskreettejé.
(2) Esimerkki ryhméan Mob(H) adérellisestéd aliryhmésté: Olkoon

() cos(0/2)z + sin(6/2)

Z) =

e —sin(6/2)z + cos(6/2)

kierto pisteen i ympéri. Olkoon ¢ € N. Talloin {varj/e |) < j < g —1} on
ryhmén Mo6b(H) aéarellinen aliryhmé. Poincarén kiekolla tamé aliryhmé
vastaa kiertojen muodostamaa aliryhmaé

{2z /12 j=0,...,q—1}.

(Kuvaus z — €2™/9z on kierto origon ympéri kulman 27 /q verran.)

(3) Kokonaislukusiirrot muodostavat Fuchsin ryhmén {~,(z) = z+n | n € Z}.
Kaikkien siirtojen muodostama ryhmé {v,(z) = z +b | b € R} ei ole
Fuchsin ryhmé, koska se ei ole diskreetti.

(4) Ryhmén Mob(H) aliryhmé

IF'={mwmz)=2"2|neZ}

on Fuchsin ryhma.

(5) Jos I'y on Fuchsin ryhmé ja I's on ryhmén I'y aliryhmé, niin my6s I's on
Fuchsin ryhma.

(6) Ylemmén puolitason muotoa

az+b
v(2) i d a,b,e,d € Z, ad —bc=1,

ovat Mobius-kuvaukset muodostavat modulaariryhmdn PSL(2,Z), joka on

Fuchsin ryhmaé.
(7) Olkoon ¢ € N. Maéaritellddn

r, - {7(2): az+b

—d | a,b,c,d € Z,ad — be = 1,b ja c ovat jaollisia luvulla q}.
cz

Ryhmé I'; on Fuchsin ryhma.

Harjoitustehtavi 13.6. Osoita, etti edellisen esimerkin kohdan (7) ryhmdt T,
ovat ryhmdan MOb(H) aliryhmid.

Harjoitustehtiava 13.7. Olkoon k > 0, k # 1. Olkoon I" ryhmdn Méb(H) ali-
ryhmd, jonka virittdvdt kuvaukset

m(z) =241, ja y2(z) = kz.
Onko I Fuchsin ryhma?

Ehto Fuchsin ryhmille

Metrisen avaruuden osajoukko on diskreetti, jos sen jokainen piste on eristetty.
Aliryhmén diskreettiyden selvittdminen on helpompaa. Seuraava lause kertoo,
ettd aliryhmé on diskreetti, jos neutraalialkio on sen eristetty piste.

Lause 13.8. Olkoon I' ryhmdn M6b(H) aliryhmda. Seuraavat ehdot ovat yhtapitavid:
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(1) Aliryhma T' on ryhmdn M6b(H) diskreetti aliryhmda (eli T' on Fuchsin
ryhmd).
(2) Neutraalialkio on aliryhmdin U eristetty piste.

Huomautus 13.9. Vastaava tulos on voimassa Poincarén kiekon I tapauksessa.

Todistus. Selvésti kohta (2) seuraa kohdasta (1). Oletetaan sitten, ettd ehto (2)
on voimassa. Siis neutraalialkio e on ryhmén I" eristetty piste. Téll6in on olemassa
sellainen ryhmén Méb(H) avoin osajoukko U, ettd I' N U = {e}. Olkoon g € T.
Téllsin g € gU ja gU on avoin joukko ryhméssia Mob(H). Lisdksi gU NT = {g}.
Siis g on ryhmén I eristetty piste. Koska g valittiin mielivaltaisesti, seuraa tésté,
ettd I' on diskreetti. O

14. VAHVASTI EPAJATKUVAT TOIMINNAT

Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon I' ryhmé avaruuden X homeomorfis-
meja. Olkoon = € X.

Maaritelma 14.1. Olkoon x € X. Pisteen x rata on

Iz ={y(z) [y €T}
ja sen isotropiaryhmd on

[, ={yeTl[v(x) =2}

Maéaritelmé 14.2. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon I' ryhmé avaruuden
X isometrioita. Ryhmé I' toimii vahvasti epdjatkuvasti avaruudessa X, jos kaikilla
x € X ja kaikilla avaruuden X epétyhjillda kompakteilla osajoukoilla K joukko

{rel|v(x) e K}

on adrellinen.

Huomautus 14.3. Vahvasti epédjatkuvalle toiminnalle on useita eri méaaritelmié,
jotka eivét ole keskenéddn yhtapitédvia. Erityisesti vahvasti epédjatkuvat toiminnat
voidaan méaritelld topologisissa avaruuksissa, joiden ei tarvitse olla metrisia ava-
ruuksia. T&ll6in ryhmén alkiot ovat avaruuden homeomorfismeja. Madritelméaé
14.2, joka ei ole kaikkein yleisin vahvasti epdjatkuvan toiminnan mééritelma,
kaytetddn Svetlana Katokin kirjassa Fuchsian groups. Jos luet Katokin kirjaa,
niin huomaa, etta téssd kohdassa (s. 27 - 32) on virheité, jotka S. Katok on kor-
jannut kotisivulleen.

Esimerkki 14.4. Miké tahansa &érellinen ryhmé metrisen avaruuden X isomet-
rioita toimii vahvasti epédjatkuvasti avaruudessa X.

Mairitelma 14.5. Metrinen avaruus (X, d) on wvahva, jos kaikilla z € X ja
kaikilla € > 0, suljettu kiekko

Ce(z) ={y € X [ d(z,y) < ¢}
on kompakti.

Suoraan Madritelmésta 14.5 seuraa, ettd vahva metrinen avaruus on lokaalisti
kompalkti.
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Esimerkks 14.6. Avaruus R" euklidisella metriikalla varustettuna on vahva. Ava-
ruudet H ja D hyperbolisilla metriikoilla varustettuina ovat vahvoja.

Madritelmé 14.7. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon A C X. Piste
x € X on joukon A kasautumispiste, jos jokaiselle pisteen x ympéristolle U pétee

Un(A\{z}) #0.

Lemma 14.8. Olkoon (X, d) metrinen avaruus ja olkoon I' ryhmda avaruuden X
1sometrioita. Olkoon x € X. Talléin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid:

(1) Rata T'z on avaruuden X diskreetti osajoukko.
(2) Radalla Tz ei ole kasautumispisteiti.

Todistus. Jos radalla I'z ei ole kasautumispisteitéd, niin se on diskreetti. Oletetaan
sitten, ettd 'z on diskreetti. Oletetaan, ettd s € X on radan 'z kasautumispiste.
Talloin on olemassa jono radan 'z pisteitd g,x, g,© — s. Olkoon ¢ > 0. Talloin
on olemassa sellainen N € N, ettd d(g,z,gn+12) < € kaikilla n > N. Koska
kuvaus g, on isometria, pitee

d(g; gni12, ) = d(gn, gni17) < €

kaikilla n > N. Siis  on radan ['z kasautumispiste. Siis ['x ei voi olla diskreetti.

O

Olkoon (X, d) metrinen avaruus, olkoon I' ryhmé avaruuden X isometrioita ja
olkoon x € X. Lemmasta 14.8 seuraa, ettéd jos pisteen x rata 'z on diskreetti,
on se vélttaméattd suljettu (joukko on suljettu, jos ja vain jos se siséltad kaikki
kasautumispisteensd).

Lemma 14.9. Olkon (X,d) vahva metrinen avaruus ja olkoon I' ryhmdi avaruu-
den X isometrioitaa. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtapitdvid:

(1) Ryhmd ' toimii vahvasti epdjatkuvasti avaruudessa X .
(2) Kaikilla v € X :

(a) Rata 'z on avaruuden X diskreetti osajoukko.

(b) Isotropiaryhmd 'y on ryhmdn U ddrellinen aliryhmd.

Todistus. Osoitetaan ensin, ettd jalkimméiinen ehto seuraa ensimméisesté. Olete-
taan, ettd ryhmaé I" toimii vahvasti epédjatkuvasti avaruudessa X. Tehdéédn vastao-
letus ja oletetaan, etté rata 'z ei ole diskreetti. Talloin on olemassa g € X ja jono
(7») ryhmén I' alkioita, joille v, (z) — z¢ kun n kasvaa rajatta ja v,(x) # Ym(x)
kun n # m. Siis 7y, # Y kun n # m. Olkoon € > 0 ja olkoon K = C.(zy). Koska
X on vahva metrinen avaruus, on K kompakti. Koska ~,(x) — x, on olemassa
sellainen N € N; etté v, (z) € K kaikilla n > N. Niinp4 on olemassa ddrettémén
monta ryhmén I' alkiota -, jolle v,(z) € K. Pdddyimme ristiriitaan, koska ole-
tuksen mukaan I' toimii vahvasti epdjatkuvasti avaruudessa X. Siis radan ['z
taytyy olla diskreetti.
Olkoon sitten x € X ja K = {z}. Talloin K on kompakti. Selvisti

e ={vel|y(@) =z} ={y el |r()c K}.
Koska I' toimii vahvasti epdjatkuvasti avaruudessa X, on {y € T' | v(z) € K}
adrellinen. Siis I', on aérellinen.
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Osoitetaan sitten, ettd ensimméinen ehto seuraa jalkimmaéisesté. Oletetaan siis,
ettd kaikilla x € X, rata ['z on diskreetti ja isotropiaryhmé I', on &é&rellinen.
Olkoon K avaruuden X kompakti osajoukko, K # (). Olkoon x € X. Osoitetaan,
ettd {y € I' | y(z) € K} on &dérellinen. Tehd&én taas vastaoletus ja oletetaan,
ettd {y € T' | yv(x) € K} siséltdd dérettoméan monta eri alkiota v,, n € N.
Tarkastellaan joukkoa {v,(z)} C K. Joukko {v,(z)} voi olla joko &érellinen tai
aareton.

Jos {7, ()} on &éreton, niin jonolla (7,(z)) on suppeneva osajono. Osajonoon
siirtymélld voidaan olettaa, etta 7, (x) # v (x) kaikilla n, m, n # m. Niinp4 jou-
kolla {7,(x)} on kasautumispiste. Pdddyimme ristiriitaan, koska oletuksen mu-
kaan rata 'z on diskreetti ja Lemman 14.8 perusteella diskreetilld radalla ei voi
olla kasautumispisteité.

Oletetaan seuraavaksi, ettd {,(x)} on &dérellinen. Kirjoitetaan

{m(@)} = {z',...,2"}.
Tarkastellaan joukkoa B; = {7, | 7n(2) = 27} kaikilla j € {1,..., k}. Osoitetaan,
ettd B; on adrellinen kaikilla j. Koska I', on direllinen, voidaan kirjoittaa I', =
{g1,...,9+}. Valitaan 7/ € B;, kaikilla j € {1,...,k}. Olkoon vy € B;. Télléin

Y(z) =2 =~(2),
joten (V) ly(z) = w eli (77)7ty € T',. Tésté seuraa, ettd (2)~1y = g; jollakin
l€{1,...,r}, joteny = v/ g,. Niinpé B, on #érellinen kaikilla j, mistd seuraa, etti
myos {7, } on dérellinen. Paadyimme ristiriitaan, joten vastaoletus on véard. [

Lause 14.10. Olkon (X, d) vahva metrinen avaruus ja olkoon I ryhmd avaruuden
X isometrioita. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitivia:

(1) Ryhma T toimii vahvasti epdjatkuvasti avaruvudessa X .
(2) Jokaisella avaruuden X pisteelld x on sellainen ympdristé U,, ettd

YU) N U, # 0
ainoastaan ddrellisen monella v € T'.

Todistus. Lemman 14.9 perusteella ryhméa I' toimii vahvasti epajatkuvasti, jos ja
vain jos rata ['x on diskreetti ja isotropiaryhmé I',, on &arellinen kaikilla z € X.

Osoitetaan ensin, etté jilkimméinen ehto seuraa ensimmaéisesti. Olkoon z € X.
Koska rata I'z on diskreetti, on olemassa sellainen ¢ > 0, ettd B.(x) NT'z = {z}.
Olkoon U pisteen z ympéristd, U C Bz (z). Oletetaan, ettéd v(U)NU # 0. Téllsin
on olemassa y € y(U) NU. Koska y € U, on d(z,y) < 5. Kolmioepayht&lon
perusteella

d(z,y(z)) < d(z,y) + d(y,7(z)) <e.
Siis y(x) € B.(z). Koska B.(z)NT'z = {x}, tdytyy olla y(z) = z eli vy € I',. Koska
I', on &irellinen, on olemassa ainoastaan &érellisen monta ryhmén I' alkiota ~,
jolle v(U)NU # .
Osoitetaan sitten, ettd ensimméinen ehto seuraa jalkimmaisesta. Olkoon z €
X. Tehd&dn vastaoletus ja oletetaan, ettd 'z ei ole diskreetti. Lemman 14.8
perusteella radalla I'z on kasautumispiste. Siis on olemassa jono (7, ) ryhméan I’
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alkioita, missa v, # 7, kun n # m, joka suppenee kohti pistettd =’ € X ja jonka
alkioille péatee ~,(z) # ' kaikilla n. Olkoon U pisteen x’ sellainen ympéristo,
ettéd joukko {y € T' | v(U) NU # 0} on &érellinen. T&lloin on olemassa sellainen
N € N, ettd v,(x) € U kaikilla n > N. Olkoon n > N. Talloin v,(z) € U ja
v (z) € U, joten z € ;1 (U) N~y (U). Niinpa

W (U N, ' (U) =3 U) Ny L (U) £ 0,

misté seuraa, ettd U Nyyy, H(U) # 0. Oletuksen mukaan joukko {y € T | v(U) N
U # 0} on dérellinen. Niinpé joukko {yn7, ! | n > N} on dérellinen. Péddyimme
ristiriitaan, koska v,, # v, kun n # m.

Olkoon sitten x € X ja oletetaan, etté isotropiaryhmé +, on ddreton. Talloin
on olemassa #édrettoméan monta eri kuvausta -, € T, joille ,(x) = z. Olkoon
U pisteen x ympiéristo, jolle {y € T' | v(U) N U # (0} on &érellinen. Talloin
r = Ya(x) € Y, (U), joten & € v,(U) N U. Péddyimme taas ristiriitaan, koska
{veT|v(U)NU # 0} on dérellinen. O

Fuchsin ryhmét ja vahvasti epdjatkuvat toiminnat

Tassa luvussa todistamme seuraavan tuloksen:

Teoreema 14.11. Olkoon I' ryhmdn M6b(H) (tai ryhmdn Mob(D)) aliryhmd.
Tdlloin T on Fuchsin ryhmd, jos ja vain jos se toimit vahvasti epdjatkuvasti
ylemmdssi puolitasossa H ( tai Poincarén kiekolla D).

Todistetaan Teoreema 14.11 ylemmén puolitason tapauksessa. Ensin tarvit-
semme seuraavan lemman:

Lemma 14.12. Olkoon K ylemmdn puolitason H kompakti, epdtyhji osajoukko.
Olkoon zy € H. Tdlloin joukko

E = {v € M6b(H) | v(20) € K}
on ryhmdan Méb(H) kompakti osajoukko.

Todistus. Olkoon
0: SL(2;R) — MOb(H), A a4,

az+b . a b
1a(2) = s A= (00).

missé

cz+d
Kuvaus 6 on jatkuva. Olkoon

b azg+ b
E=:(" € SL(2;R €Ky
{(C ) estzm) Lt
Tilloin O(E') = E. Koska 6 jatkuvana kuvauksena kuvaa kompaktit joukot kom-
pakteiksi joukoiksi, riittad osoittaa, ettd £’ on kompakti. Samastamalla matriisi

()
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vektorin (a,b,c,d) € R* kanssa, voimme ajatella ryhmii SL(2;R) euklidisen
avaruuden R* osajoukkona. Niinp# kun halutaan niyttii, ettd £ on kompakti,
riittéd osoittaa, etté se on suljettu ja rajoitettu avaruudessa R*. (Huom. Ryhmé
SL(2;R) on suljettu avaruudessa R*, koska SL(2;R) = det ™" (1) ja determinantti-
kuvaus on jatkuva. Siis £’ on suljettu avaruudessa R*, jos se on suljettu ryhmiissi
SL(2;R)). Olkoon

a b azop+ b
' SL(2;R) — H 22
visteR o (0] ) oS

T&llsin ¢ on jatkuva ja E' = 17! (K). Koska K on kompakti, se on suljettu
ylemmissa puolitasossa H. Niinpd E’ on suljettu. Koska K on kompakti, se on
rajoitettu. Siis on olemassa sellainen M; > 0, etté
‘ azg+b
czo+d

d

Koska K on kompakti, silld ei voi olla pisteitd mielivaltaisen lahelld reaaliakselia.
Siis on olemassa sellainen My > 0, etté

m(aZ0+b) > M,, kaikilla ( . b ) cE.

| <M, kaikilla ( j y ) cE.

czo+d d

azo+ b 1 im (zo)
m = im (2
czo+d lczp + d|? 07

Koska

taytyy olla

2o+ d) < lmj\Z‘” =C (%)
ja
lazo +b| < M, % = (. (%)

Huomaa, etté vakiot C ja Cf eivét riipu luvuista a, b, ¢ ja d. Kirjoitetaan 2o = z¢+
iyo. Voidaan olettaa, ettd xg > 0. (Tapauksen zy < 0 todistus on samanlainen.)
Yhtélostd (%) seuraa, etti

(CZE() + d)2 + c2y§ = ‘CZ() + d|2 < Cl,
joten |c] < % Koska myos |czg + d| < C, pétee

Cix Cix
—01— 10§—01—C£E0§d§01—61‘0§01+ 10.
Yo Yo
Siis matriisialkiot ¢ ja d ovat rajoitettuja. Samalla tavalla yhtélosta (xx) seuraa,
ettd matriisialkiot a ja b ovat rajoitettuja. Siis £’ on rajoitettu. 0

Lause 14.13. Olkoon I ryhmdn M6b(H) aliryhmd, joka toimii vahvasti epajatku-
vasti ylemmdssd puolitasossa. Olkoon p € H ja oletetaan, etti v(p) = p jollakin
v € T'\{id}. Talloin pisteelli p on sellainen ympdristo W, ettd ~'(q) # q kaikilla
q € W\ {p} ja kaikilla ' € T\ {id}.
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Huomautus 14.14. Lauseesta 14.13 seuraa, ettd on olemassa sellainen ylemmén
puolitason piste ¢, ettd v(q) # ¢ kaikilla ¢ € '\ {id}. Tétéd tulosta tarvitaan
myShemmin.

Todistus. Tehddan vastaoletus: Oletetaan, ettd on olemassa pisteet p, € H ja
kuvaukset v, € I' \ {id}, joille p, — p kun n — oo ja V,(pn) = pn. Voidaan
olettaa, ettd p, # p, kun n # m. Koska p, € H, ovat kuvaukset -, elliptisid
Moébius-kuvauksia. Koska kuvauksilla ~, ja v, on eri kiintopisteet kun n # m,
on v, # vm kun n # m.
Olkoot € > 0 ja
Cse(p) = {q € H| du(p,q) < 3e}.

T&lloin Cs.(p) on kompakti. Koska I' toimii vahvasti epéjatkuvasti ylemméssé
puolitasossa, on joukko

A={yel|y(p) € Cs(p)}

adrellinen. Niinpé v, € A ainoastaan #irellisen monella n € N. Siis on olemassa
sellainen N7 € N, ettd jos n > Ny, niin dg(v,(p),p) > 3e. Koska p, — p,
on olemassa sellainen N, ettd jos n > Ny, niin dy(p,,p) < . Olkoon N =
max{ Ny, No} ja olkoon n > N. Télloin

daa (Y (p), P) < du(yn (D), Yn(Pn)) + du (Y (pn), p)-

Koska 7, on isometria ja v, (p,) = pn, on ylldolevan epayhtéilon oikea puoli

du(p, pn) + d(pn, p) < 2€.

Paadyimme ristiriitaan, joten vastaoletus on vaara. O

Esimerkki 14.15. Lauseen 14.13 viite ei valttaméatta piade yleisemmin, jos I' on
ryhmé metrisen avaruuden (X, d) isometrioita. Esimerkiksi kuvaukset f ja id,
missa

f: ]RQ — Rz? (xvy) — (_'xay)a
ja

id: R* = R?, (2,y) — (z,y),
ovat euklidisen avaruuden R? isometrioita ja ne muodostavat ryhméin. Kuvauk-
selle f patee f(0,0) = (0,0). Mielivaltaisen ldhelld pistetté (0,0) on pisteité (0, y)
ja f(0,y) = (0,y), eli myos pisteet (0,y) ovat kuvauksen f kiintopisteita.

Teoreeman 14.11 todistus. Oletetaan, ettd I' on Fuchsin ryhmaé. Olkoon K ylemmén
puolitason epétyhja kompakti osajoukko. Olkoon z € H. Télloin

{veT |v(z) € K} ={y € Msb(H) [(2) € K} NT.

Lemman 14.12 perusteella joukko A = {y € M6b(H) | v(z) € K} on kompakti.
Koska I' on diskreetti ja suljettu (Lemma 12.4), on AN T &érellinen. Siis {y €
['| v(z) € K} on &dérellinen, mistéd seuraa, ettd I' toimii vahvasti epdjatkuvasti
ylemmaéssa puolitasossa.

Oletetaan seuraavaksi, ettd I' toimii vahvasti epéjatkuvasti ylemmésséa puoli-
tasossa. Oletetaan, ettd I' ei ole diskreetti. Lauseen 14.13 perusteella ylemmaéssé
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puolitasossa on piste p, jolle y(p) # p kaikilla v € T\ {id}. Koska I ei ole dis-
kreetti, on olemassa jono (7,) ryhméan I' alkioita, joille v,, — id ja 7, # Y kun
n # m. Talloin v,(p) — p ja v.(p) # p kaikilla n.

Olkoon U pisteen p mielivaltainen ympéristo. Télloin v, (p) € U kaikilla riittdvan
suurilla n. Selvésti 7, (p) € 7,(U). Siis on olemassa ddrettémén monta kuvausta
Y € T, joille v, (U) NU # (). Tamaé on ristiriidassa Lauseen 14.10 kanssa. Niinpi
ryhmé I' on diskreetti. O

Esimerkki 14.16. Olkoon I' = {~,, | 7.(2) = 2"z,n € Z}. Pisteen z € H rata on
['(z) ={2"z | ne€Z}.

Osoitetaan, ettd I'(z) on ylemmén puolitason H diskreetti osajoukko. Huomaa,
etté pisteet 2"z ovat euklidisella suoralla, joka kulkee origon ja pisteen z kautta.
Olkoon n € N. Tarkastellaan pistettd 2"z. Olkoon § = 2"7!|z|. Télléin

|2Mz — 2"z > 6
kaikilla m € Z, m # n. Niinpé I'(z) on diskreetti.
Huomautus 14.17. Ryhmén Mob(H) aliryhmé I" toimii my6s reunalla 0H. Huo-

maa, ettd pisteen z € OH radan I'(z) ei tarvitse olla diskreetti vaikka aliryhmé I’
olisi diskreetti. Tarkastellaan esimerkiksi modulaariryhméa

az+b
PSL(2,7Z) = =
2.2 ={1() = =5
Aiemmin todettiin, ettd PSL(2,Z) on Fuchsin ryhmé. Pisteen 0 € OH rata on
PSL(2,7Z)(0) = {b/d | ad — bc = 1} = QU {o0},

miké ei ole reunan OH diskreetti osajoukko.

| a,b,¢,d € Z, ad—bc:l}.

Fuchsin ryhméan kasautumispisteet

Téassé luvussa tarkastelemme ratojen I'r kasautumispisteitd kun I' on Fuchsin
ryhmaé. Kasautumispisteitd on kéteva tarkastella Poincarén kiekolla, joten ole-
tamme, ettd I' € Mob(D). Radalla Tz, x € D, ei ole kasautumispisteita Poincarén
kiekolla. Jos niitd on, niin ne ovat reunalla 9. Niinpé ajattelemme rataa 'z jou-
kon
DuUdD={zeC||z| <1}

osajoukkona. Joukossa D U 0D on euklidinen topologia, joten jono (z,) joukon
DU ID pisteitd suppenee kohti pistettd z € DUID, jos |z, — z| — 0 kun n — oo.

Maaritelmé 14.18. Olkoon I' ryhmén Mob(D) diskreetti aliryhmé (eli I' on
Fuchsin ryhmaé) ja olkoon z € D. Radan I'z kasautumispisteitten joukolle kiytetaan
merkintdd A(I'z).

Huomautus 14.19. Olkoon z € D. Télloin £ € 9D kuuluu joukkoon A(T'z), jos ja

vain jos on olemassa jono (7,), missi 7, € I' kaikilla n ja v,(z) — £ kun n — oo.

Lause 14.20. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoot zy,ze € D. Tallgin A(T'z) =
A(FZQ).
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Todistus. Pisteitten z; ja zo hyperboliselle etéisyydelle dp(z1, z2) pétee

M—Mz
(1= ]2 — |22?)

Olkoon v € I'. Koska v on Poincarén kiekon isometria, pétee

sinh? (%dm(zl, zQ)) —

|2

12 o o) — it (e () (o)) — V) = (z2)
sinh (de( 1, 2)) h (zdu)(ﬁ( 1),7( 2))) A= B0 = @B

Niinpa kaikilla v € T',

f(z) = (2] < (1 - b)) sinh(Gdn(z1, ). ()

Olkoon ¢ € A(T'z1). Naytetédén, ettd &€ € A(I'zp). Koska & € 9D, pétee |y,(21)| —
|€] = 1 kun n — oo. Yhtélosté (%) seuraa, etté |v,(z1) —vn(22)] — 0 kun n — oo.
Siis Y, (22) — € kun n — oo, joten £ € A(I'zq). Siis A(I'z;) € A(I'z2). Samoin
voidaan pédtelld, ettd A(T'zy) C A(Tz;). Siis A(T'z1) = A(Tzg). O

Koska Fuchsin ryhmén I' kaikilla radoilla on Lauseen 14.20 nojalla samat kasau-
tumispisteitten joukot, voidaan joukolle A(I'z) tésta lahtien kdyttdd merkintda

A(TD).

Huomautus 14.21. Ratojen kasautumispisteitten joukkoja voidaan tietenkin tar-
kastella my0s ylemmén puolitason tapauksessa. Olkoon I' Fuchsin ryhmé, I' C
Méb(H). Olkoon z € H. Talloin radan I'z kasautumispisteitten joukko A(I'z) C
OH. Pistettd & € R C OH sanotaan radan I'z kasautumispisteeksi, jos on ole-
massa kuvaukset v, € I, joille |y,(z) — & — 0 kun n — oo. Pistettd oo € OH
sanotaan radan I'z kasautumispisteeksi, jos kaikilla K > 0 on olemassa v € I,
jolle |v(2)| > K.
Olkoon

Z—1

h:H—D, z+—

iz —1

kuvaus, jota olemme kayttineet kun olemme siirtédneet ylemméan puolitason omi-
naisuuksia Poincarén kiekolle ja painvastoin. Olkoon I' € M6b(H) Fuchsin ryhmé
ja olkoon Ag(T") ryhmiin I' kasautumispisteitten joukko. T#ll6in hT'h~! C Mob(D)
on myds Fuchsin ryhméi ja sen kasautumispisteitten joukko on Ap(h(T)h™') =
h(Au(T)).

Esimerkki 14.22.

(1) Olkoon I' = {,, | 7(z) = 2"2,n € Z}. Talléin I' C M6b(H) on Fuchsin
ryhmé. Tarkastellaan pisteen ¢ € H radan kasautumispisteita. Kun n —
00, niin myés v,(i) — oco. Kun n — oo, niin y_,(¢) — 0. Ryhmén I’
kasautumispisteitten joukko on A(I') = {0, co}.

(2) Olkoon I' = PSL(2;Z) ylemmén puolitason Fuchsin ryhméa. Myshemmin
osoitetaan, ettd A(I") = OH.

Harjoitustehtava 14.23. Olkoon I' = {7, | vu(2) = z + n,n € Z} ylemmin
puolitason Fuchsin ryhmda. Mdadrita kasautumispisteitten joukko A(T).
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Maiaritelméa 14.24. Olkoot I'y ja I'y ylemmén puolitason (tai Poincarén kiekon)
Fuchsin ryhmié. Jos on olemassa g € Méb(H) (tai g € Méb(D)), jolle

Iy=g 'Tig={9 "mg|m e},
niin sanotaan ettd ryhmét I'y ja I'y ovat toistensa konjugaatteja.

Lause 14.25. Olkoot Ty ja T'y Fuchsin ryhmidi. Olkoon g € Mob(D) sellainen,
etti I'y = g~ 'T'vg. Tdlldin

A(T2) = g7 (A(TY)).
Todistus. Olkoon & € A(T'7). Télloin on olemassa z € D ja jono kuvauksia v, € I'y,

joille v, (2) — € kun n — oco. Huomaa, etti 7/, = g~'v,g € I'y. Niinpi

Y(97'2) = 97 mglg ' 2) = g (ml(2)) = 97 (€)

kun n — oo. Siis
g7 (A(T)) € A(Ty).
Samalla tavoin nidhdain, etta
g9(A(T2)) € A(I).
O

Lause 14.26. Olkoon I' C Mob(ID) Fuchsin ryhmd. Tdlloin kasautumispisteitten
joukko A(T") on suljettu.

Todistus. Olkoon &, € A(T"), kaikilla n. Oletetaan, ettd &, — £ € OD kun n — oo
ja osoitetaan, ettd £ € A(T"). Olkoon z € D. Koska &, € A(I'), kaikilla m,n € N
on olemassa sellainen 7, ,, € I', ettd
1
m,n - Sn < —.
nn(z) = &l <

Kéytetddn kuvaukselle v, , merkintdéd v,). Olkoon ¢ > 0. Koska &, — &, on
olemassa sellainen N; € N, etta

€0 — &l < €/2,
kaikilla n > N;. Olkoon N, € N sellainen, etté
1 €

— <
Ny 2

Olkoon n > max{ Ny, N»}. Télloin
Siis £ € A(T). O

Korollaari 14.27. Olkoon I' C M6b(D) Fuchsin ryhmd. Tdlloin kasautumispis-
teitten joukko A(I") on kompakti.

Todistus. Lauseen 14.26 perusteella A(I') on kompaktin joukon 0D suljettu os-
ajoukko. Siis A(I") on kompakti. O

Maéritelméa 14.28. Olkoon I' € Mob(ID) Fuchsin ryhmaé ja olkoon A C DU JD.
Jos 7(A) = A kaikilla v € T, sanotaan, ettd joukko A on I'-invariantti.
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Lause 14.29. Olkoon I' C Méb(D) Fuchsin ryhmd. Tdlloin kasautumispisteitten
joukko A(T") on I'-invariantti.

Todistus. Olkoon v € I'. Néytetddn, ettd v(A(I')) = A(T).

Olkoon ¢ € A(I'). Télléin on olemassa z € D ja v, € T', v,(2) — £ kun
n — oo. Koska I' on ryhmé, pétee vy, € IT' kaikilla n. Koska yv,(z) — v(§),
pétee v(€) € A(I). Siis v(A(I")) € A(T).

Vaihtamalla ylla kuvauksen v paikalle kuvaus ~~
osoittaa, ettd A(I")) C y(A(T)). Siis

A()) =~ (A(T)).

1 voidaan samalla tavalla

O
Lause 14.30. Olkoon I' Fuchsin ryhmi.

(1) Oletetaan, ettd v € T' on parabolinen Mdébius-kuvaus. Talloin kuvauksen
v kiintopiste & € A(T").

(2) Oletetaan, etti v € T on hyperbolinen Mdbius-kuvaus. Tdlldin kuvauksen
~v molemmat kiintopisteet &1,& € A(T).

Todistus. Todistetaan lauseen ensimmaéinen véite ylemmé&n puolitason tapauk-
sessa. Oletetaan, ettd 7 on parabolinen. Talloin on olemassa g € Méb(H), jolle
g vg(2) = z + b kaikilla z € H, missd b € R, b # 0. Niinpi

g ""g(2) = 2+ bn — 0o € OH

kun n — oo. Huomaa, ettd £ = g(oco) on kuvauksen ~y yksikésitteinen kiintopiste.
Siis

7"(9(2)) = €
kun n — oo, joten £ € A(T). O
Harjoitustehtivi 14.31. Todista Lauseen 14.30 kohta (2).

Harjoitustehtava 14.32. Olkoot p,q € Z, q # 0. Olkoon v € Méb(H),
2

_ (I+pg)z—p
(Z) - 9 . .
¢*z+ (1 —pq)
Osoita, etti v € PSL(2;Z). Etsi kuvauksen v kiintopisteet ja osoita, etti
A(PSL(2;Z)) = OH.

Lause 14.33. Olkoon I Fuchsin ryhmd ja olkoon A(T') ryhmdn T’ kasautumis-
pisteitten joukko. Talloin joukossa A(I') on joko 0, 1, 2 tai ddrettomdan monta
alkiota.

Todistus. Ks. Svetlana Katok: Fuchsian Groups, Theorem 3.4.6. OJ

FEsimerkki 14.34. Etsi sellaiset Fuchsin ryhmét I'g, I't, I'y ja I'o, ettd ryhmén I';
kasautumispisteitten joukossa A(I';) on tésmaélleen j alkiota kun j = 0,1,2 tai
0.



64 HYPERBOLINEN GEOMETRIA

15. FUCHSIN RYHMIEN ALGEBRALLISIA OMINAISUUKSIA
Sykliset ryhmét

Maaritelma 15.1. Ryhméaa I sanotaan syklisekst, jos silla on sellainen alkio -,
etta

I'={y"|neZ}.
Télloin sanomme, etté v virittdd ryhmén ' ja ettd v on ryhmén I' virsttdsd.

Harjoitustehtdva 15.2. Osoita, ettd jokainen syklinen ryhmd on Abelin ryhmd.

Esimerkki 15.3.
(1) Fuchsin ryhmét

Li={wm|wmi)=2+nneZ} ja T'y={v|miz) =2"2,necZ}

ovat syklisid. Kuvaus z + 2z + 1 virittdd ryhmén I'y ja kuvaus z — 2z
virittdd ryhmén [s.
(2) Fuchsin ryhmé

I'= {’Yk’ | ’}/k‘(z) = 6i27rk/nzak - 07 17 s, 1}
on syklinen. Sen virittiaa kuvaus z — e2™/"z.

Lemma 15.4.

(1) Reaalilukujen ryhmdn (R, +) jokainen epdtriviaali diskreetti aliryhmd on
adreton syklinen ryhmd.

(2) Yksikkoympyrdryhmdn (S*,-) jokainen epitriviaali diskreetti aliryhmd on
adrellinen syklinen ryhmd.

Todistus. Ensimmaéinen viite todistettiin luennolla, todistus lisdtain mydhemmin.
Toisen viitteen todistus on hyvin samantapainen. O

Keskittajat ja Fuchsin ryhmét

Maéritelma 15.5. Olkoon I' ryhmé ja olkoon v € I'. Alkion v keskittdjd on
Cr(v) ={g €T gv =9}
Niiinpéd I on Abelin ryhmé, jos ja vain jos Cp(y) = I' kaikilla v € T,

Lemma 15.6. Olkoon v € M&b(H) ja olkoon g € Cwsnmy(y). Tdlloin z on
kuvauksen ~y kiintopiste, jos ja vain jos g(z) on kuvauksen ~y kiintopiste.

Todistus. Koska v = g~ 'vg, pitee

V(z) =z g v9(2) = 2 & (9(2)) = g(2).
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Olkoon v € M&b(H). Seuraavaksi tutkimme kuvauksen 7 keskittdjaa. Tarkas-
telemme kolmea eri tilannetta; v on joko parabolinen, hyperbolinen tai elliptinen.

Oletetaan ensin, ettd v on parabolinen ylemmén puolitason Mobius-kuvaus.
Voimme olettaa, ettd kuvauksen 7 yksikésitteinen kiintopiste on oo ja ettd joko
v(z) = z + 1 tai y(2) = z — 1. Tarkastellaan tapausta y(z) = z + 1, tapaus
7(2) = z — 1 on samanlainen. Olkoon g € Cyipa(7), jolloin gy = ~vg. Télléin
g(00) = 00 ja g on muotoa g(z) = az + b, missi a,b € R ja a # 0. Nyt

gv(z) =az+a+b ja vg(2) =az+b+1.
Koska gy = vg, taytyy olla a = 1. Niinpa
Cnovn (1) = {91 9(2) = 2 +b,b € R},

eli Cyisnen (77) on kaikkien siirtokuvausten muodostama ryhma.

Harjoitustehtava 15.7. Todista seuraavat vditteet:
(1) Olkoon ~ hyperbolinen Mdobius-kuvaus, v(z) = kz, k> 0, k # 1. Tdlloin

Cnisv) (7) = {7 [ 7(2) = Az, A > 0},

eli Cnishmy () on kaikkien venytysten muodostama ryhmi.
(2) Olkoon ~ elliptinen. Mébius-kuvaus, v(z) = €™ 2. Tdllgin Crspm)(y) on
kaikkien origon ympdri suoritettavien kiertojen muodostama ryhmd.

Lemma 15.8. Olkoot v, h € M6b(H). Talldin:
(1) Cuisng (hyh ™) = hCwsbm (V)h !
(2) Piste z on kuvauksen v kiintopiste, jos ja vain jos piste h(z) on kuvauksen
hyh=! kiintopiste.

Todistus. Todistettiin luennolla, todistus lisdtddn myohemmin. OJ

Yhdistamallda namé tiedot Mobius-kuvauksen keskittdjastd aiemmin todistet-
tuihin asioihin saamme seuraavat tulokset:

Lause 15.9. Kaksi Mdbius-kuvausta v, ja o, v; # id, 1 = 1,2, kommutoi, jos ja
vain jos niilld on samat kitntopisteet.

Lause 15.10.

(1) Parabolisen Mébius-kuvauksen v € Méb(H) keskittijin muodostavat kaik-
ki ne paraboliset Mobius-kuvaukset, joilla on sama kiintopiste reunalla OH
kuin kuvauksella .

(2) Elliptisen Mobius-kuvauksen v € MOb(H) keskittdjin muodostavat kaik-
ki ne elliptiset Mobius-kuvaukset, joilla on sama kitntopiste ylemmdssd
puolitasossa H kuin kuvauksella .

(3) Hyperbolisen Mibius-kuvauksen v € MOb(H) keskittdjin muodostavat kaik-
ki ne hyperboliset Mdbius-kuvaukset, joilla on samat kaksi kiintopistettd
reunalla OH kuin kuvauksella .

Seuraavat kaksi lausetta kertovat, ettd jos Fuchsin ryhmé on Abelin ryhmaé,
niin se on syklinen.
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Lause 15.11. Olkoon I" Fuchsin ryhmd. Oletetaan, ettd jokaisella kuvauksella
v € '\ {id} on sama kiintopisteiden joukko. Tdlloin T on syklinen ryhmd.

Todistus. Koska kaikilla v € I' \ {id} on sama kiintopistejoukko, niiden kaikkien
tulee olla samaa tyyppié: joko ne kaikki ovat parabolisia, ne kaikki ovat hyperbo-
lisia tai ne kaikki ovat elliptisié.

Oletetaan, ettd kuvaukset pvat parabolisia. Konjugoimalla I' voidaan olettaa,
ettd kuvausten ainoa kiintopiste on oo, jolloin kaikki kuvaukset ovat siirtoja. Siis
I on siirtoryhmén {z — 2z + b | b € R} diskreetti aliryhmé. Koska siirtoryhmé
voidaan samastaa ryhmén R kanssa, seuraa téstd, ettd I' on syklinen.

Oletetaan seuraavaksi, ettéd kaikki kuvaukset ovat hyperbolisia. Konjugoimalla
I' voidaan olettaa, ettd kuvausten kiintopisteet ovat 0 ja oo, jolloin kaikki ku-
vaukset ovat venytyksid. Siis I' on venytysryhmén {z — kz | £ > 0} diskreetti
aliryhmé. Venytysryhmé voidaan samastaa ryhmén (R, -) kanssa. Eksponentti-
kuvaus (R, +) — (R4, ), z — e”, on sekd ryhméisomorfismi, ettd homeomorfismi.
Niinpé se vie diskreetit joukot diskreeteille joukoille ja sykliset ryhmét syklisille
ryhmille. Tésté seuraa, ettd I on syklinen.

Oletetaan viimein, ettd kaikki kuvaukset ovat elliptisid ja todistetaan véite
Poincarén kiekon tilanteessa. Konjugaimalla I' voidaan olettaa, ettd kuvausten
ainoa kiintopiste on origo ja, ettd kaikki kuvaukset ovat kiertoja. Siis I' on kier-
toryhmén {z — 2™z | 6 € [0,1)} diskreetti aliryhmii. Koska kiertoryhmi voi-
daan samastaa ryhmin S' kanssa, seuraa téstéd, ettd I' on #érellinen syklinen
ryhma. O

Lause 15.12. Olkoon I' Fuchsin ryhmd, joka on myds Abelin ryhmda. Tdalloin T
on syklinen ryhmd.

Todistus. Olkoon I' Fuchsin ryhmé, joka on myos Abelin ryhmé. Lauseesta 15.9
seuraa, ettd jokaisella ryhmén I' neutraalialkiosta poikkeavalla alkiolla on sama
kiintopistejoukko. Lauseen 15.11 perusteella I' on syklinen ryhmaé. 0

Harjoitustehtava 15.13. Olkoon I' ryhmda ja olkoon H ryhmdan I' aliryhmd.
Aliryhmdan H normalisoija on
Ne(H)={g €T |gHg" = H}.
(1) Tarkista, ettdc Np(H) on ryhmdn T aliryhmd.

(2) Olkoon T'" C MOb(H) Fuchsin ryhmd, joka ei ole Abelin ryhmd. Osoita,
ettd myos Nasvy(I') on Fuchsin ryhmd.

16. PERUSALUEET
Perusalueen méairitelmia

Maéritelma 16.1. Olkoon I' Fuchsin ryhmé. Ryhmén I' perusalue on ylemmén
puolitason avoin osajoukko F', joka toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) yhdiste ,ep 7(F) = H,

(2) kaikille 71,72 € T', 71 # 79, pitee 71 (F) Ny (F) = 0.
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Huomautus 16.2. Edellisen miritelmiin kohdassa (1) on joukko F. Olisimme

yhté hyvin voineet kirjoittaa v(F), silld v(F) = (F). Joukot ovat samoja, kos-
ka kuvaus 7 on homeomorfismi. Huomaa, ettd merkintd F' tarkoittaa joukon F'
sulkeumaa ylemmaéssé puolitasossa, ei siis joukossa H U 0H.

Niinpa F' on ryhmén I perusalue, jos jokainen ylemmén puolitason piste kuuluu
jonkin kuvan v (F'), v € I', sulkeumaan ja toisaalta eri kuvat eivit koskaan leikkaa
toisiaan. Sanomme, ettd kuvat y(F), v € I', laatoittavat ylemméan puolitason.

Huomautus 16.3. Joskus perusalueet méaritelld&in ylemmén puolitason suljetuikss
joukoiksi. Néin tehtéessd korvataan médritelmén 16.1 ehto (1) ehdolla |, . v(F) =
H. Ehto (2) korvataan ehdolla 1 (int(F)) N yo(int(F)) = 0 kaikilla v1,v, € T,
Y1 # Y2, missé int(F') on joukon F sisépisteitten joukko.

Esimerkki 16.4. Tarkastellaan ryhman Moéb(H) aliryhméd I' = {7, | 1(2) =
z+4+mn, n € Z}. Ryhmid I' on Fuchsin ryhméd. Olkoon F' = {z € H | 0 <
Re(z) < 1}. Tallsin F' on ylemmén puolitason avoin osajoukko. Jos Re(z) = a,
niin Re(y,(2)) = n + a. Niinpa
(F)={z € H|n <Re(z) <n-+1}
ja
Yu(cl(F)) ={z € H|n < Re(z) <n+ 1},

joten |, ez 1 (cl(F)) = H. On selvid, ettd jos v, (F) N7, (F) # 0, niin n = m.
Siis ' on ryhmén ' perusalue.

Esimerkki 16.5. Tarkastellaan seuraavaksi ryhmén Mob(H) aliryhméé I' = {~, |
Yu(2) = 2"z, n € Z}. Ryhmé T" on Fuchsin ryhmé. Olkoon FF = {z e H | 1 <
|z| < 2}. Télléin F' on ylemmén puolitason H avoin osajoukko. Jos 1 < |z| < 2,
niin 2" < |, (2)| < 2"*1. Niinpa
Yo(F) ={z € H|2" < |2] < 2"}

ja

Tn(cl(F)) ={z € H| 2" < |2 <271},
joten U, cz ym(cl(F)) = H. On selvidi, ettd jos v, (F) N v (F) # 0, niin n = m.
Niinpa F' on ryhmén I' perusalue.

Fuchsin ryhmien perusalueet eivét ole yksikésitteisia, eli tietylld Fuchsin ryhmalla
saattaa olla useita eri perusalueita. Seuraavan lauseen perusteella Fuchsin ryhmén
kaikilla perusalueilla on sama hyperbolinen pinta-ala.

Lause 16.6. Olkoot Fy ja F5 kaksi Fuchsin ryhmdn I' perusaluetta. Oletetaan,

Todistus. Joukon F reuna on miiritelmin mukaan joukko OF = F \ int(F),
missi F ja int(F) ovat joukon F sulkeuma ja siséipisteiden joukko. Oletamme,
ettd Ag(0F)) = Ag(0F;) = 0. Tésti oletuksesta seuraa, ettd Ag(F;) = Am(F}),
missé ¢ = 1,2. Niinpa

U@Env(R) =Fin () C F.

vyel vyel
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Huomaa, etti joukkojen Fy M1 (Fy) ja Fy N 2(Fy) leikkaus on tyhjd kun 7y #
Yo, koska F5 on ryhmén I' perusalue. Koska Mobius-kuvaukset ovat pinta-alan
sdilyttavia, pétee

Ag(Fy) > > AH(FI ﬂW(FQ))

vyel’

= > Au(y'(FL) N F)

vel

vyel

Koska F} on ryhmén I' perusalue, pétee

GREDER:!

vyel
. Niinpa
ZAH(7<F1) N Fz) > AH(U v(F1) N FQ) = An(F3).
~el yel’
Téasté seuraa, etté

Ap(F) = Au(F1) > Au(F).

Vaihtamalla ylla olevassa padttelyssd F) ja F, keskenddn, saadaan Ag(F) >
Ag(F}). Niinpd Ag(F)) = Au(F3). O

Olkoon I' Fuchsin ryhmaé ja olkoon I'y ryhmén I' aliryhméa. Myos I' on Fuchsin
ryhmaé, silld Diskreetin ryhmén aliryhméné se on diskreetti. Olkoon

/Iy ={Twy|yeTl}

aliryvhmén I'y oikeitten sivuluokkien joukko. Jos sivuluokkia on yhteensa n kap-
paletta, eli joukon I'/T"; mahtavuus on n, kirjoitamme #(I'/T';) = n.

Lause 16.7. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon I'y ryhmdin I aliryhmda. Olete-
taan, ettd #(I'/T1) = n. Esitetiin T' sivuluokkien erillisend yhdisteend

=T Ul U ULy,

Olkoon F' ryhmdn I' perusalue. Télloin

(1) yhdiste Fi = v (F) U a(F)U--- U (F) on ryhmdn T'y perusalue,
(2) jos Au(F') on ddrellinen, niin Ag(Fy) = nAn(F).

Todistus. Todistettiin luennolla, todistus lisdtdan myohemmin. Todistus on myo6s
Svetlana Katokin kirjassa, Teoreema 3.1.2. O

17. DIRICHLET’N MONIKULMIOT: KONSTRUKTIO

Edelld tutustuimme muutamaan esimerkkiin tiettyjen Fuchsin ryhmien perus-
alueista. Emme ole vield osoittaneet, ettd jokaista Fuchsin ryhmé&a vastaa jo-
kin perusalue. Perusalueita voidaan konstruoida eri tavoin. Téssé ja seuraavassa
luvussa tutustumme perusalueisiin, joista kaytetddn nimitysta Dirichlet’n alue.
Konstruoimme perusalueet ylemmaéssa puolitasossa, samalla tavoin ne voitaisiin
konstruoida Poincarén kiekolla.
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Maaritelma 17.1. Olkoon C' ylemméan puolitason H geodeesi. Talloin C' jakaa
ylemmé&n puolitason kahteen osaan. Kutsumme néitd osia ylemmdn puolitason
puolitasoiksi tai lyhyemmin puolitasoiksi.

Imaginéériakseli jakaa ylemmén puolitason kahteen (avoimeen) puolitasoon:
{z € H| Re(z) > 0} ja {z € H| Re(z) < 0}. Puoliympyré, jonka keskipiste on
origo ja séde on 1, jakaa ylemmén puolitason puolitasoihin {z € H | |z| < 1} ja
{zeH| |z| > 1}.

Misritelmi 17.2. Adrellisen monen puolitason leikkausta kutsutaan konveksiksi
hyperboliseksi monikulmioks:.

Huomaa, ettd yleensd monikulmiot mééritellaédn suljettujen puolitasojen leik-
kauksina. Tésséd luvussa kuitenkin tarvitsemme avoimien puolitasojen leikkauk-
sia, joten on kédtevdd madritelld monikulmiot avoimiksi. Monikulmiot voidaan
madritelld yleisemmin niin, ettd myos ddrettéoman monen puolitason leikkauksia
sanotaan monikulmioiksi. Jos nédin tehdéa#n, niin tarvitaan lisédoletus: Puolitaso-
jen X,, a € A, leikkaus on hyperbolinen monikulmio, jos kokoelma {l,}sca on
lokaalisti ddrellinen, missé [, on puolitason X, méérittelevd geodeesi.

Maaritelméa 17.3. Olkoon X topologinen avaruus ja olkoon { X, }aca kokoelma
avaruuden X osajoukkoja. Kokoelmaa {X,},ca sanotaan lokaalisti dédrelliseksi,
jos jokaisella x € X on sellainen ympéristd U, ettd U, N X, # () vain direllisen
monella X,,.

Keskinormaali

Olkoot z1, zo € H. Talloin on olemassa yksikésitteinen geodeesi, joka kulkee pis-
teitten 2; ja zo kautta. Kuten edelld, kdytetddn geodeesin pisteitten z; ja 2o
véliselle osalle merkintdd [z1, zo]. Kutsumme tétd osaa (hyperboliseksi) janaksi.
On olemassa yksikésitteinen geodeesi, joka on kohtisuorassa janaa [z1, 23] vas-
taan ja kulkee sen keskipisteen kautta. Kutsumme titd geodeesia janan [z, zo]
keskinormaaliksi.

Lause 17.4. Olkoot z, zo € H. Yhtdlon
dH(Z, Zl) - dH<Z7 ZQ)
mddrittelemd suora on janan [z1, z9] keskinormaali.

Todistus. Kuvaamalla pisteet z; ja zo imagindariakselille Mobius-kuvauksella, voim-
me olettaa, ettd sekd z; ettd zo ovat imaginddriakselilla ja ettd z; = 7. Kirjoite-
taan 2z, = ir? jollakin r > 0. Soveltamalla tarpeen vaatiessa Mobius-kuvausta
z — —1/z pisteisiin z; ja z; voimme olettaa, ettd r > 1.

Lausetta 5.5 soveltamalla nihdééin, etté imagindériakselilla olevan janan [4, ir?]
keskipiste on pisteessd ir. Yksikésitteinen pisteen ir kautta kulkeva geodeesi,
joka on kohtisuorassa imaginéériakselia vastaan, on origokeskeinen, r-sidteinen
puoliympyré. Lauseen 5.14 perusteella kaikilla z,w € Hl, pétee

|z — wl?

hd =14+ — .
cosh d(z, w) * 2Im(z)Im(w)
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Olkoon sitten z € H ja dg(z, 21) = du(z, 22), missi z; = 1 ja 2o = r?i. Télloin
2|2
o |z —ir?
2= = —.
o i =B
Sieventdmailld edellinen yhtélo saadaan |z| = r, joten z on janan [z, 23] keskinor-

maalilla. 0

Harjoitustehtidva 17.5.
(1) Olkoot z1 = x1 + 141, 22 = Ta + 1Ya, 21,20 € H. Osoita, ettd janan [z, 2]
keskinormaali on
{z €H | |z — 21> = y1|z — 2|}

(2) Kuvaile kohdan (1) avulla pisteitten 1 + 2i ja (6 4 8i)/5 kautta kulkevan
geodeesin keskinormaali.

Dirichlet’n alueitten konstruointi

Lemma 17.6. Olkoon I' Fuchsin ryhmd. Tdlloin on olemassa p € H, joka ei
ole ryhmdan T minkddn epdtriviaalin alkion kiintopiste. (Toisin sanoen (p) # p

kaikilla g € T'\ {id}.)
Todistus. Viite seuraa suoraan Lauseesta 14.13. O

Olkoon I' Fuchsin ryhmé ja olkoon p € H piste, jolle v(p) # p kaikilla v €
'\ {id}. Olkoon v € T"\ {id}. Joukko

{z € H | du(z,p) < dul(z,7(p)}

on kaikkien niiden ylemmén puolitason pisteiden joukko, jotka ovat ldhempéana
pistettd p kuin pistettd v(p).
Ryhméan I' Dirichlet’n alue on

D(p) ={z € H| du(z,p) < du(z,v(p)) kaikilla v € T\ {id}}.

Dirichlet’'n alue siis on joukko, jonka pisteet ovat ldhempénd pistettd p kuin
mitddn muuta radan

L(p) ={v(p) |y €T}

pistetta.
Dirichlet’n alue voidaan konstruoida seuraavasti:

(1) Valitse sellainen ylemmén puolitason piste p, etta v(p) # p kaikilla v €
'\ {id}.

(2) Konstruoi hyperbolinen jana [p,v(p)| kaikilla v € I"\ {id}.

(3) Olkoon L,(7) janan [p,y(p)] keskinormaali

(4) Olkoon H,p(7v) keskinormaalin L,(y) méérittelemé puolitaso, joka sisdltéé
pisteen p. Lauseen ?7 perusteella H,() on ylemmén puolitason niiden
pisteiden joukko, jotka ovat ldhempéané pistettd p kuin pistetta (p).

(5) Tallsin

Dip)= () H().

ver\{id}
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Huomaa, ettd p € H,(7) kaikilla 7, joten D(p) on epétyhjé ja yhtendinen. Osoi-
tamme, ettd D(p) on ryhmén I" perusalue. Ensin todistamme seuraavan lemman.

Lemma 17.7. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon p sellainen ylemmdn puolitason
piste, etti y(p) # p kaikilla v € I'\ {id}. Talloin kokoelma

L=A{Lp(y) [y e\ {id}}

on lokaalisti adarellinen.

Todistus. Jos I' on &érellinen, niin L on &é&rellinen, joten se on lokaalisti dérellinen.
Oletetaan sitten, ettd I' on déreton. Harjoitustehtdvan perusteella I' on nume-
roituva. Kirjoitetaan

F - {70; 717727 .. }
Olkoon x € H. Olkoon r > 0 niin suuri, etta
xr € B.(p) ={z € H|dy(z,p) <r}.

Koska pisteen p rata I'(p) on ddreton, suljettu, diskreetti joukko, pétee

ds(p, L)) = di(p, (p)) = .

kun n — oo. Siis dg(p, 7.(p)) < r vain &dérellisen monella n, joten B, (p)NL,(7,) #
() vain #érellisen monella n. Koska z on ylemméin puolitason mielivaltainen piste

ja koska B, (p) on pisteen x ympéristo, seuraa tésté, ettd L on lokaalisti dérellinen.
O

Teoreema 17.8. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon p sellainen ylemmdn puo-
litason piste, etti v(p) # p kaikilla v € T\ {id}. Tdlloin D(p) on ryhmdn T
perusalue ja Ag(0D(p)) = 0.

Todistus. Olkoon z € D(p). Koska kokoelma
L={Ly(y) [y €T\ {id}}

on lokaalisti dérellinen, pisteelld z sellainen ympéristo U, ettd U N Ly(y) # 0 vain
ddrellisen monella 7. Olkoot tallaiset kuvaukset 71, ...,7,. Jos z € D(p), niin

e ((_n] Hp(%)> NU c D(p).

Siis pisteelld z on ympéristo, joka sisdltyy joukkoon D(p), mistd seuraa, ettd D(p)
on ylemmén puolitason avoin osajoukko.
Jos

z € 0D(p) = D(p) \ D(p),
niin z € U, Ly, (7,). Siis
oD(p)c | J Ly(v).
ver\{id}

Koska Ag(L,(v)) = 0 kaikilla v € ', seuraa téstd, ettd Ag(0D(p)) = 0.
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Osoitetaan sitten, ettd D(p) N ~o(D(p)) = 0 kaikilla vy € T'\ {id}. Tehdddn
vastaoletus ja oletetaan, ettd on olemassa z € D(p) Nvo(D(p)). Talloin z € D(p)
ja 75 (2) € D(p). Siis

dy(z,p) < du(z,7(p)) kaikilla v € I'\ {id} (%)
ja
dig(75 ' (2),p) < dua(75 ' (2),7(p)) kaikilla v € T\ {id}. (+)
Koska 79 on isometria, epayhtild (x) on yhtépitdva epdyhtilon

dy(2,70(p)) < du(z,7%07(p)) kaikilla v € T"\ {id}

kanssa. Kun valitaan v = v, ! saadaan

dH(Z7 ’70(p)) < dH(Z7p)7

mik4 johtaa ristiriitaan epayhtdlon (xx) kanssa. Siis vastaoletus on vaéré ja D(p)N

Y(D(p)) = 0.

Todistetaan vield, etta

(D) =1

vyer

Olkoon z € H. Valitaan sellainen radan I'(z) piste z*, ettd

du (2", p) < du(v(2),p)

kaikilla v € I'. Niinpé, jos 7/(z) € D(p) jollakin 4/ € I', valitaan z* = ~/(z).
Olkoon F' pisteitten z* muodostama joukko. Koska F' siséltdd pisteen jokaiselta
radalta, on

D(F) = {1() | € Fy €T} = H.
Jos nyt F' C D(p), niin talloin
I'(D(p)) = H.
Olkoon z € F ja olkoon v € I'\ {id}. Selvésti p ¢ L,(y). Oletetaan, etti
Ly(v) N (p, 2) # 0.
Talloin
di(z,p > du(z,9(p)) = du(y~'(2), p).

mikéd on mahdotonta, koska z € F. Siis L,(7) N (p,2) = 0, joten (p,z) C D(p),
misté seuraa, etti z € D(p). Siis F € D(p). O

Lemma 17.9. Olkoon I Fuchsin ryhmd ja olkoon p sellainen ylemmdn puolitason
piste, etti ~y(p) # p kaikilla v € T'\ {id}. Tdalloin kokoelma

{v(D(p)) | vy €T}

on lokaalisti ddarellinen.

Todistus. Harjoitustehtava. |
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Huomautus 17.10. Jos Dirichlet’n alueella D(p) on &érellisen monta sivua, kiy-
tdmme siitd nimitysta Dirichlet’n monikulmio. Huomaa, ettd osa sivuista saattaa
ola reunalla OH. Dirichlet’'n monikulmio riippuu pisteen p valinnasta. Eri pisteen
p valinta tuottaa eri monikulmion D(p), jolla voi olla eri ominaisuuksia, esim.
eri médra sivuja. Fuchsin ryhméé sanotaan geometrisesti ddrelliseksi, jos silld on
Dirichlet’'n alue, joka on konveksi, dérellisen monta sivua omaava hyperbolinen
monikulmio.

18. DIRICHLET’N MONIKULMIOT: ESIMERKKEJA

Kokonaislukusiirrot

Lause 18.1. Olkoon I Fuchsin ryhmd {v, | 7.(2) = z +n, n € Z}. Tdlldin
D(i)={z € H| —-1/2 < Re(z) < 1/2}.
Todistus. Olkoon p = i. Talloin ~,(p) = i +n # p kaikilla n € Z\ {0}. Janan
[, vn(p)] = [i,7 + n] keskinormaali on pystysuora puolisuora, jonka reaaliosa on
n/2. Niinpé
Hi(v) = {z € H|Re(z2) < n/2}, jos n>0,
i) = {z € H| Re(z) >n/2}, jos n <0,

joten
D) = (N Hi(v)
ver\{Id}
= Hi(m) N Hi(y-1)
= {z€eH|-1/2 <Re(z) < 1/2}.
O
Kiertoryhmit

Lause 18.2. Olkoon n > 0. Olkoon
I'={w|w(z) = e%ik/”z,k’ =0,1,...,n—1}.
Talloin T' on Fuchsin ryhmd. Olkoon p = 1/2. Tdlloin
D(p)={z€D| —n/n <arg(z) < w/n}.

Todistus. Kuvauksen ~,, n € Z \ {0}, ainoa kiintopiste on origo. Niinpa voimme
valita pisteeksi p mink& tahansa pisteen p € D\ {0}. Valitaan p = 1/2. Téllsin
i(p) = (e2™*/™)/2. Jana [p, v (p)] on osa ympyrin kaarta (ympyri kulkee pis-
teitten p ja vx(p) kautta ja on kohtisuorassa reunaa 0D vastaan). Janan [p, yx(p)]
keskinormaali L, (y,) on kiekon D lévistéjé, joka muodostaa positiivisen reaaliak-
selin kanssa kulman (27k/n)/2 = wk/n. Niinpa H,(7;) on kiekon D puolisko, joka

siséltad pisteen p ja jota rajoittaa lavistdja L,(7y). Ottamalla joukkojen H,(7yx)
leikkaukset, ndhdéain, etté

D(p)={z€D| —7/n <arg(z) < m/n}.



74 HYPERBOLINEN GEOMETRIA

Modulaariryhma

Lause 18.3. Modulaariryhmdin PSL(2,7) Dirichlet’n monikulmio on
D(p)={z€H]||z| >1,-1/2 < Re(z) < 1/2},
missi p = ki, k> 1.

Todistus. On helppo tarkistaa, etté jos p = ik, missd k£ > 1, niin identiteettiku-
vaus on ainoa ainoa ryhmén PSL(2,7Z) alkio, jonka kiintopiste p voi olla.

Tarkastellaan ylemmén puolitason H Mobius-kuvauksia v, (z) = z+1 jaye(2) =
—1/z. Molemmat ovat ryhmén PSL(2,Z) alkioita. Janan [p,v1(p)] = [p,p + 1]
keskinormaali on suora Re(z) = 1/2, joten H,(y1) = {z € H | Re(2) < 1/2}.

Pisteitten p = ki ja y2(p) = —1/ki vélinen jana [p, y2(p)] on pisteitten p ja v2(p)
viilissé oleva imaginadriakselin osa. Janan [p,v2(p)] keskinormaali on ylemmén
puolitason puoliympyré, jonka keskipiste on origo ja sidde 1. Niinpd H,(y2) =
{zeH||z| > 1}.

Olkoon

Fr=Hy(m)N Hp(Vl_l) N Hy(72).
Talloin
D(p) = m Hy(v) C ﬂ Hy(v) = F.
vEPSL(2,Z) = e

Riittad osoittaa, ettd F' C D(p).

Tehddén vastaoletus, eli oletetaan, ettd D(p) C F, mutta D(p) # F. Koska
D(p) on perusalue, seuraa tésta, ettd on olemassa piste zp € D(p) C F' ja kuvaus
v € PSL(2,7Z) \ {Id}, joille v(zy) € F. Osoitamme, ettd tdmi on mahdotonta.
Kirjoitetaan
az+b
cz+d
missé a,b,c,d € Z ja ad — be = 1. Talloin

lczo + d* = c2|z0]* + 2Re(20)cd + d* > 2 + d* — |cd| = (|¢| — |d])? + |cd|,

koska |zp] > 1 ja Re(z9) > —1/2. Koska ad — bc = 1 eivét ¢ ja d voi molemmat
olla nollia. Niinpa

v(z) =

(lef = [d])? + |ed]
on positiivinen kokonaisluku, joten |czy + d|* > 1. Téstd seuraa, etti
Im(zp)
I = —— <1 .
m(7(zo)) lczo + d? m(zp)

Korvaamalla piste 2 pisteelld v(z) ja kuvaus v kuvauksella y~! ja toistamalla
edelld oleva paattely, huomataan, ettd Im(zg) < Im(7y(29)). Paddyimme ristirii-
taan, joten vastaoletus on vaara.

O

Harjoitustehtivid 18.4. Ryhmda I' = {7, | 7(2) = 2"z, n € Z} on Fuchsin
ryhmd. Valitse sopiva p € H ja konstruoi Dirichlet’n monikolmio D(p).
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19. FUCHSIN RYHMAN VIRITTAJISTA

Téassd luvussa tarkastelemme Fuchsin ryhmien virittdjid. Fuchsin ryhmien vi-
rittédjia kasitellddn sekéd S. Katokin kirjassa, ettd A. Beardonin kirjassa ”The
Geometry of Discrete Groups”.

Maéritelmi 19.1. Olkoon I' ryhmé. Sanomme, ettd joukko S = {v,..., 7.} C
I' virittdd ryhmén I, jos jokainen ryhmén I' alkio voidaan esittéd tulona joukon
S alkioista ja alkioitten kaanteisalkioista. Talloin kirjoitamme I' = (S).

Esimerkki 19.2.

(1) Kokonaislukujen ryhmén Z virittdd alkio 1: Jokainen positiivinen ko-
naisluku n voidaan kirjoittaa muodossa 1 + --- 4+ 1 (n kertaa). Jokai-
nen negatiivinen kokonaisluku —n, n > 0, voidaan kirjoittaa muodossa
(—=1)+---+ (—1) (n kertaa).

(2) Ryhmén Z? = {(n,m) | n,m € Z} (laskutoimituksena yhteenlasku) vi-
rittdd joukko {(1,0), (0,1)}.

(3) Olkoon p € Z, p > 0. Olkoon w = €2™/? eli w on ykkdsen p:s juuri. Juuri
w virittad ryhmén {1, w,w?, ..., wP~ !}, jonka laskuoimitus on kertolasku.

Huomautus 19.3. Ryhmaélld voi olla useita eri virittdjdjoukkkoja. Esimerkiksi
joukko {2,3} virittdd ryhmén Z.

Lause 19.4. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon D ryhmdn I perusalue. Olete-
taan, etti kokoelma

A={y(D)|yeT}
on lokaalisti ddrellinen. Talloin joukko
To={yeT |[y(D)ND # 0}
virittdad ryhmdn I
Todistus. Olkoon T'y joukon Iy virittdmé& aliryhmé&. Osoitetaan, ettd I'y = T

Koska I'y C T, riittédé osoittaa, ettd I' C I'y.
Olkoon z € H. Koska D on ryhmén I' perusalue, pétee

H = U v(D).

Siis on olemassa v € I', jolle y(z) € D. Olkoon 4/ € T. Oletetaan, ettid mydos
v (z) € D. Talloin B B
7'(2) € DNy'y~ (D).
Siis 4y~ € Ty, joten I'17 = I';. Niinpé on olemassa hyvin mééritelty kuvaus
¢: H— T\, 2z Ty,
missi y(z) € D.
Olkoon z € H. Koska A on lokaalisti dérellinen ja koska
H=J D),
vyel

on olemassa #irellisen monta kuvaa v,(D), ..., v, (D), joille pitee:
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(1) z€n(D)N...N0ym(D), o -
(2) pisteelld z on sellainen ympéristo U, ettd U C (D) U. .. Uy,(D).
Olkoon w € U. Tallsin w € v;(D) jollakin i € {1,...,m}, joten v; ' (w) € D.
Siis
d(w) =Tyt = ¢(2).
Siis pisteelld z on avoin ympéristd U, jolle rajoittuma ¢|U on vakio. Koska H on
yhtenéinen, seuraa tésté, ettd ¢ on vakiokuvaus H — [\T.
Olkoon sitten v € T', z € D ja w € v }(D). Koska ¢ on vakiokuvaus, pitee

I'1=¢(2) = d(w) =T'.
Siis v € I'y. Niinpa I' C I'y, joten I' = T'y ja 'y virittdd ryhmén T 0

Olkoon I' Fuchsin ryhméa. Olkoon P C H. Oletetaan, etta:

) P on avoin ja konveksi (siis erityisesti yhtenéinen),
2) 7€F7< ) = H,
3) kaikille 71,7, € T, 71 # 72, pitee 71 (P) N 7(P) = 0,
4) kokoelma {7(P) | v € '} on lokaalisti #irellinen,
(5) Au(0P) =0.
Siis P on ryhmén I' konveksi perusalue. Ehdon (4) toteuttavaa perusaluetta
sanotaan lokaalisti ddrelliseksi. Erityisesti P voi olla ryhmén I' Dirichlet’'n alue.
Olkoon z € H. Koska P on lokaalisti darellinen, pisteelld z on hyperbolinen
kiekkoympéristd U ja ryhméssa [" on dérellisen monta eri alkiota vy, ..., 7y, joille
patee
1) zenP)n...0uP)
(2) UCn(P)U...Un(P),
(3) jos 7 € T jaA(P)NU £ 0, niin 7 € {1, %}
Oletetaan, ettd z € 0P. Talloin voidaan valita v; = id ja taytyy olla ¢ > 2. Siis
jokaista z € 8P kohti on olemassa sellainen v € I'\ {id}, ettd v(z) € OP.
Olkoon v € I'\{id}. Koska P on konveksi, on my6s P konveksi, joten myos v(P)
on konveksi. Siis leikkaus PN~v(P) on konveksi. Koska PNv(P) C OP, on Ag(PnN
v(P)) = 0. Olkoot sitten a,b,c € P N~(P). Talloin pisteitten a, b ja c téiytyy
olla samalla geodeesilla: Muutoin hyperbolinen kolmio, jonka kérjet ovat a, b ja c,
sisdltyisi joukkoon 0P. Tamé on mahdotonta, koska kolmion hyperbolinen pinta-
ala on positiivinen, mutta Ag(9P) = 0. Siis leikkaus P N ~(P) on hyperbolinen
jana (mahdollisesti sen pituus on #éreton tai nolla).

(1
(
(
(

Misritelma 19.5. Muotoa PNvy(P) olevaa hyperbolista janaa, jonka pituus > 0,
sanotaan P:n sivuksi. Pistettd, joka voidaan kirjoittaa muodossa PNy, (P)Nya(P),
missi v1,7v2 € ['\ {id}, 11 # 72, sanotaan P kdirjeksi.

Koska I' on numeroituva ja P on lokaalisti dérellinen perusalue, pétee:

(1) P:1l4 on vain numeroituva maira sivuja ja karkié,
(2) P:n sivujen joukko on lokaalisti dérellinen,

(3) P:n kérkien joukko on lokaalisti dérellinen,

(4) reuna OP on P:n sivujen yhdiste,
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(5) jokainen P:n sivu kuuluu tdsmélleen kahteen P:n sivuun ja on kummankin
sivun paatepiste,

(6) jos kahden sivun leikkaus on epétyhjé, niin niiden leikkausjoukko on kérki-
piste, joka on kummankin sivun paétepiste.

Olkoon
I,={yeT|yP)NP on P:n sivu}
ja olkoon S P:n sivujen joukko. Olkoon
0: T, =S, vy—=~(P)NP.

Sivun méiritelmén perusteella ¢ on surjektio. Kohdan (6) avulla voidaan osoit-
taa, ettd ¢ on myos injektio. Siis ¢ on bijektio. Niinpé jokaista P:n sivua s vastaa
yksikésitteinen joukon I', alkio 7y, jolle

s ="s(P)NP.
Talléin
% (5) =2 (P)NP =+
Jos siis s’ = v 1(s), niin tilldin

1
Vst = Vs -
Siis saamme kuvauksen

/

0: S =S, s, (s) =5,
jolle
0(6(s)) = s.
Kuvauksia s sanotaan P:n siwuja yhdistiviks: kuvauksiksi.
Lause 19.6. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon P ryhmdn ' konveksi, lokaalisti

adrellinen perusalue. Tdlloin P:n sivuja yhdistivdt kuvaukset virittdvdt ryhmdn

r.
Todistus. Olkoon
I,={yel|yP)NP on P:n sivu}
ja olkoon
To={yel|[+(P)NP#0}.

Aiemmin osoitettiin, ettd 'y virittdd ryhmén I'. Nyt riittda osoittaa, ettd jos
7(P) N P # (), niin v kuuluu joukon I, virittdmisin aliryhmésn.

Olkoon siis v € T'\ {id}, v(P) N P # 0. Olkoon w € P N ~(P). T&lléin on
olemassa pisteen w ympéristo U ja alkiot vy = id,11,...,% € I', missd v &€
{7,k ja
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Kun U valitaan riittdvan pieneksi, voidaan olettaa, ettd U ei sisdlld mink&an
kuvan ~;(P) kirki (paitsi pisteen w, jos w sattuu olemaan kirki) eikd muita sivu-
ja kuin ne, jotka sisdltaviat pisteen w. Niinpa P:n reuna joukossa U koostuu joko
yhdesta sivusta, joka sisdltdé pisteen w tai kahdesta sivusta, joiden kummankin
kérki w on. Sama pétee kaikille kuville v;(P), j € {1,...,t}.

Jarjestelemalld kuvaukset 71, ..., tarpeen vaatiessa uudestaan, voidaan olet-
taa, ettd listan

Y0(P) = P,n(P), ..., n(P)

perakkaisillda monikulmioilla on yhteinen sivu. Siis

Py 1 (P) = 75 (3(P) Ny (P))
on hyperbolinen jana, jonka pituus on > 0. Siis P N ’yj’lfyjﬂ(F) = fyj*l(fyj (P)N
vj+1(P)) on Pm sivu, joten kaikilla j, 7]._17]»“ = 7, jollakin ~, € T',. Niinpa
Y1 =YY = 7s € I'x, jollakin ~, € I',. Induktiolla voidaan osoittaa, ettd jokainen

kuvaus 7, on yhdiste sivuja yhdistavistd kuvauksista. Siis v, €< I'y >, kaikilla
j. O

20. SIVUJA YHDISTAVAT KUVAUKSET

Olkoon I" Fuchsin ryhmé ja olkoon D(p) ryhmén I' Dirichlet’'n monikulmio. Ole-
tamme, ettd monikulmiolla D(p) on ainoastaan dérellisen monta sivua. Olkoon s
monikulmion D(p) sivu. Oletetaan, ettd jollakin v € T'\ {Id} my6s ~y(s) on mo-
nikulmion D(p) sivu. Huomaa, etti kuvaus v~ kuvaa sivun ~(s) takaisin sivulle
s.

Maiaritelma 20.1. Ylla olevassa tilanteessa sanomme, ettd kuvaus v yhdistdd
sivut s ja y(s), tai lyhyemmin, etta sivut s ja y(s) on yhdistetty.

On mahdollista, ettd s = ~(s) jollakin sivulla s. Jos vy ja v; ovat sivun
padtepisteet, niin talloin v,(vg) = v1 ja vs(v1) = vy.

Esimerkkeji sivut yhdistidvistd kuvauksista

Esimerkki 20.2. Olkoon I' = {~, | v.(2) = z + n, n € Z} kokonaislukusiirto-
jen muodostama Fuchsin ryhmé. Aiemmin osoitimme, ettd valitsemalla p = i,
saadaan ryhmén I' Dirichlet’'n monikulmioksi

D(p) = {z € H | —1/2 < Re(z) < 1/2}.

Olkoon s = {z € H | Re(z) = —1/2}. Télloin s on monikulmion D(p) sivu.
Itse asiassa s on janan [p,p — 1] = [p,g(p)] keskinormaali. Niinpd pitdéd olla
vs(2) = g7 (2) = 2+1, joten v, kuvaa sivun s sivulle ' = {z € H | Re(z) = 1/2}.

Esimerkki 20.3. Tarkastellaan seuraavaksi modulaariryhméa I' = PSL(2,Z). Ol-
koon p = ki, missd £ > 1. Ailemmin osoitimme, ettd ryhmén I' Dirichlet’n moni-
kulmio on

D(p)={ze€H|—-1/2 <Re(z) < 1/2, |2| > 1}.

Monikulmion D(p) sivut ovat
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(1) sy ={z € H|Re(z) =—-1/2, |z] > 1}

(2) ss ={z€H|Re(z) =1/2, |2| > 1}

(3) ss={z€H||z] =1, —1/2 < Re(z) < 1/2}.
Selvésti 75, (2) = z + 1, joten 7, yhdistdd sivut s; ja so. Vastaavasti vs,(z) =
z — 1. Tarkastellaan vield sivua s3. Tamé sivu on janan [p, —1/p] = [p,7,' (p)]
keskinormaali, missé 7, (2) = —1/z. Niinpé s, yhdistdd sivun sz sivaun ss.

Harjoitustehtiva 20.4. Olkoon I' = {~, | w(z) = 2", n € Z}. Ryhmdin I'
Dirichlet’n monikulmio konstruoitiin Harjoitustehtdvissd ??. Laske monikulmiota
vastaavat siwuja yhdistivdit kuvaukset.

Sivuja yhdistdvien kuvausten esittdminen kaavion avulla

On kéaytannollistd kuvata Dirichlet’'n monikulmion sivuja yhdistdvia kuvauksia
kaavion avulla. Piirrdimme monikulmion, jonka sivut merkitd&n nuolenpéilla. Jos
on olemassa sivuja s; ja So yhdistdva kuvaus, merkitdan sivut s; ja s yhtd mo-
nella nuolenpéélld. Nuolenpéitten suunta nayttaéd sivujen suunnistuksen ja sivut
yhdistava kuvaus sailyttdd tdméan suunnistuksen.

21. ELLIPTISET SYKLIT

Téasséd luvussa tarvitsemme sekd ylemméan puolitason H mallia ettd Poincarén
kiekon D mallia. Kdytdmme aina tilanteeseen paremmin sopivaa mallia. Valilla
kdytdmme ylemmén puolitason mallia, mutta piirrdimme kuvat Poincarén kiekol-
le, koska se on kéitevampéd. Mallista toiseen siirtymisen mahdollistaa aiemmin

késitelty kuvaus
z—1

h:H—D, z+—

1z —1

Olkoon I' Fuchsin ryhmé ja olkoon D(p) ryhmén I' Dirichlet’'n monikulmio.
Oletamme, ettéd kaikki monikulmion D(p) kérjet ovat ylemméssa puolitasossa H.
Aiemmin huomasimme, ettd jokaista monikulmion D(p) sivua s vastaa kuvaus
vs € I'\ {Id}, joka yhdistad sivun s sivuun ~(s).

Olkoon v monikulmion D(p) kérki. Télloin monikulmiolla D(p) on sivut s ja
s, joiden péadtepiste v on. Otetaan kiyttoon merkinté (v, s) kuvaamaan kéirked
v ja sivua s, jonka padtepiste v on. Vastaavasti merkinta (v, s) tarkoittaa kirkea
v ja toista sivua s, jonka pédtepiste v on.

Tarkastellaan seuraavaa menettelytapaa:

(1) Olkoon v = vy monikulmion D(p) = D kérki, ja olkoon sy monikulmion D
sivu, jonka toinen péadtepiste on vy. Olkoon 7, sivua sy vastaava sivut yh-
distdvé kuvaus. Téll6in vy, kuvaa sivun sq jollekin monikulmion D sivulle
S1.

(2) Olkoon s; = 71(sg) ja olkoon v; = 1(vp). Samme uuden parin (v, s1).

(3) Tarkastellaan sitten paria x(vy, s1). Téssd parissa kdrki on v;. Sivu ei ole
s1, vaan se on monikulmion D toinen sivu sy, jonka kérki on vy.

(4) Olkoon 7, sdrméd *s; vastaava sivut yhdistavd kuvaus. Télloin sy =
Y2 (*s1) on monikulmion D sivu ja ve = 75(v1) on monikulmion D karki.
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(5) Jatketaan samaan tapaan.

Edella olevan menettelyn tuloksena saamme jonon kérkien ja sivujen muodos-
tamia pareja:

S; *S;
Yit1 Vi41
Si+1

Koska pareja (v, s) on vain aérellisen monta, paddymme ylla olevalla mene-
telmalld lopulta takaisin pariin (v, sg). Olkoon n > 0 pienin kokonaisluku, jolle

(Un, *8p,) = (vo, So)-

Maaritelma 21.1. Olkoon &£ jono

\L*

Vg —> U1 —> " —> Up—1-
Kéaytdmme jonosta € nimitysta elliptinen sykli. Kuvauksesta

TnVn—1"""7271
kdytdmme nimitysta elliptinen syklikuvaus.

Koska kérkien ja sivujen muodostamia pareja on vain déarellisen monta, on myos
elliptisiad sykleja ja elliptisia syklikuvauksia ainoastaan dérellisen monta.

Maaritelma 21.2. Olkoon v hyperbolisen monikulmion D kérki ja olkoon s
monikulmion D sivu, v € s. Kdytdmme paria (v, s) vastaavalle elliptiselle sykli-
kuvaukselle merkintéé ~,.,,.

Huomautus 21.3. (1) Oletetaan, etté aloittaisimme parista (v, *s) parin (v, s)
sijaan. Edellinen menetelméa tuottaisi talldin elliptisen syklikuvauksen v, .
Laskemalla néhdéén, ettéd v, . = 7,4

(2) Oletetaan sitten, ettd aloittaisimme parista (v;,s;) parin (v, s) sijaan.
Talloin paatyisimme elliptiseen syklikuvaukseen
Yvixsi = ViYi—1 V1 Vn " Vi+27i+1-
Niinpéd kuvaus 7, +s, saadaan permutoimalla syklisesti niitd sivujen yh-
distdmiskuvauksia, joiden yhdiste v, s, on. Edelleen,
Vorrsi = (Vi) Voo,s0 (Vi 71)

joten kuvaukset 7, s, ja Yuo,s, OvVat toistensa konjugaatteja.
Harjoitustehtava 21.4. Todista Huomautuksen 7?7 wvditteet.

Olkoon 7, s paria (v, s) vastaava elliptinen syklikuvaus. Téll6in ~, s on Mébius-
kuvaus, jolla on kiintopiste v € H. Luokitellessamme Mobius-kuvauksia huoma-
simme, ettd jos Mobius-kuvauksella on kiintopiste ylemméssa puolitasossa, on
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kuvaus joko elliptinen kuvaus tai identiteettikuvaus. Téstéa seuraa, ettd jokainen
elliptinen syklikuvaus on joko elliptinen kuvaus tai identiteettikuvaus.

Maiaritelma 21.5. Elliptistd syklid sanotaan satunnaiseksi, jos sitd vastaava
elliptinen syklikuvaus on identiteettikuvaus.

Elliptisen syklin kertaluku

Maaritelma 21.6. Olkoon v € Mob(H) Mobius-kuvaus. Sanomme, ettd v on
adrellistd kertalukua, jos on olemassa sellainen kokonaisluku m > 0, etta 4™ = Id.
Kutsumme pieninté téllaista positiivista kokonaislukua kuvauksen v kertaluvuksi.

Esimerkki 21.7. Poincarén kiekon D kierto y(z) = > on &érellistéi kertalukua,
jos ja vain jos 6 on rationaaliluku.

Mébius-kuvaukset, jotka ovat konjugaatteja edellisen esimerkin kierrolle (misséa
0 € Q), ovat myos édérellista kertalukua. Muita dérellista kertalukua olevia Mobius-
kuvauksia ei ole olemassa. Niinpa kaikki &érellistd kertalukua olevat Mobius-
kuvaukset ovat elliptisid. Fuchsin ryhmien alkioille pédtee kédédnteinen tulos: El-
liptiset Fuchsin ryhmén alkiot ovat dérellistd kertalukua.

Lause 21.8. Olkoon T Fuchsin ryhmd ja olkoon ~ ryhmdn T elliptinen alkio.
Talloin on olemassa sellainen kokonaisluku m > 1, ettd v™ = Id.

Todistus. Olkoon v € T elliptinen kuvaus. T#ll6in v on kuvauksen z — >z kon-

jugaatti jollakin 6 € [0,1). Kuvaus 4" € T' on kuvauksen z — ¢**z konjugaatti
kaikilla n € Z. Lauseen véite on seuraus seuraavasta: Jonon (nf mod 1)5°, al-
kiot muodostavat joukon [0, 1] diskreetin osajoukon, jos ja vain jos 6 € Q. Olkoon
siis @ = k/m, missd k,m € Z, k,m > 0. Koska I" on Fuchsin ryhmé, ovat sen
aliryhmét diskreettejd. Erityisesti aliryhmé {7™ | n € Z} on diskreetti. Niinpa
kuvauksen 7 tdytyy olla muotoa z — €2 /™2 olevan kierron konjugaatti. Tésté
seuraa, ettd 4 on kierron z — e2™*Fm/™y eli identiteettikuvauksen konjugaat-
ti. O

Olkoon I' Fuchsin ryhmé& ja D ryhmén [ Dirichlet’'n monikulmio. Olkoon v
monikulmion D kérki ja olkoon 7, s vastaava elliptinen syklikuvaus. Lauseen 77
perusteella on olemassa sellainen kokonaisluku m > 1, etté 'y;’:‘s on identiteettiku-
vaus. Pieninté téllaista lukua m sanotaan kuvauksen v, s kertaluvuksi.

Harjoitustehtiava 21.9.
Osoita, ettd kuvauksilla vy, 50 70 Yo,,s; 01 sSama kertaluku.
Osoita, etti kuvauksilla v ja v~ on sama kertaluku.

Esimerkistd 77 seuraa, etté elliptisen syklikuvauksen kertaluku ei riipu siité,
misté kérjestéd aloitetaan kun muodostetaan elliptinen sykli. Kertaluku ei myos-
kdén riipu siitd aloitetaanko parista (v, s) vai (v, *s). Jos nyt v on jokin kérki
elliptisessi syklissd £ ja s on sivu, jolle v € s, otamme elliptisen syklikuvauksen
Yo,s kKertaluvulle kéyttoon merkinnédn me. Sanome, etté mg on elliptisen syklin £
kertaluku.
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Kulmien summa

Olkoon Zv monikulmion D kérked v vastaava kulma. Elliptisen syklin &£
Vg —>V1 — -+ —> Up—1.

kulmien summa on

sum(&) = Lug + -+ - + Lvp_1.
On selvéd, ettd kulmien summa on riippumaton siitd, mistid kérjestd lahdetdan
liikkeelle kun maaritellaan £.

Lause 21.10. Olkoon I' Fuchsin ryhmd ja olkoon D ryhmdn I' Dirichlet’n mo-
nikulmio. Oletetaan, ettd monikulmion kaikki kdrjet ovat ylemmdssd puolitasossa
H. Olkoon & elliptinen sykli. Tdlloin on olemassa sellainen kokonaisluku mg > 1,
etta

me sum(E) = 2.
Todistus. Katso S. Katokin kirjasta. OJ

Huomautus 21.11. Edelld kutsuimme elliptisté syklid £ satunnaiseksi, jos sitd vas-
taava elliptinen syklikuvaus oli identiteettikuvaus. Selvésti identiteettikuvauksen
kertaluku on 1. Niinpé satunnaisen elliptisen syklin kertaluku on mg = 1 ja kul-
mien summa on sum(&) = 27.

22. POINCAREN LAUSE: OSA 1

Poicarén Teoreema

Edella konstruoimme annettua Fuchsin ryhméa vastaavan Dirichlet’'n monikul-
mion ja joukon sivuja yhdistdvid kuvauksia. Seuraavaksi teemme péin vastoin.
Lahdemme liikkeelle tilanteesta, jossa meilld on konveksi hyperbolinen monikul-
mio ja joukko sivuja yhdistavid kuvauksia. Kysymme: Milloin ndmé sivuja yh-
distavat kuvaukset virittdvat Fuchsin ryhmén? Yleenséd sivuja yhdistavien ku-
vausten virittdma ryhma ei ole diskreetti, joten se ei ole Fuchsin ryhmé. Poincarén
teoreema kertoo, ettd sopivien ehtojen ollessa voimassa, ryhméa kuitenkin on dis-
kreetti.

Olkoon D konveksi hyperbolinen monikulmio. Téssé luvussa oletamme, etté
kaikki monikulmion D kérjet ovat ylemméssé puolitasossa, toisin sanoen yksikaén
kérjista ei ole reunalla OH. Oletetaan, ettd monikulmiota D vastaa joukko sivuja
yhdistavid kuvauksia. Siis jokaista monikulmion D sivua s kohti on olemassa
yksikésitteinen Mobius-kuvaus 75 ja sivu &', joille v4(s) = ¢'.

Konstruoimme elliptisia sykleja kuten edella:

(1) Olkoon v = wy jokin monikulmion D kirjista ja olkoon sy sivu, jonka
paatepiste on vg. Olkoon v, sivua s, vastaava sivut yhdistava kuvaus.
Téalloin v, kuvaa sivun sy sivulle s;.

(2) Olkoon s; = 71(sp) ja olkoon v; = v1(vg). Saamme uuden parin (vy, s1).

,81)-
(3) Tarkastellaan paria *(vy, s1). Tamé pari koostuu kérjesté v; ja sivusta *s;
(monikulmion D sivu, jonka péétepiste on vy, mutta joka ei ole s7).
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(4) Jatketaan samaan tapaan.

Saamme jonon kirkien ja sivujen muodostamia pareja:

U1 * U1
—

S1 *S1

72 V2

R =
S2

so(n) e ()
S; *S;
Yi V;
+1 i+1
Si+1
Koska pareja (v, s) on ainoastaan direllisen monta, pdddymme lopulta takasin

lahtopariin (v, s¢). Olkoon n pienin positiivinen kokonaisluku, jolle (v, *s,) =
(vo, S0)-

—
g s
~
12

\L*

Maéaritelma 22.1. Karkijonoa £ = vg — vy — -+ — v,_1 sanotaan elliptiseksi
sykliksi. Kuvausta v,v,_1 - - - 7271 sanotaan elliptiseksi syklikuvaukseksa.

Koska kérkien ja sivujen muodostamia pareja on ainoastaan #dérellisen monta,
on myos elliptisid syklejé ja elliptisid syklikuvauksia ainoastaan dérellisen monta.

Maaritelma 22.2. Olkoon v hyperbolisen monikulmion D kérki ja olkoon s
monikulmion D sivu, jonka paitepiste on v. Kédytdmme paria (v, s) vastaavalle
elliptiselle syklikuvaukselle merkintaé -, ;.

Maaritelma 22.3. Olkoon Zv monikulmion D kérked v vastaava kulma. Ellip-
tisen syklin £ = vy = v1 = -+ = v,_1 kulmien summa on

sum(E) = Lug+ -+ + Lup_q.

Maaritelma 22.4. Sanomme, etté elliptinen sykli £ toteuttaa elliptisen syklieh-
don, jos on olemassa sellainen kokonaisluku m > 1, etta

m sum(&) = 2.

Teoreema 22.5. Olkoon D konveksi hyperbolinen monikulmio, jolla on ainoas-
taan ddrellisen monta sivua. Oletetaan, ettd kaikki monikulmion D kdrjet ovat
ylemmdssd puolitasossa H, ja etti G on joukko sivut yhdistdvid monikulmion D
Mébius-kuvauksia. Oletetaan lisiksi, etti vs(s) # s kaikilla sivuilla s. Olkoot
joukkoa G vastaavat elliptiset syklit £, ..., E,.. Oletetaan, etti jokainen elliptinen
sykli £, 1 < j < r, toteuttaa elliptisen sykliehdon: jokaista elliptisti syklid &;,
1 < j <r, vastaa sellainen kokonaisluku m; > 1, ettd

m; sum(&;) = 2.
Télléin
(1) Joukon G wirittdmd ryhmd I' = (G) on Fuchsin ryhmd.

(2) Monikulmio D on Fuchsin ryhmdn ' Dirichet’n monikulmio.
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(3) Fuchsin ryhmd I voidaan kirjoittaa virittdjien ja relaatioiden avulla seu-
raavalla tavalla: Valitse jokaista elliptistd syklia & kohti elliptinen sykli-
kuvaus v, s (missi v on jokin elliptisen syklin &€ kdrjisti). Tdlloin T on
isomorfinen ryhmdn kanssa, jonka wvirittdjii ovat vs € G ja relaatioita
kuvaukset 'y;nj :

D (neg |y =af == =" =),

Todistus. Katso Katokin tai Beardonin kirjasta. Beardon selittda tarkemmin jouk-

koa G. O

Huomautus 22.6. Edellisen teoreeman kohdan (3) relaatiot ndyttavét riippuvan
siitd, mitd elliptisen syklin &; pareista (v, s) kdytettiin kun médriteltiin ;. It-
se asiassa relaatio fy;-”j ei riipu parin (v, j) valinnasta. TAmé& seuraa Harjoitus-
tehtavista 77: Jos v’ ja v ovat saman elliptisen syklin kérkié, niin kuvaus 7, ¢
on joko kuvauksen 7, ¢ tai kuvauksen -, ! konjugaatti.

Huomautus 22.7. Oletus, ettd mitddan monikulmion D sivua ei yhdistetd itseensé,
on ainoastaan ndenndinen rajoitus: Olkoon s monikulmion D sellainen sivu, etté
vs(s) = s. Olkoot sivun s pédtepisteet kérjet vy ja v;. Otetaan kdyttoon uusi
kérki vy, joka on janan [vg,v;] keskipiste. Huomaa, ettd vs(vy) = wy. Télloin
vs(vo) = v1 ja vs(v1) = vo. (Muussa tapauksessa olisi vs(vg) = vg ja vs(v1) =
v1. Talloin kuvauksella v, olisi kolme kiintopistetté, mista seuraisi, ettd v, olisi
identiteettikuvaus.) Olkoot s; = [vg, vs] ja so = [vg,v;]. TallGIn v5(s1) = s9 ja
vs(s2) = s1, joten 7y, yhdistdd sivut s; ja so. Huomaa, ettd kérked ve vastaava
kulma on 7. Siis: Jos hyperbolisen monikulmion sivuja yhdistéavalla kuvauksella
Vs, jolle v5(s) = s, on elliptinen kiintopiste v € s, voimme kutsua myos pistetté
v monikulmion kérjeksi.

Hyperbolinen kahdeksankulmio

Edellisten lukujen perusteella tiedetédédn, ettd on olemassa sdénnollinen hyperbo-
linen kahdeksankulmio P, jonka jokainen kulma on 7 /4. Nimet#éin kahdeksankul-
mion P kérjet vastapédivaan vy, ..., vg ja nimetddn sivut vastapaivain sq, ..., Ss,
s1 = [v1, 0], $2 = [vg, v3], jne. Koska P on sdannollinen monikulmio, ovat kaikki
sivut saman pituisia.

Olkoot sivuja yhdistavat kuvaukset seuraavat:

Y11 81 — S3, jolle 71(“1) = Uy,
Yo 84— 52, jolle ya(v5) = va,
Y3: 85 — s7 jolle y3(vs) = vs.

Ya: 85— S6, jolle yu(v1) = ve.
Saamme jonon kérkien ja sivujen muodostamia pareja:
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U1 7 Uy * Vg
— —
S1 S3 Sq
Y2 U3 * U3
— —
S2 53
-1
Y1 (%) * (%)
— —
S1 59
-1
Y2 (% * v
HEAN 5 * 5
S4 S5
Y3 v * U,
MEN ] X ]
S7 58
Y4 () * v
EN 7 * 7
S6 S7
771 Vg * Vg
— —
S5 S6
-1
Y4 U1 * U1
— —
S8 S1

Niinpd saamme ainoastaan yhden elliptisen syklin:
5201—>’U4—>U3—)’02—>U5—>Ug—>’l}7—>7]6,
jota vastaa elliptinen syklikuvaus

Y1 s s e

Koska kahdeksankulmion P jokainen kulma on 7/4 on kulmien summa

T
8§— = 2m.
4
Niinpé elliptinen sykliehto on voimassa (mg = 1). Poincarén teoreemasta seuraa,
ettd sivujayhdistavat kuvaukset vy, ..., y4 virittavat Fuchsin ryhmén. Virittédjien

ja relaatioiden avulla kirjoitettuna tdmé ryhmé on

(1,72, 73,74 | 71 s avss s e =€)

23. POINCAREN LAUSE: OSA 2

Edellisessé luvussa tarkastelimme sivuja yhdistdvien kuvausten virittdmaa ryh-
méd tilanteessa, missd hyperbolisen monikulmion kaikki kérjet olivat ylemmaéssé
puolitasossa H. Téssé luvussa tarkastelemme tilannetta, misséd osa monikulmion
kérjistd on reunalla OH.

Poincarén teoreema reunalla olevien kirkien tapauksessa

Palautetaan mieleen, ettd konveksi hyperbolinen monikulmio voidaan méaéritell&
ddrellisen monen puolitason leikkauksena. Téll6in on mahdollista, ettd monikul-
miolla on sivu reunalla OH. Reunalla olevia sivuja kutsutaan vapaiksi sivuiksi.
Oletamme, ettd monikulmiolla ei ole vapaita sivuja, eli ettd jokainen monikul-
mion sivu on geodeesin osa.
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Olkoon D konveksi, hyperbolinen monikulmio, jolla ei ole vapaita sivuja. Ol-
koon 4 monikulmion D sivua s vastaava sivut yhdistéava kuvaus. Mébius-kuvauk-
set kuvaavat reunan OH itselleen, joten jokainen sivut yhdistdva kuvaus kuvaa
reunalla olevat kirjet reunalla oleville kérjille.

Olkoon v = vy monikulmion D reunalla OH oleva kérki ja olkoon s = sq
sivu, jonka toinen péétepiste on v. Teemme kuten edellisessd luvussa (kdyttéien
samoja merkintoji), aloitamme parista (vp, s9) ja muodostamme jonon P reunalla
OH olevia kérkia,

P=vyg— - = vy
sekd vastavan Mdobius-kuvauksen v, s = v, - - 71.

Maaritelma 23.1. Olkoon v = vy hyperbolisen monikulmion D reunalla OH
oleva karki ja olkoon s = sy sivu, jonka toinen péédtepiste on v. Sanomme, etta
P =wvy — -+ = v,_1 on parabolinen sykli ja vs, = v, -+ syklid P vastaava
parabolinen syklikuvaus.

Koska monikulmiolla D on ainoastaan &dérellisen monta kérked ja sivua, on
myo6s parabolisia sykleja ja parabolisia syklikuvauksia ainoastaan dérellisen mon-
ta.

Huomautus 23.2.

(1) Jos parin (v, s) sijaan lahdetéén liikkeelle parista (v, xs), paddytadn pa-
raboliseen syklikuvaukseen 7, L

(2) Jos lahdetddn liikkelle parista (v;, s;), niin paadytaan paraboliseen sykli-
kuvaukseen

Vorss = VVim1 " VY Vir2 Wik = (% V1) Va0 (Vi 71) 7

Olkoon v monikulmion D reunalla OH oleva kérki ja olkoon s sivu, jonka
padtepiste on v. Olkoon 7, , vastaava parabolinen syklikuvaus. Huomaa, etta
Yv,s o0 Mobius-kuvaus, jolla on kiintopiste v € JH. Edellisten luentojen perus-
teella tieddmme, ettd Mobius-kuvaus, jolla on vihintdan yksi kiintopiste reunalla
OH, on joko parabolinen, hyperbolinen tai identiteettikuvaus. Niinpa jokainen
parabolinen syklikuvaus on joko parabolinen tai hyperbolinen Mé&bius-kuvaus tai
identiteettikuvaus.

Maiaritelma 23.3. Sanomme, ettd parabolinen sykli P toteuttaa parabolisen
sykliehdon, jos jotakin (ja téten jokaista) kdrked v € P vastaava parabolinen
syklikuvaus v, s on joko parabolinen M&bius-kuvaus tai identiteettikuvaus.

Huomautus 23.4. Olkoon v € Méb(H) \ {Id}. Kuvaus v on parabolinen, jos ja
vain jos sen jilki 7(y) = 4. Huomaa, ettd myos jos v = Id, niin 7(y) = 4.
Niinpé parabolinen sykli P toteuttaa parabolisen sykliehdon, jos jotakin (ja tdten
jokaista) kirked v € P vastaavalle syklikuvaukselle v, s patee 7(v,s) = 4.

Huomautus 23.5. Kuvaus v, s, on parabolinen (tai identiteettikuvaus) jos ja vain
jos mitd tahansa kérkeé v;, joka kuuluu samaan paraboliseen sykliin kuin v, vas-
taava kuvaus 7, s, on parabolinen (tai identiteettikuvaus). Edelleen ~, s on pa-
rabolinen (tai identiteettikuvaus), jos ja vain jos -, .s on parabolinen (tai identi-
teettikuvaus).
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Seuraava teoreema on Poincarén teoreema tilanteessa, missd monikulmiolla D
on ainakin yksi kérki reunalla OH, mutta ei vapaita sivuja.

Teoreema 23.6. Olkoon D konveksi hyperbolinen monikulmio, jolla on ainoas-
taan ddrellisen monta sivua (ei vapaita sivuja), ja mahdollisesti karkid reunalla
OH. Olkoon G joukko sivuja yhdistivid monikulmion D Mdbius-kuvauksia. Olete-
taan lisiksi, ettd vs(s) # s kaikilla vs € G.

Olkoot elliptiset syklit &1, ...,E, ja olkoot paraboliset syklit Py,...,Ps. Olete-
taan, etta

(1) jokainen elliptinen sykli &; toteuttaa elliptisen sykliehdon, ja
(2) jokainen parabolinen sykli P; toteuttaa parabolisen sykliehdon.
Tdlloin:

(1) Joukon G wirittamd aliryhmd T = (G) on Fuchsin ryhmd.

(2) Monikulmio D on Fuchsin ryhmdn T' perusalue.

(3) Fuchsin ryhmda T’ voidaan kirjoittaa virittijien ja relaatioiden avulla seu-
raavalla tavalla: Valitse jokaista elliptista syklia &; kohti elliptinen sykli-
kuvaus v; = vy,s (missi v on jokin elliptisen syklin &; kdrjista) Talloin T
on isomorfinen ryhmdn kanssa, jonka virittdjit ovat vs € (G), ja relaatiot
i, missa m; suméE; = 27

F=(ueg|y"=—-=7"=¢).
Todistus. Katso Katokin tai Beardonin kirjasta. [

Kuten aiemmin, téssdkidn tilanteessa oletus, ettd mitdéan sivua ei yhdisteta
itseensé, ei ole olennainen rajoitus; tarvittaessa voidaan monikulmioon lisata uusi
kérki (sivun keskipiste) kuten edell4.

Esimerkki Poincarén teoreemasta: modulaariryhmé

Seuraavaksi sovellamme Teoreemaa ?? modulaariryhmén PSL(2,Z) tutkimi-
seen. Esitimme ryhmén PSL(2,7Z) virittdjien ja relaatioitten avulla.

Tarkastellaan seuraavaa monikulmiota, missd A = (=1 +iv/3)/2 ja B = (1 +
iv/3)/2. Sivuja yhdistivit kuvaukset ovat v;(z) = z+1 ja ya(2) = —1/z. Huomaa,
ettd 12(A) = B ja o (B) = A.

Kuvaus v, yhdistda sivun [A, B] sivaun [A, B]. Niinp4 lissdmme monikulmioon
uuden kirjen C, joka on sivun [A, B] keskipiste i. Monikulmion sivut ovat ovat
nyt seuraavat: s; yhdistda pisteet A ja oo, sy yhdistaé pisteet B ja 0o, s3 yhdistda
pisteet A ja C, s4 yhdistdd pisteet C' ja B.

Ensin méaritdmme elliptiset syklit. Aloitamme elliptisesté syklisté, joka sisaltda

kérjen A:
( A ) " B . B
— —
S1 S9 S4
7;1 A * A
—

S3 S1

1
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Niinpa A — B on elliptinen sykli, jota vastaa elliptinen syklikuvaus 7, 71 (z) =
(—z —1)/z. Tata elliptista syklid vastaavalle kulmien summalle patee

3(LA+ 4£B) =3(r/3+ 7/3) = 2,

joten elliptinen sykliehto on voimassa. Mééritetddn seuraavaksi elliptinen sykli,
joka siséltaa kérjen C':

(2) = (5) = (%)

Tata elliptista syklid vastaava syklikuvaus on 5. Kulmien summalle pétee
2/C = 2m,

joten elliptinen sykliehto on voimassa.
Seuraavaksi médritdmme paraboliset syklit. Parabolisia syklejéd on vain yksi,
nimittéin sykli, joka sisdltda kérjen oo:

()= (3) = (%)

joten saamme parabolisen syklin co ja sité vastaavan syklikuvauksen 7 (z) = z+1.
Kuvaus ~v; on parabolinen, koska silld on tédsmélleen yksi kiintopiste oo. Niinpé
parabolinen sykliechto on voimassa.

Sovellamme Poincarén teoreemaa ja esitimme kuvausten v; ja 7, virittdmén
ryhmén virittdjien ja relaatioitten avulla suraavasti:

PSL(2,7Z) = {(a,b | (b"'a)® = b* = ¢).

Huomautus 23.7. Yllaolevasta esimerkista kay ilmi, miksi oletamme, ettd mitaéan
monikulmion sivua ei yhdisteté itseensé. Jos emme olisi lisénneet kirked C', emme
olisi saaneet relaatiota b? = e.

24. RYHMIEN TOIMINNOISTA MONISTOILLA

Maaritelma 24.1. Topologinen avaruus X on topologinen n-ulotteinen monisto
eli n-monisto, jos se toteuttaa seuraavat ehdot:

(1) Avaruus X on Hausdorffin avaruus.

(2) Avaruuden X topologialla on numeroituva kanta.

(3) Jokaisella avaruuden X pisteelld on avoin ympéristé U,, joka on homeo-
morfinen avaruuden R" kanssa.

FEsimerkki 24.2.

(1) Avaruus R™ on n-monisto kaikilla n > 0.

(2) Avaruuden R™ avoimet osajoukot ovat n-monistoja kaikilla n > 0.

(3) Jos M on m-monisto ja N on n-monisto, niin M x N on (m + n)-monisto.
(4) Pallo S™ on n-monisto kaikilla n > 0.

(5) Torus T? = S! x S! on 2-monisto.
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Olkoon G topologinen ryhma4 ja olkoon X topologinen avaruus. Sanomme, etta
ryhmé G toimii avaruudessa X, jos on olemassa kuvaus

0: G x X — X,

jolle pétee:
(1) 0(g,0(h,x)) = 0(gh, x) kaikilla h, g € G ja kaikilla z € X.
(2) O(e,xz) = x, kaikilla z € X, missd e on ryhmén G neutraalialkio.
Talloin sanotaan, ettd X on G-avaruus. Usein kuvaus 6 jéitetddn pois mer-
kinnoista. Télloin ylldolevat ehdot voidaan kirjoittaa muodossa:
(1) g(hz) = (gh)a.
(2) e(z) = =x.
Olkoon g € GG. Olkoon
O, X = X, v—0,(x) =0(g,2) = g(z).
Té&ll6in
QQQ}L = Qgh ja 96 = idx,
joten
040,10 =0, =idx = 0,-10,.
Siis jokainen kuvaus 0,: X — X on homeomorfismi.
Olkoon Homeo(X) avaruuden X homeomorfismien muodostama ryhmé, jonka

laskutoimistus on kuvausten yhdistdminen. T&ll6in toiminta #: G x X — X
madrittelee homomorfismin

f: G — Homeo(X), g 0,.
Olkoon
ker(f) = {g € G| 0(g) =idx} = {g € G | g(z) = z kaikilla = € X}.

T&llsin ker(6) = 0~ (idx) on ryhmén G normaali aliryhmi. Sanotaan, etti toi-
minta 6 on tehokas, jos ker(6) = {e}. Kuten edell pisteen = € X isotropiaryhmi
eli vakauttaja on

Gr={9€Glglx) =z}
ja sen rata on

Gr ={g(z) | g € G}.
Jos G, = {e}, sanotaan, ettd ryhmé G toimii vapaasti avaruudessa X .

Huomautus 24.3. Vapaa toiminta on aina tehokas. Tehokas toiminta ei valttaméatta
ole vapaa: Ryhma G = Z/2Z toimii avaruudessa R kun sen epétriviaali alkio vas-
taa kertomista luvulla —1. Toiminta ei ole vapaa, koska Gy = G # {1}. Kuitenkin
toiminta on tehokas.

Maaritelma 24.4. Olkoot X ja Y topologisia avaruuksia ja olkoon f: X — Y
jatkuva kuvaus. Kuvausta f sanotaan vahvaksi, jos alkukuva f~1(K) on kompakti
kaikilla avaruuden Y kompakteilla osajoukoilla K.

Lemma 24.5. Olkoot X ja 'Y topologisia monistoja ja olkoon f: X —'Y jatkuva
kuvaus. Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvid:
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(1) Kuvaus f on vahva.

(2) Kuvaus f on suljettu (eli se kuvaa kaikki avaruuden X suljetut osajou-
kot avaruuden Y suljetuiksi osajoukoiksi) ja alkukuva f~(y) on kompakti
kaikilla y € K.

Todistus. Harjoitustehtava. Todistus voi myo6s 16ytyd topologian oppikirjoista,
vaikka se on tapana jattaéd harjoitustehtaviksi. 0

Huomaa, ettd Lemmassa 7?7 oletetaan, ettd X ja Y ovat topologisia monistoja.
Tama ei ole valttamaton oletus vaan tulos péatee myos yleisimmille topologisille
avaruuksille. T&lla kurssilla tarvitsemme ainoastaan monistoja koskevan tuloksen.

Maéaritelma 24.6. Olkoon #: G x X — X topologisen ryhmén G toiminta
topologisessa avaruudessa X. Toimintaa 6 sanotaan vahvaksi, jos kuvaus

0:Gx X — XxX, (g,2)— (gz,2),
on vahva.

Topologista avaruutta sanotaan lokaalisti kompaktiksi, jos sen jokaisella pis-
teelld on mielivaltaisen pieniéd ympéristojd, joiden sulkeuma on kompakti. Esi-
merkiksi topologiset monistot ovat lokaalisti kompakteja.

Tarvitsemme seuraavaa lemmaa diskreetin ryhmén tapauksessa. Koska tulos
patee yleisemmin Lien ryhmille, esitimme sen seuraavasti:

Lemma 24.7. Olkoon 0: G x X — X Lien ryhmdn G toiminta lokaalisti kom-
paktissa Hausdorffin avaruudessa X . Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvia:

(1) Toiminta 6 on vahva.
(2) Kaikilla avaruuden X kompakteilla osajoukoilla K joukko

{9eGlgKNK #0}
on ryhmdn G kompakti osajoukko.
Todistus. Lisataan kirjallisuusviite... O

Maaritelma 24.8. Diskreetin ryhmén G toimintaa 0: G x X — X Hausdorffin
avaruudessa X sanotaan vahvasti epdjatkuvaksi, jos se on vahva toiminta.

Olkoon T'" Fuchsin ryhmé, joka toimii ylemmésséd puolitasossa H. Aiemmin
madrittelimme ryhmén I' toiminnan vahvasti epédjatkuvaksi, jos sille pétee, etta
joukko {g € T' | g(x) € K} on &érellinen kaikilla z € H ja kaikilla ylemmén puoli-
tason kompakteilla osajoukoilla K. Osoitamme, ettd Fuchsin ryhmén tapauksessa
tadmé madritelma on yhtéapitava tédssd luvussa esitetyn méaaritelméan kanssa:

Lemma 24.9. Olkoon I' Fuchsin ryhmd, joka toimii ylemmdssda puolitasossa H.
Tdlloin seuraavat ehdot ovat yhtdpitdvdt:

(1) Kaikilla x € H ja kaikilla kompakteilla ylemmdn puolitason osajoukoilla
K joukko {g € ' | g(x) € K} on ddrellinen.

(2) Kaikilla kompakteilla ylemmdn puolitason osajoukoilla K joukko {g € T |
gK N K # 0} on ddrellinen.
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Todistus. Oletetaan, ettd ensimméiinen ehto on voimassa. Olkoon K ylemmén
puolitason kompakti osajoukko. Osoitetaan, ettd joukko {g € ' | gK N K #
(0} on &direllinen. Tehdédédn vastaoletus ja oletetaan, ettd se on ddreton. Télloin
kaikilla luonnollisilla luvuilla 7 on olemassa g, € T ja z, € K, joille g,(z,) € K.
Siirtymalld tarvittaessa osajonoon voidaan olettaa, ettd g, # ¢, kun n # m.
Koska K on kompakti, voidaan olettaa (siirtymélla taas tarvittaessa osajonoihin),
etta

zn =z € K ja gu(z,) =y € K.

Télloin kolmioepéayhtalon perusteella

du(9n(2),y) < du(gn(2); gn(2n)) + du(gn(zn), y).

Koska metriikka dyg on I'-invariantti, on epayhtélon oikea puoli yhté kuin

du(z, 2n) + du(gn(2n), ),

miké puolestaan ldhestyy nollaa kun n kasvaa rajatta. Siis y € H on radan I'(z)
kasautumispiste. Paddyimme ristiriitaan, koska rata I'(z) on diskreetti. Siis jouk-
ko {geT | gKNK # 0} on &érellinen.

Oletetaan seuraavaksi, ettd jalkimméinen ehto on voimassa. Téallin Lemman
77?7 perusteella kuvaus

0:TxH—HxH, (g,2) — (g2, 2),

on vahva. Olkoon z € H ja olkoon K ylemmén puolitason kompakti osajoukko.
Koska joukko {z} x K on kompakti ja 6 on vahva kuvaus, on joukko

0 ({z} x K) ={(g,y) €T xH | g '(x) =y € K}
kompakti. Olkoon pr: I' x H — I' projektio. Koska pr on jatkuva, on
pr(07'({e} x K)) = {g e T'| g7'(z) € K}

kompakti ja siis dérellinen, koska I' on diskreetti. Télloin myos {g € T' | g(z) € K}
on #drellinen. OJ

Olkoon G topologinen ryhmaé, joka toimii Hausdorffin avaruudessa X. Olkoon
X/G avaruuden X ratojen Gz, r € X, joukko. Olkoon

p: X - X/G, v Gz,

Talloin p on surjektio. Kuvauksesta p kiytetdan nimitysta luonnollinen projektio.
Sen avulla méiritellaén topologia joukkoon X/G: Joukon X/G osajoukko U on
avoin, jos ja vain jos sen alkukuva p~!(U) on avoin avaruudessa X. Niin saatua
joukon X /G topologiaa sanotaan tekijitopologiaksi.

Harjoitustehtiva 24.10. Tarkista, etti joukon X/G tekijitopologia on topolo-
gia.

Joukosta X /G tekijatopologialla varustettuna kiytetdan nimitysta rata-avaruus.

Lemma 24.11. Kuvaus p: X — X/G on avoin.
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Todistus. Olkoon U avaruuden X avoin osajoukko. Koska jokainen g € G on
avaruuden X homeomorfismi, on joukko

cU =Jg)
geG
avaruuden X avoin osajoukko. Siis p~!(p(U)) = GU on avoin avaruudessa X,
joten tekijatopologian méiritelmén perusteella joukko p(U) on avoin avaruudessa
X/G. OJ

Voidaan osoittaa, etté jos G on kompakti, niin kuvaus p: X — X/G on suljettu.

Lemma 24.12. Olkoon G diskreetti ryhmd, joka toimii vahvasti epdjatkuvasti
Hausdorffin avaruudessa X . Talloin rata-avaruus X /G on Hausdorffin avaruus.

Todistus. Harjoitustehtava. O

Lause 24.13. Olkoon G diskreetti ryhmd, joka toimii vapaasti ja vahvasti epdjatku-
vasti topologisella monistolla X. Talldin rata-avaruus X/G on topologinen mo-
nisto.

Todistus. Lemman ?7? perusteella X/G on Hausdorffin avaruus. Olkoon p: X —
X /G luonnollinen projektio ja olkoon B = {B; | i € I} avaruuden X numeroituva
kanta. Télloin p(B) = {p(B;) | i € I} on rata-avaruuden X /G numeroituva
kanta. Koska ryhmén G toiminta on vahvasti epédjatkuva, pétee seuraava tulos,
jota emme todista: Jokaisella avaruuden X pisteelld x on sellainen ympéristo U,,
ettd (gU,) NU, = 0 kaikilla g € G\ {e}. Talléin rajoittuma p|U, — p(U,) on
homeomorfismi. O

Sileille eli C*°-monistoille on voimassa vastaava tulos:

Lause 24.14. Olkoon G diskreetti ryhmd, joka toimii siledsti, vapaasti ja vahvasti
epdjatkuvasti siledlld monistolla X . Talloin rata-avaruus X /G on siled monisto.

Todistus. Kuten Lauseen 77 todistus. O

Lauseen ?? oletus, ettd ryhmén toiminta on vapaa voidaan korvata oletuksella,
ettd toiminta on tehokas. Téll6in rata-avaruudessa on "terdvid karkid”, joten
se ei endéd ole siled monisto. Téllaisesta rata-avaruudesta kaytetdan englanniksi
nimitysta orbifold.

Jos Fuchsin ryhma T' toimii vapaasti ylemmaéssa puolitasossa, on rata-avaruus
H/T' 2-ulotteinen hyperbolinen monisto eli hyperbolinen pinta. Jos toiminta ei
ole vapaa, on se kuitenkin tehokas ja tallin rata-avaruus H/I" on 2-ulotteinen
hyperbolinen orbifold.

Esimerkki 24.15. Ryhmé Z & Z toimii avaruudessa R x R seuraavasti:
(ZaZ) x (RxR)—= (RxR), (n,m),(z,y)) — (z+n,y+m).
Rata-avaruus on torus
T°=S'xS'=R xR)/(Z® Z).

Ryhmé Z & Z on Abelin ryhmé, mutta ei syklinen ryhmé, joten se ei ole Fuchsin
ryhmé. Siis torus ei ole hyperbolinen pinta.
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