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1 Homotopiateorian peruskasitteet

1.1 Homotopia

[Viisila, Topologia I1, Limes ry, 2005, s. 150-180].
Jatkossa viittaamme taman kirjan lauseisiin V: xx.yy.

1.2 Perusryhma: sovelluksia ja esimerkkeja

Seuraavalle n.s. algebran peruslauseelle on olemassa lukuisia todistuksia, joista
eras saadaan homotopiateorian perustulosten avulla. Tarvitsemme ensin yh-
den lemman.

Lemma 1.1 Olkoonn € Z, n > 1. Talloin funktio

n

p: St = 5, p(z) = 2",
ei ole nollahomotooppinen.

Todistus. Antiteesi: ¢ ~ c. Koska S! on polkuyhteniinen, voidaan olettaa,
ettd ¢ ~ ¢, missd ¢; on vakiofunktio ¢;(z) = 1. Harjoitustehtdvan V:
21:16 nojalla on olemassa homotopia H:p =~ ¢y rel 1. Tarkastellaan sitten
silmukkaa
vl — St oy(s) = ¥,
2mnis

Nyt ¢ oy on silmukka s — e ja

yxid
—

Ix1T Stx 1 gt

on polkuhomotopia ¢ oy ~ ¢; (tarkistal), mika on ristiriita Lauseen V: 25.2
kanssa. [
Teoreema 1.2 (Algebran peruslause) Jokaisella kompleksilukukertoimisella
polynomilla, joka ei ole vakio, on juury C:ssd. Siis: jos

P(z)=ag+arz+ ..+ ap_12" " 4 2",

n >0, ag,a,...,an—1 € C, nitn on olemassa zy € C siten, etti P(z)) = 0.



Todistus. Antiteesi: P:lla ei ole juurta; talloin P maarittelee jatkuvan funk-
tion

f:C— C\ {0}.
Merkitdan p = |ao| + |ai1| + ... + |a,_1] +1 € R ja olkoon z € S1. Nyt

|f(pz) — u"2" = |ag + a1pz + ... + @™ 2" 4 2" — 2"

< ao| + plar] + oo+ p" a1 | < "7 H(|ao| + Jar] + oo+ |an-1])
<= |utE.

Epayhtaloketjun 3. valivaiheessa kaytettiin tietoa p > 1, 4. valivaiheessa

luvun g maaritelmad ja viimeisessa sitd ettd z € St.

Siis jokaisella z € S* pétee: pisteestd f(uz) pisteeseen p"z™ piirretty jana ei

sisalla origoa, joten voidaan maaritella homotopia

H:S'xI—C\{0}

kaavalla H(z,t) = (1 —t)f(puz) + tp"z". Arvolla t = 0 saadaan funktio
z + f(uz) ja arvolla t = 1 funktio g: z — p™z".
Funktio z — f(pz) on nollahomotooppinen:

(2,1) = F((1 - t)z) € C\ {0},

Siis myos g: ST — C\ {0} on nollahomotooppinen. Yhdistetdan g retraktioon
r:C\ {0} = S, 2+ 2/|z|, ja saadaan r o g: ST — S*:

Iunzn ann o
Z n-n - n|sn - n = 2"
2 B T EAl B EA

Edella 1. valivaiheessa kaytettiin tietoa, etta p on positiivinen reaaliluku ja
viimeisessi vilivaiheessa sitd, ettd z € S'. Koska funktio g on nollahomo-
tooppinen, niin myos r o g on nollahomotooppinen, mika on ristiriita y.o.
lemman nojalla. [

Seuraavaksi tutkimme pallojen S™ yhdesti yhtenaisyytta.
Lause 1.3 Pallot S™, n > 1, ovat polkuyhtendisid.
Todistus. [Vaiséla: Topologia 1], Lause 14.28.5. [

Ympyra S! ei ole yhdesti yhtenainen (V: 24.12.2). Osoitamme seuraavaksi,
etta pallot S™, n > 2, ovat yhdesti yhtenaisia. Ensin yleisempi tulos:
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Lause 1.4 (Seifert-van Kampen) Olkoon X = X1 U Xy, missd X1, Xo C X
ovat avoimia ja yhdesti yhtendaisia ja X1 N Xo on polkuyhtendinen. Olkoon
kantapiste xo € X1 N Xo. Tdlloin X on yhdesti yhtendinen.

Todistus. Y.o. oletuksilla avaruus X on polkuyhtenéinen.

Olkoon a € Q(X, 7). Nyt {a 1(X;),a (X3)} on vilin I avoin peite, joten
silla on Lebesguen luku A > 0 siten, etta jokainen I:n osavali J, jonka pituus
on < \, sisaltyy jompaankumpaan joukoista a~!(X1), a=}(Xy).

Valitaan nyt n € N siten, etta % < A ja tarkastellaan I:n jakoa

1 2 n—1
I<—<—-<---<

< 1.

3
3

n

Télloin jokaisella k pétee: a1 £] C X tai X,. Jittdmalla tarvittaessa

pois jakopisteitd saadaan jako 0 < tg < t; < ... < t,, = 1 siten, ettd alt;_1, ;]
ja aft;, t;1] siséltyvat aina eri joukkoihin X, Xo. Talloin a(t;) € X5 N X,
jokaisella 7.
Jokaisella 0 < ¢ < m valitaan polku (;: I — X N Xy pisteesta xy pisteeseen
a(t;). Merkitdén a;: I — X polkua o[t;—1, t;] yksikkovélille parametrisoituna.
Télloin

a0~ Qg ~ (a1 B7)(BrazfBs ) - (Bn-10im)-
Jokainen osasilmukka viimeisessa lausekkeessa on ~ ¢,,, koska ne ovat X;:n
tai Xy silmukoita ja Xp, X, ovat yhdesti yhtenaisia. Siis a ~ €, ja
(X, z9) = 0. Seurauksen V:23.7 nojalla X on yhdesti yhtendinen. [

Huomautus 1.5 Yieinen Seifertin-van Kampenin lause kertoo, miten ryhma
(X, zo) lasketaan ryhmien w(X1, xo), 7(Xa, o) ja m(X1NXa, x0) avulla, kun
X1, Xy C X ovat avoimia ja polkuyhtendaisia ja X7 N X on polkuyhtendinen.
Pallon S™ késittelyyn kaytamme kahta standardikuvausta: Ensiksi
7 (B™, 8™ — (8™, eny1),
joka on maaritelty kaavalla
m(y) = (21— |yPy.2ly]” - 1) e R* x R=R""",

missa €,41 = (0,...,0,1) € R*"™. Se toteuttaa |7(y)] = 1 ja 7 '(epy1) =
St



Rajoittuma avoimelle kuulalle on homeomorfismi
B" — S"\ {eni1}

kéénteiskuvauksenaan p: S™ \ {e,+1} — B",
(1) = —=—

Z, = T

g V20 —1)

missa (z,t) € R" x R. )
Kuvaus 7 indusoi siis jatkuvan bijektion 7: B"/S"! — S™ (kanoninen ha-
jotelma)

Bn/Sn—l

Koska B™ on kompakti ja S™ Hausdorff, niin 7 on samastuskuvaus (V: 15.16),
joten Lauseen V: 9.10 nojalla 7 on homeomorfismi.
Toinen standardikuvaus on homeomorfismi

m:B" - R", 7'(y) = Y
1 — [yl
kaanteiskuvauksenaan
z
"R" — B", pl(z) = ——.

Yhdistamalla homeomorfismit (7|)~! ja 7’ saadaan homeomorfismi

S"\ {eni1} — B" = R".

Lause 1.6 Pallo S™ on yhdesti yhtendinen, kun n > 2.
Todistus. S™ = U; U Uy, missda Uy = S\ {e 1} ja Uy = S™\ {—eni1}

ovat avoimia ja U; =~ U; = R" kuten edelld. Lauseen 1.3 nojalla S™ on
polkuyhtenainen. Koska R™ on yhdesti yhtenainen, ovat U; ja U, yhdesti
yhtenéisia ja lisdksi leikkaus Uy N Uy &~ S™! x (—1,1) on polkuyhteniinen,
kun n > 2 (HT). Lauseen 1.4 nojalla 7(S™ z9) = 0 kaikilla 2o € S™\
{€ns1, —€ni1}, joten Seurauksen V:23.7 nojalla S™ on yhdesti yhtendinen.
O



Esimerkki 1.7 Torus T" = (S')", n > 2.
Koska m(S') 2 (Z, +), saadaan suoraan harjoitustehtavasta V: 23:4, etta
T(T?) =n(S' xSHY =2 Z a7,

misséd laskutoimituksen antaa kaava (m,n) + (m/,n’) = (m +m/,n +n’).
Induktiolla .
(T = P
i=1

Tassé siis perusryhméa on Abelin ryhma. Vertaa tata Esimerkin V: 25.5
tilanteeseen, jossa perusryhma ei ole Abelin ryhméa. FEsimerkin V: 25.5
avaruuden perusryhma on n.s. kahden alkion virittama vapaa ryhma, kun
taas toruksen 72 perusryhmé on n.s. kahden alkion virittima vapaa Abelin
ryhma.

Esimerkki 1.8 Projektiivinen avaruus P™, n > 1.

Kts. Esimerkki V: 9.5: n-pallolla S™ maaritellaan ekvivalenssirelaatio, jonka
luokat ovat kaksiot {z,—z}, = € S™. Tekijaavaruus P* = S"/R on n-
ulotteinen projektiivinen avaruus. Merkitadn projektiota p: S™ — P™, joka
on peitekuvaus (HT).

Huom. Arvollan =1 on P! ~ St

Olkoon nyt n > 2 ja yy € P™.

Koska S™ on yhdesti yhtendinen (Lause 1.6), antaa Lause V: 24.9 bijektion
(P, y0) — p~{%o}, joka on kahden alkion joukko. Koska jokainen kahden
alkion ryhmé on = (Zsy, +), on siis

w(P",yo) = (Zs,+), kunn > 2.

Siis avaruudessa P" on silmukka «, jolle oo ¢ €, mutta aa ~ € (yllattavaa?).
Havainnollistus: Olkoon v polku pisteestd x, pisteeseen —xy ja ' polku
pisteestd —z pisteeseen xy kuten kuvassa 1. Merkitdan yo = p(xg) = p(—xo).
Madritelladn o = p o . Koska p(zg) = p(—x¢), on « silmukka avaruudessa
P2,

Koska v on ca:n nosto ja €, on €, nosto ja y(1) # €,,(1), on Lauseen V:
24.7 nojalla o = €.

Nyt poy=pory/, joten po(yy') = (poy)(poy) = aa. Toisaalta vy ~ €,
joten aa ~ €.



2 Peiteavaruuksien luokittelu

Tarkastelemme mm. seuraavaa kysymysta: Olkoon Y topologinen avaruus.
Onko mahdollista ”luokitella” kaikki peitekuvaukset, joissa Y on maaliava-
ruutena, eli kanta-avaruutena?

Esimerkiksi tapauksessa Y = S! aiemmin ovat olleet esilld peitekuvaukset
R — SY t s 2™ sekd ST — St 2+ 2", n = 1,2,... Kysymys: Onko
olemassa oleellisesti erilaisia peitekuvauksia kanta-avaruutena S*?

Ensiksi on méaariteltava, milloin kaksi peiteavaruutta ovat oleellisesti samat
eli isomorfiset.

Maaritelma 2.1 Olkoot (X1,p1), (X2, pa) peiteavaruuksia samalle kanta-
avaruudelle Y . Jatkuvaa kuvausta h: X1 — X sanotaan peiteavaruuksien
(X1,p1) ja (Xa, po) viliseksi (homo)morfismiksi, jos ps o h = py:

h X,
Y

Peiteavaruuksien vdlista homomorfismia, joka on myos homeomorfismi, san-
otaan isomorfismiksi, ja k.o. peiteavaruuksia keskenddan isomorfisiksi.

X4

Esimerkki 2.2 1.
s ! st

N
Sl

missi py(z) = 2%, pa(2) = 23 ja f(2) = 2%. Kuvaus f on peiteavaruuksien

valinen homomorfismi, mutta et isomorfismi.

2
A A
N e
Sl

missi A = {(cost,sint,t) | t € R} C R3, p(t) = ™ = (cost,sint), f on
homeomorfismi t — (cost,sint,t) ja py on projektion R® — R? (z,y,2) —
(x,y), rajoittuma. Tdssd f on siis isomorfismi.

R
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Tarvitsemme jatkossa seuraavia algebran kasitteita:
Olkoon G ryhmé, H < G (H on G:m aliryhmé) ja ¢ € G. Télléin G
osajoukko

g 'Hg={g 'hg|h e H}
on my6s G:n aliryhmé (HT).
Jos G on Abelin ryhmaé, on aina ¢ ' Hg = H; tima ei pade yleisesti. Aliryhmia
g 'Hg, g € G, sanotaan H:n konjugaateiksi ja niiden muodostamaa joukkoa
H:n konjugaatioluokaksi

[H]={g 'Hg|g € G}.

Huom. Koska e 'He = H (missa e on ryhméan G neutraalialkio), niin H €
[H].

Lause 2.3 Olkoon p: X — Y peitekuvaus. Oletetaan, ettc X on polku-
yhtendinen (jolloin myds'Y on). Olkoon yo € Y. Tdlldin ryhmdt p.m(X, ),
missa x kay lipi joukon p~(yo), muodostavat konjugaatioluokan ryhmdissd
(Y. o).

Todistus. On osoitettava kaksi asiaa:
1. Jos w1, 29 € p~(yo), niin aliryhméit p.m(X, z;1) ja p.m(X, 23) ovat konju-
goituja ryhméssa 7(Y, o), t.s. ettd on olemassa alkio g € 7(Y, 1), jolle

p*W(X, '732) = g_l(p*’/T(X, .’131))9.

2. Jos H < 7(Y,y0) on konjugoitu aliryhmén p,7(X,z;) kanssa, niin on
olemassa x5 € p~!(yo), jolle

H = p.(X, ).

Viitteen 1 todistus: Olkoot x1,25 € p~'(y), ja valitaan polku p: I —
X, p(0) =z, p(1) = x5. Lauseen V: 23.6 nojalla

py: (X, 1) = 7(X, 2)
a— pTap

on isomorfismi; erityisesti 7(X, x2) = pym(X, 1), joten p, (X, x2) = ppym(X, 21).
Nyt kuitenkin, jos @ € m(X, z1), on

p«py(@) =pop= -poa-pop.
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Koska p(z1) = p(z2) = yo, niin y.o. kaavassa esiintyvit kolme homotopia-
luokkaa ovat perusryhmén 7 (Y, o) alkioita. Siis saadaan, etté

(X, 22) = pupym(X, 21) = po p* (pum(X, 21))p O p,

eli konjugoivaksi alkioksi g voidaan valita pop € (Y, yo).
Viitteen 2 todistus: Olkoon H < G ja p € (Y, yo) alkio, jolle

H = ﬁ_lp*ﬂ-(X7 xl)ﬁ

Merkitdén symbolilla p polun p nostoa, jolle p(0) = z;. Merkitaan liséksi
zy = p(1) € p~'(yo). Kuten todistuksen kohdassa 1 saadaan

et (X, x2) = po p=(pum(X, x1))po p

= p=(pm(X,21))p = H.
Todistuksen kohdan 1 polkua p vastaa téssa p. Siis p.m(X,29) = H. O

Maaritelma 2.4 Aliryhmien konjugaatioluokkaa

{p.m(X,z) [z €p ()}

kuten edelli sanotaan peiteavaruuden (X,p) méadraamaksi konjugaatioluo-
kaksi.

Lause 2.5 Olkoot (X1,p1), (Xo,po) peiteavaruuksia avaruudelle Y ; X1, Xo
yhtendisid ja lokaalisti polkuyhtendisid. Tallin (X1, p1) ja (Xa,pa) ovat iso-
morfisia jos ja vain jos jokaiselle kahdelle pisteelle x1 € X1, o € Xy siten,
etti pi(x1) = p2(w2) € Y pdtee: aliryhmdt (p1).m(X1,21) ja (p2).m(Xa, 22)
ovat konjugoituja ryhmdssa w(Y, p1(x1)).

Ennen taman paatuloksen todistamista kaymme lapi muutamia aputuloksia.
Palautetaan mieleen, etta avaruus X on lokaalisti polkuyhtendainen, jos jokai-
sella z € X ja jokaisella z:n ymparistolla U on olemassa z:n polkuyhtenainen
ympaéristo V C U.

Lause 2.6 Avaruus X on lokaalisti polkuyhtendinen jos ja vain jos X:mn
jokaisen avoimen osajoukon jokainen polkukomponentti on avoin.

Todistus. HT. O



Lause 2.7 Olkoon (X,p) peiteavaruus avaruudelle Y ja Z avaruus. Jos
f,9: Z — X ovat jatkuvia funktioita joille po f = p o g, niin joukko

A={ze€Z|f(2) =g(2)}

on avoin ja suljettu Z:ssa (tissd lauseessa ei tarvita oletuksia polkuyhtendi-
syydesta tai lokaalista polkuyhtendisyydesta).

Todistus. 1. A on avoin: Olkoon z € A. Valitaan pisteelle pf(z) € Y
peiteympéristo V, p~'V = U,c,U; kuten méaritelmassia. Olkoon Uj, se
joukoista Uj, joka siséltdd pisteen f(x). Nyt U;, € X on avoin, joten
U, g7 'U;, C Z ovat avoimia. Koska f(z) € U, ja f(z) = g(z), on
z € f1U;,, N g 'Uj,, joka on avoin Z:ssa. Siis riittaa osoittaa, etta

f_lUjO N g_lUjO C A.

Olkoon t € f~'U;, N g7 'U;,. Nyt f(t) € U,, ja g(t) € Uj, ja lisdksi pf(t) =
pg(t). Koska p|:U;; — V on bijektio, on vélttamattd f(t) = g(¢). Siis t € A.
2. A on suljettu (huom. jos oletettaisiin, ettd X on Hausdorff, tdmé olisi
selvi): Antiteesi: A ei ole suljettu, jolloin on olemassa alkio z € A\ A. Tlléin
siis f(z) # g(z). Olkoon V pisteen pf(z) = pg(z) € Y peiteympéristo,
p 'V = U, U;. Koska f(z) # g(z), ne kuuluvat eri joukkoihin Uj, olkoon
f(z) € Uy, g(z) € Uj,, j1 # ja. Nyt z € f71U; Ng™'U;, @ Z, joten on
olemassa t € AN f~1U;, N g 'U;,. Mutta nyt f(¢t) = g(t) (koska t € A),
f(t) e Uy, g(t) € Uj, jaU; NU;, =0, miké on ristiriita. O

Korollaari 2.8 Olkoon (X, p) peiteavaruus avaruudelle Y ja Z yhtendinen
avaruus. Olkoot f,qg:Z — X jatkuvia funktioita, joille po f = pog. Jos
f(2) = g(2) jollakin z € Z, niin f = g.

Todistus. Joukko {z € Z | f(z) = g(2)} on edellisen lauseen nojalla avoin ja
suljettu, joten se on valttaméatta () tai Z (koska Z on yhteniinen). Oletuksen
nojalla se ei ole tyhja, mista vaite seuraa. [J

Aiemmin olemme todistaneet polun- ja homotopiannostoon liittyvia tuloksia.
Seuraavaksi tarkastelemme yleisempéaa tilannetta:

(X, ZL'())

P
(Z,20) == (Y, 0)
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missa p on peitekuvaus.
Aina téllaista nostoa ei ole olemassa, esimerkiksi

R

g
1 1
S id S5
missd p on funktio ¢ — 2™,
Eras valttamaton ehto noston olemassaololle saadaan tarkastelemalla perus-

ryhmié: Oletetaan, etté y.o. kaaviossa nosto f on olemassa. Tillin saadaan

(X, x0)

S

(Z, zp) T)W(Ya Y0)-

Jos @ € fun(Z, ), niin & € p,(fum(Z, 20)) C pum(X, x0), joten
f*ﬂ-(Za ZU) - p*ﬂ-(Xa :EO)‘
Osoittautuu, etta tama ehto on myos riittava.

Lause 2.9 Olkoon p: (X, xz0) — (Y,yo) peitekuvaus, Z yhtendinen ja lokaa-
listi polkuyhtendinen (jolloin Z on myds polkuyhtendinen) ja zy € Z. Ku-
vauksella f:(Z,z) — (Y,y0) on olemassa nosto f:(Z,z) — (X,x0) jos ja
vain jos fom(Z, z0) C pam(X, x0).

Todistus. ”=" edella.

7<«<" Lauseen V:13.27 nojalla Z on polkuyhtenéinen.

Seuraava tarkastelu osoittaa, ettd on vain yksi tapa maaritella funktio f :
Oletetaan, etta funktio f on olemassa. Olkoon z € Z. Koska Z on polkuyh-
tenéinen, on olemassa polku a: I — Z, «(0) = 25, a(l) = 2. Nyt foa on
polku Y:ssi, foa on polku X:ssé, foa on polun foa nosto ja f(z) = (foa)(l)
on polun f o o paatepiste.

Maaritellaan f kayttden edelld esitettya ideaa: Olkoon z € Z. Valitaan
polku a,: I — Z, «,(0) = zp, a,(1) = z. Télléin f o o, on polku Y:ssé,
foa,(0) =y Lauseen V:24.5 nojalla polulla foa, on yksikésitteinen nosto
g: I — X jolle g(0) = xg. Siispog = foa,.
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Maéritellaan nyt ~f(z) = g(1) € X. Merkitédén g = (fa,)".
Osoitetaan, etta f on hyvin maaritelty ja jatkuva.

1) Jos B on toinen polku pisteestd zy pisteeseen z, niin a8 on zg-kantainen
silmukka. Siis a8 € m(Z, zy), ja oletuksen nojalla

fo(aB<) € pum(X, o).

Siis on olemassa 7 € 7(X, z) siten, ettd p.(7) = f.(af<) = (foa)(f o 5),
misté seuraa, etta poy ~ (foa)(fop) Y:ssd. Olkoon H vastaava homotopia
ja

H:pory ~ (foa)(fope)

H:n nosto, jolle H(0,0) = z,. Huomataan, etti po~y = v ja merkitiin
(foa)(fopBm)=1"

Siis poy' = (foa)(fopT). Madritellddn o’: 1 — X kaavalla o/(t) =
Y(t/2), t € T ja B:1 — X kaavalla §'(t) = ~'(1 — (¢/2)), t € I. Nyt
(pod/)(t) = p(v'(t/2)) = (foa)(t) ja (poB')(t) = poy'(1—(t/2)) = (foB)(D).
Koska o/(0) = '(0) = xg, o/ ja §’ ovat polkujen foa ja fo [ yksikésitteiset
pisteesta xy alkavat nostot. Siis

foa(l)=a/(1)=~(1/2) ja fop(1)=g(1)=~(1/2).

Siis nostot padttyviit samaan pisteeseen v/(1/2), joten f:n méadritelmi ei riipu
polun valinnasta.

2) Jatkuvuus: Olkoon z € Z ja V C X pisteen f(z) ympaéristé. On siis
16ydettivé pisteen z ympéristo U siten, etti f(U) C V. Valitaan f(z)m
ympéristé W C V, jonka p kuvaa homeomorfisesti pisteen pf (z) = f(2)
ymparistolle p(W) (p immersio). Koska f on jatkuva ja Z lokaalisti polku-
yhtenainen, on olemassa z:n polkuyhtenainen ymparisto U C Z siten etta
f(U) c p(W). Osoitetaan, etté f(U) C V:

Olkoon 2’ € U. Valitaan U:n polku [ pisteesta z pisteeseen z’. Jos «, on
polku zg:sta pisteeseen z, on a8 polku zg:sta pisteeseen 2/, ja f(«, ) polku
pisteesté yo pisteeseen f(2') € f(U). Koska p|W: W — pW on homeomor-
fismi, on fU:m polulla f3 nosto (p|W)~1fB W:n poluksi, ja

(W)~ fB(0) = (pW) 1 f(2) = [(2) = (fe) (1),

joten (fa.,)'((p|W)~1fB) on polun f(a,B) nosto avaruuteen X, jonka lop-
pupiste

fhewcv. O
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Edellinen lause on hyva esimerkki tilanteesta, jossa puhtaasti topologinen
kysymys (noston olemassaolo) on ekvivalentti algebrallisen kysymyksen kanssa.

Esimerkki 2.10
R

/|

1 1

Tassa

id,(7(S' 1)) = 7(S*, 1) ¢ p.(n(R,0)) = 0.

Huomautus 2.11 Ehto f.n(Z,2y) C p.m(X,z0) on aina voimassa, jos Z
on yhdesti yhtenainen, t.s. nosto on aina olemassa.

Palaamme nyt tutkimaan peiteavaruuksien homomorfismeja ja isomorfismeja.

Huomautus 2.12 1) Kahden homomorfismin yhdiste on homomorfismi:

hi ha
X1 —_— X2 e X3

N2

Nyt pso(hgohy) = (p3ohg)ohy = paohy = py, joten hoohy on homomorfismi,
jos hy ja ho ovat.

2)
X

id X
Y

Identtinen funktio on aina isomorfismi.

Isomorfismia peiteavaruudelta itselleen sanotaan automorfismiksi tai peite-
transformaatioksi (covering transformation, Deckbewegung):

X h X,

~
~

EN

Y
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Automorfismit muodostavat ryhmén kuvausten yhdistadmisen suhteen, merkitdan
tatd ryhméad A(X, p).
Seuraavien lauseiden todistukset seuraavat helposti aiemmin todistetusta:

Lause 2.13 Olkoot (X1, p1) ja (Xa, p2) peiteavaruuksia avaruudelle Y ja x1 €
X1, my € Xy pisteitd siten, ettd p1(x1) = pa(x2) € Y. Oletetaan, ettd
X1 on yhtenainen ja lokaalisti polkuyhtendinen. Tdlloin on olemassa ho-
momorfismi f:(X1,p1) — (Xo,pe2) siten, ettd f(x1) = xo jos ja vain jos
(p1)«m (X1, 1) C (p2)sm(Xz, 22).

Lause 2.14 Olkoot (X1, p1) ja (Xa, p2) peiteavaruuksia avaruudelle Y ja z1 €
X1, my € X pisteitd siten, ettd p1(x1) = pa(x2) € Y. Oletetaan, ettd
X1 ja X5 ovat yhtendisia ja lokaalisti polkuyhtendisia. Tdalloin on olemassa
isomorfismi f:(X1,p1) — (Xa,pe) siten, etti f(xr1) = zo jos ja vain jos
(p1)«7 (X1, 21) = (p2)s7(X2, 2).

Myos Lause 2.5 seuraa edella esitetysta:

Todistus. 7=" Merkitdan H; = (p1).7(X1,21) ja Hy = (p2).m(Xa,x2).
Oletetaan siis, etta lauseen mukainen isomorfismi f on olemassa ja osoite-
taan, ettd H; ja Hy ovat konjugoituja ryhméssé w(Y,y). Merkitdan lisdksi
vy = f(x1). Huom.: x5, 2% € py'(y), koska pa(zh) = pof(z1) = pi(x1) = v.
Merkitaan H) = (ps).m(Xa, x5). Lauseen 2.14 nojalla on Hy = H). Lauseen
2.3 nojalla Hy ja H) ovat konjugoituja. Siis H; ja Hs ovat konjugoituja.

"<” Valitaan y € Y ja 21 € Xy, 29 € Xj siten, ettd pi(z1) = pa(z2) = v.
Merkitaan H;, Hy kuten ylla. Oletuksen nojalla H; ja Hs ovat konjugoituja ja
Lauseen 2.3 nojalla on olemassa x4 € p,*(y) siten, etti (pg).m(Xo, 75) = H.
Nyt Lauseen 2.14 nojalla on olemassa isomorfismi f:(Xq,p1) — (X2,p2)
siten, ettd f(z1) = af. O

Lause 2.15 Olkoot (X1,p1), (Xa,p2) peiteavaruuksia avaruudelle Y; Xi,
Xy, Y yhtendisia ja lokaalisti polkuyhtendisia. Jos f:(X1,p1) — (X2,p2)
on homomorfismi, niin f on peitekuvaus.

Todistus. HT O

Lauseesta 2.5 seuraa mm., ettd jokainen peiteavaruus ympyralle S* on iso-
morfinen jonkin esimerkeissamme esiintyneen peiteavaruuden kanssa; yksi-
tyiskohdat HT.

14



Huomautus 2.16 Olkoon (X,p) peiteavaruus avaruudelle Y, missdé X on
yhdesti yhtendinen ja lokaalisti polkuyhtendinen. Jos (X', p’) on toinen peite-
avaruus avaruvudelle Y, nitn Lauseen 2.13 nojalla on olemassa homomorfismi
(X, p) = (X",p), ja Lauseen 2.15 nojalla f on peitekuvaus.

Siis X on peiteavaruus mille tahansa Y :n peiteavaruudelle. Tastd syysta
yhdesti yhtendista peiteavaruutta sanotaan universaalipeiteavaruudeksi. Lau-
seen 2.5 nojalla kaksi Y :n universaalipeiteavaruutta ovat keskendaan isomor-

fiset.

Taman luvun lopuksi tarkastellaan kysymysta: Minkalaisella topologisella
avaruudella on olemassa universaalipeiteavaruus?

Olkoon (f( ,p) yhtendisen ja lokaalisti polkuyhtendisen avaruuden X univer-
saalipeiteavaruus. Valitaan lisiksi x € X, 7 € p~!(z), U x:n peiteympéaristo
ja V se joukon p~tU komponentti, joka sisiltida pisteen Z. Merkitaan inkluu-
sioita i: U — X ja j: V < X.

Saadaan kommutoiva kaavio

)

DPx

<;><2

(PV)*l

(U, z) —> (X, z)
Koska p|V on homeomorfismi V' — U, on (p|V), isomorfismi. Oletuksen no-
jalla (X, Z) = 0. Siis p. o j. on nollakuvaus, joten i, o (p|V'), on nollakuvaus,
koska kaavio kommutoi. Koska (p|V'). on isomorfismi, on siis i, nollakuvaus.
Siis: jokaisella x € X on ympéristd U siten, ettd homomorfismi 7(U, x) —

m(X,z) on nollakuvaus, eli: jokaisella z € X on ympéristd U siten, ettd
jokainen silmukka U:ssa on nollahomotooppinen X:ssa.

Maaritelma 2.17 Topologinen avaruus on semilokaalisti yhdesti yhtenainen,
jos jokaisella x € X on ympdristé U siten, ettd homomorfismi n(U,x) —
(X, z) on nollakuvaus.

Esimerkki 2.18 Tason osajoukko

X =JS((1/n,0),1/n)

neN

ei ole semilokaalisti yhdesti yhtendinen.
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Avaruuden X kartiolle ¢(X) sen sijaan patee: Pisteelld ((0,0),0) € ¢(X)
on ymparisto, joka ei sisdlla yhtddn yhdesti yhtendista ympdristoa (t.s. ¢(X)
ei ole lokaalisti yhdesti yhtendinen). Kuitenkin jokainen silmukka voidaan
kutistaa ¢(X):ssd.

Lause 2.19 Olkoon X topologinen avaruus, joka on yhtendinen, lokaalist:
polkuyhtendinen ja semilokaalisti yhdesti yhtendinen. Tdalloin X :lld on uni-
versaalipeiteavaruus.

Yieisemmin: Jos [H]| on mikd tahansa ryhmdn 7(X, x) aliryhmien konjugaa-
tioluokka, niin on olemassa X :n peiteavaruus (X, p), jolle p,m(X,%) € [H].
Itse asiassa jokainen peiteavaruus voidaan konstruoida universaalipeiteava-

ruudesta tekijaavaruutena.

Todistus. Massey: Algebraic topology, s. 173-177. [

3 Ryhmien vapaa tulo ja Seifertin-van Kam-
penin lause

Esimerkki 3.1 Avaruus S' Vv S, kts. Kuva 2a.

Silmukoita joukossa S* VvV S ovat esim. o, [7L, a7'B, B 2aB3a”! jne.
Esimerkki kompositiosta: (a?fa=)(af™a3) ~ ... ~ 5. Voidaan osoit-
taa, etti jokainen silmukka avaruudessa S* Vv S' on homotooppinen muo-
toa o Bhak2plz ok Bk olevan silmukan kanssa, missd ki, l; € Z,n € N.
Lisdksi kaksi tatd muotoa olevaa silmukkaa ovat homotooppiset jos ja vain

jos eksponentit ovat tismdlleen samat (oletetaan eksponentit 0 poistetuiksi).

Maaritelma 3.2 Olkoot G1, Gy ryhmid (oletetaan GiNGy = 0). Madritelladn
ryhmien vapaa tulo G1 * Gy:

Ryhman alkiot ovat muotoa x s - - - x9,, missi v1 € G1,x9 € Ga,...,To, €
Go, mikddin x; ei ole neutraalialkio (paitsi mahdollisesti x1,xs,), ja n € N.
Alkioiden tulo muodostetaan seuraavasti:

o kirjoitetaan (xy -+ Ton)(Y1 - Yon) = 1+ Top¥1 * - Yon

e poistetaan neutraalialkiot (paitsi pdistd); yhdistetddan perdkkaiset alkiot,
jos ne kuuluvat samaan ryhmaan

o aarellisen monen askeleen jalkeen saadaan y.o muotoa oleva lauseke.
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Esimerkki 3.3 7(S'V S') 2 Z « Z (todistus mychemmin,).
Olkoon nyt X = X; U X5 ja xg € X7 N X,. Kaavio

XlﬂX2L>X1

'

Xo X

J2

indusoi kaavion

7T(X1 N XQ,:L‘O)(L 7T(X1,I0)

(iz)*l (jl)*l
(X, xo) ——— (X, x9).

(72)«

Lemma 3.4 Oletetaan, etta X = X1 U X27 Xl,XQ @X, Xl,XQ,Xl N X2
ovat polkuyhtendisia. Tdlloin aliryhmat (j1)«(m(X1,x0)) ja (jo)«(m(X2, z0))
virittavat ryhmdan w(X, xo) ja inkluusioiden indusoima homomorfismi

o: (X1, o) * m(Xo, x0) = (X, x0)

Q1Qg) - Qan > (1)« (Q1) - (J2)«(@2) - - - (J2)«(C2n)

on surjektio. Vasemmanpuoleinen merkinta q,as - - - s, tarkoittaa vapaan
tulon alkiota, oikeanpuoleinen taas on tulo ryhmdssd w(X, xo).

Todistus. Kuten Lauseen 1.4 todistuksessa, mielivaltainen silmukka «a: I —
X voidaan esittaa muodossa

(Oflﬁl_})(ﬁloﬂﬁz_}) Tt (ﬁm—l@m)a

jossa joka toinen sulkulausekkeista on polku avaruudessa X; ja joka toinen
on polku avaruudessa Xo, eli & voidaan esittdd ryhmén 7(Xy, zg) * m(Xa, o)
alkion muodossa. [J

Jos siis saamme laskettua aliryhmén Ker(y), niin

(X, x0) = Im(p) = 7(Xy, 20) * (X, x9) /Ker(p).
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Maaritelma 3.5 Olkoon G ryhma ja S C G. Joukon S wvirittamd G:n nor-
maali aliryhma on
N= (] K

K<G,KDS

kaikkien joukon S sisdaltavien G:n normaalien aliryhmien leikkaus. Joukko
N on G:n normaali aliryhméa (HT).

Seuraavan teoreeman todistus on pitka, sivuutamme sen tassa. Kts. esim.
[Massey, s. 113-122].

Teoreema 3.6 (Seifert-van Kampen; 1930-1.)
Oletetaan, etta X = X1 U Xy, X1, Xy @ X, X1, Xo, X4 N Xy ovat polkuyh-
tendisia, ja vo € X1 N Xy, Talloin

ﬂ-(Xv ':UO) = 7T(X1’ ZL‘()) * 7T<X27 ZL’Q)/N,

missi N on joukon S = {(i1).() - (i2)«(a) ™' | @ € 7(X1 N Xy, xo) } virittdmd
normaali aliryhma. U

Huomautus 3.7 Inkluusio "N C Ker(y)” on selvd.

Korollaari 3.8 Olkoot X, X1, Xo, xg kuten ylld.

a) Jos Xy on yhdesti yhtendinen, niin (j1). (X1, 20) — 7(X,z0) on sur-
jektio ja Ker(ji).« on aliryhmdn (i1).(m(X1 N Xy), o) virittamd normaali
aliryhmd.

b) Jos X1 N Xy on yhdesti yhtendinen, niin funktio

(X1, o) * (X2, z9) — w(X, 20)

Q- Qg (1)< () - (J2)w (@) - <+ (J2)« (Q2im)

on isomorfismi.
c) Jos Xy ja X1 N Xy ovat yhdesti yhtendisid, niin

(j1)w: (X1, 0) = m(X, 7o)

on isomorfismi. [
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Esimerkki 3.9 Olkoon X = S*V S, merkitaan S{V Sy, kts. kuva 2b. Olkoot

1 = STV (SIN{-1}) @ X ja Xy = (ST \ {-1}) Vv S; @ X. Nyt in-
kluusio ki: St — X, on homotopiackvivalenssi, joten (ki). on isomorfismi.
Samoin (k2). on isomorfismi. Nyt X; N Xy on kutistuva, joten se on yhdesti
yhtendinen. Siis edellisen korollaarin b)-kohdan nojalla

(X, w0) = (X1, m0) * W( Xy, 20) = (S, 1)+ w(SH,1) 2 Z+ Z,

missa keskimmdinen isomorfismi on ((k1); !, (k2);1).

4 Ryhman esittaminen virittajien ja relaatioiden
avulla

Madritelladn ensin vapaan ryhmén késite. Olkoon X miké tahansa joukko.
Valitaan mahtavuudeltaan samansuuruinen joukko, jonka leikkaus joukon X
kanssa on (), merkitdin tita joukkoa X 1. Valitaan bijektio p: X — X! ja
merkitddan p(z) = 27!, r € X. Merkitaan myos (z7!)~! = .

Masritelma 4.1 Adrellinen jono (ay,...,a,) on joukon X sana, jos a; €
X U X! jokaisella i. Kutsutaan tyhjicd jonoa tyhjiksi sanaksi, merkitdidn
symbolilla 1. Yleensd kirjoitetaan yksinkertaisemmin (aq, ...,a,) = ay -+ a,.
Sanat ay---a, ja by---b, ovat samoja jos ja vain jos n = m ja a; = b;
jokaisella 1.

Josu=ay---a, jav=">by---by,, merkitaan

u.v:al...anbl...bm7

joka on myos sana. Erityisesti u-1=wu ja 1-u = u.

Joukon X sana on supistetussa muodossa, jos x ja x™" ewdl esiinny jonossa
perdkkdin millidin x € X. (Tyhji sana on supistetussa muodossa.)
Merkitaan F(X)= joukon X supistetussa muodossa olevien sanojen joukko.
Funktio X — F(X), x — x on injektio, joten voidaan ajatella X C F(X).
Sanojen tulo eli laskutoimitus joukossa F(X) mddritellian seuraavasti:

1) kirjoitetaan sanat perdkkdin

2) tehdddn mahdolliset supistukset, eli poistetaan sanasta muotoa xz™' ja
x 71z olevat lausekkeet

3) ddrellisen monen vaiheen jalkeen saadaan supistetussa muodossa oleva
sana (mahdollisesti 1), eli joukon F(X) alkio.

1
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Lause 4.2 Joukko F(X) on ryhmd e.m. laskutoimituksen suhteen. Kun tul-
kitaan X C F(X), ndhdddn, ettd X virittdd ryhmdn F(X), eli F(X) = (X).

Todistus. Tyhja sana on neutraalialkio. Sanan a;---a, kaéanteisalkio on

a;l---ay'. Liitdnndisyys on melko ilmeinen, mutta todistus on tyolis; si-

vuutamme sen téssd. Osajoukko X virittdd ryhméan F'(X), koska jokainen
F(X)m alkio (joka ei ole 1) on tulo X:n alkioista ja niiden kéanteisalkoista.

]
Sanomme ryhméad F'(X) joukon X wvapaaksi ryhmdksi.

Lause 4.3 (Vapaan ryhmdn universaaliominaisuus) Olkoon F' joukon X va-
paa ryhma ja i: X — F inkluusio. Jos G on mikd tahansa ryhmd ja f: X —
G mika tahansa_funktio, niin on olemassa tasmalleen yksi homomorfismi
fiF — G, jolle foi=f.
X > F
X lf
G

(Vertaa tilanteeseen: vektoriavaruudet, lineaarikuvaukset, kanta)

Todistuksen idea. Jokainen epatyhja sana u € F' voidaan kirjoittaa muodossa

u=ay'ay

missd n € N,x; € X ja \; € {—1,1} jokaisella i. Mééaritellaan

fattag? - apm) = fla)™ f(w2)2 - flza)™ € G

ja f (1r) = 1¢. Voidaan osoittaa, ettd funktiolla f on halutut ominaisuudet.
Yksikasitteisyys: Olkoon f toinen homomorfismi, jolle f oi = f ja olkoon
xytwy? - € F\ {1}. Nyt

~ A

flaa ) = fla)™ flws) - fla)™

= (foi) (@) (foi)(we) - (f o i)(wa)™
= )™ f22)™ - flaa)™
= flay ay® - a)).

Siis f = f. O
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Korollaari 4.4 Jokainen ryhmd G on jonkin vapaan ryhman homomorfinen
kuva. Tarkemmin: jos G = (X), niin on olemassa surjektitvinen homomor-
fismi F(X) — G.

Todistus. Olkoon X G:n osajoukko, joka virittdd G:n (esim. X = G) ja F'(X)
joukon X vapaa ryhma. Universaaliominaisuuden nojalla inkluusiokuvaus
j: X — G indusoi homomorfismin f: F(X) — G, jolle f(x) = z. Koska
Im(f) on ryhmén G aliryhmé, joka siséltdd G:n virittdjajoukon X, on f
surjektio, eli G = Im(f). O

Maaritelméa 4.5 Olkoon X joukko ja Y C F(X). Oletetaan, etti G on
ryhma ja

G = F(X)/N,

missid N on joukon Y wvirittimd F(X):n normaali aliryhmd. Talloin ryhmdd
G kutsutaan virittdjien x € X ja relaatioiden w € Y mdarittamaksi ryhmaksi.
Sanomme, etti ryhmalli G on esitys (X | Y) wirittdjien ja relaatioiden
avulla.

Esimerkki 4.6 1) Jos X ={a}, Y =0, niin (X |Y) = (Z,+).

2) Aina jos Y =0, niin (X |Y) = F(X).

3) Jos X ={a,b}, Y =0, niin (X |Y)=Z=+Z (HT).

4) Jos X ={a}, Y ={a"}, niin (X |Y) = (Zn,+).

5) Ryhmdlli Z. ® 7 on esitys {a,b | aba™'b~'). Huom. aba='b™' = e & ab =
ba.

6)

(R N Y Ay B e ) B e

H —OlH—OZ' Q}}%<a,b]a2=b2=(ab)2>:<aab|b2a27(ab)2“2)’

1

G on n.s. kvaternioryhmd.
7) Kleinin pullon perusryhmd = (a,b | baba™').

Lause 4.7 Jokaisella ryhmdlli G on esitys (X | Y).
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Todistus. Korollaarin 4.4 nojalla 16ytyy joukko X ja surjektiivinen homo-
morfismi f: F(X) — G. Olkoon nyt Y C Ker(f) osajoukko, joka virittaa
Ker(f)m (esim. Y = Ker(f)). Nyt

G = Im(f) = F(X)/Ker(f),
eli G:11a on esitys (X | Y). O

Voidaan osoittaa, ettd jokaiselle ryhmélle G 16ytyy avaruus X siten, etta
m(X) = G. Témén voi osoittaa virittdjien ja relaatioiden avulla, avaruuteen
X tulee yksi ympyrd St jokaista virittajaa kohti, ja relaatiot toteutetaan n.s.
solunliitosoperaatiolla.

Tarkastellaan ensin liitosavaruuskonstruktiota (Kts. harjoitustehtéava V:9:8).
Olkoot X,Y avaruuksia ja X NY = ). Olkoon lisiksi A € X ja f:A — Y
jatkuva. Merkitdan W = X UY ja Z = W/R, missé joukossa W on erillisen
yhdisteen topologia, ja ekvivalenssirelaation R luokkia ovat yksiot {z},x €
X \ A ja joukot f~'{y} U {y}, jossa y € Y. Avaruus Z on litosavaruus,
joka on saatu ”liimaamalla X avaruuteen Y kuvauksen f avulla”. Merkitaan
yleensa

Z=XU;Y.

Edelld mainitussa todistuksessa X = B%, A = S', Y = VS! yhden pisteen
yhdiste ympyrdisté ja kuvaus f on jonkin silmukan (tai useiden silmukoiden)
A antama kuvaus fy: ST =Y, ¥ — A(2).

Esimerkki 4.8 1) Jos f =id: S' — St niin B? U; S* ~ B2.

2) Projektiivinen taso P* ~ B*U; St, missi f: S' — S, f(z) = 22
8) B2U;R?, f:S' — R?, kts. Kuva 3.

4) Torus T? ~ B> U; (S* Vv S1), f kuten Kuvassa 4.

Teoreema 4.9 Olkoon G mikd tahansa ryhma. Talloin on olemassa topologi-
nen avaruus X, jolle 7(X) = G.

Todistuksen idea. Esitetddn G virittdjien ja relaatioiden avulla, G = (A | B).
Maaritellaan
Y =1\/5.

acA
missi jokainen S! ~ S': Y on yhden pisteen yhdiste ympyroisté, yksi jokaiselle
a € A. Nyt
m(Y) = F(A),

22



joukon A vapaa ryhmaéa. Jos b = a?l ---a) € B on relaatio, missi ay, ..., a, €
A, A,y A, € {—1,1}, muodostetaan silmukka «y: 1 — Y seuraavasti:
olkoon ~; silmukka, joka kiertdd ympyrén S, kerran vastapaivééan (A; = 1)
tai myotapaivadn (\; = —1) ja olkoon a3 néiden kompositio

ap =1 o

Merkitaan Jfb on silmukkaa «; vastaava kuvaus S* — Y. Liitetdin avaruuteen
Y 2-soluja B? liitoskuvauksina f;, b € B, ja merkitdin saatua liitosavaruutta
X. Seifertin-van Kampenin lauseen avulla voidaan osoittaa, ettéa

7(X) 2 (A|B)=G. O

Esimerkki 4.10 1)
Zy = (a | a®)

Virittajic on yksi, joten lihdetddan litkkeelle ympyrdstd S'. Relaatiosta a®
saatava funktio f:S* — S on sama kuin edellisen esimerkin kohdassa 2),
eli f(z) = 2% Siis litosavaruudeksi saadaan projektiwvinen taso P2.
2)

ZOZ={a,b|aba'b")

Vairittagia on kaksi ja liitoskuvaukseksi saadaan sama kuin edellisen esimerkin
kohdassa 4). Liitosavaruudeksi saadaan torus T?.

3) Kleinin pullo: tdssd liitoskuvaus saadaan muotoa Yy y.,VwYs olevasta sil-
mukasta, joten perusryhma = (a,b | baba™').

5 Kofibraatiot

Seuraavaksi tarkastelemme n.s. homotopianjatko- ja homotopiannosto-omi-
naisuuksia:

AxO)——=AXx1T
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Xx01+FE

"

XXI?B

Olkoot XY topologisia avaruuksia, A € X.

Maaritelma 5.1 Parilla (X, A) on jatko-ominaisuus (1. laajennusominaisuus)
avaruuden Y suhteen, jos jokaisella jatkuvalla funktiolla f: A — 'Y on jatkuva
jatke g: X — Y.

Esimerkki 5.2 Tietzen jatkolauseen nojalla: jos X on Ty-avaruus, on jokai-
sella parilla (X, A) jatko-ominaisuus suljettujen vdlien [a,b], a,b € R, a < b,
suhteen.

Lause 5.3 Parilla (X, A) on jatko-ominaisuus kaikkien avaruuksien'Y suh-
teen jos ja vain jos A on X :n retrakti.

Todistus. ”=" Jos valitaan ¥ = A, f = id:A — Y, niin f:n jatke on
retraktio X — A.

"< Jos r: X — A on retraktio ja f: A — Y on jatkuva kuvaus, niin f o
r: X — A — Y on vaadittu jatke:

(for)(a) = f(r(a)) = f(a) kaikillaa € A. O

Maaritelma 5.4 Inkluusio i: A — X on kofibraatio, jos parilla (X, A) on
homotopianjatko-ominaisuus kaikkien avaruuksien'Y suhteen, t.s.: Jos f: X x
0 =Y ja HAXxI —Y ovat mitka tahansa jatkuvat funktiot, joille pdtee
f(a,0) = H(a,0) jokaisella a € A, niin on olemassa homotopia F: X x [ —
Y, jolle FIX x 0= f ja FIAx I =H (kts. yllaoleva kaavio).

A on X: vahva deformaatioretrakti, jos on olemassa jatkuva r: X — A
siten, ettd roi =1idy jaior ~idx rel A.

(deformaatioretrakti, jos ei vaadita rel A)

Kofibraatioille saadaan seuraava luonnehdinta:
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Lause 5.5 Olkoon X topologinen avaruus ja A € X. Seuraavat ehdot ovat
yhtapitavia:

1) inkluusio i: A — X on kofibraatio

2) X x OUA x I on (X x I):n retrakti

3) X x0UA XTI on (X x I):n vahva deformaatioretrakti.

Todistus. 1) = 2): Jos kofibraation mééritelméssa valitaan Y = X x 0U A x
I, f:z+— (x,0) ja H on inkluusio, niin saatava F: X x [ - X x OU A x [
on retraktio.

2) = 1): Olkoon Y avaruus, f: X — Y ja H: A x I — Y kuten kofibraation
méédritelméssid. Ne madrittelevat funktion g: X x OUA X I — Y, ¢(z,0) =
f(z), gla,t) = H(a,t). Koska A on suljettu, ovat X x 0 ja A x I suljettuja,
joten g on jatkuva. Jos r: X x I — X x 0U A x I on retraktio, niin /' = gor
on vaadittu homotopia X x I — Y.

2) = 3): Olkoon r: X x I — X x 0U A x I retraktio. Merkitaéan projektioita
p1: X X I — X, po: X x I — I. Maaritellaan

F: X xIxI—=XxI

F(z,t,s) = (pir(x, (1 —s)t), st + (1 — s)par(z,t)).

Talloin F on homotopia jor ~ idyyxr rel X x 0U A x I, missa j on inkluusio
XXO0UAXT— X x1.

3) = 2): selvd. O

Esimerkki 5.6 1) Inkluusio S"~' — B™ on kofibraatio (n = 1,2,...): Re-

traktio r: B™ x I — B"™ x 0 U S" ! x I saadaan projisioimalla pisteestdi
(0,...,0,2):

T 2—t : t

T(l’,t) _ { (m72_ W)7 Jos |ZL” Z 1-— 2

(55,0), jos x| <1—3.

2-t? 2

2) Inkluusio {0} — I on kofibraatio, HT.

3) Jos X on kampa-avaruus
X—IxOUOxIUGlx]
N n=1 n 7
ja xg = (0,1) € X, niin {zo} — X ei ole kofibraatio (todistus mydéhemmin,).
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Lause 5.7 1) id: X — X on kofibraatio.

2) Jos i:A — X ja j: X — Z oval kofibraatioita, niin joi:A — Z on
kofibraatio.

3) Josi: A — X on kofibraatio, ja B on topologinen avaruus, niin id X i: B X
A — B x X on kofibraatio (samoin i x id: A x B — X x B).

Todistus. HT. O

Korollaari 5.8 Oletetaan, ettd i: A — X ja j: B — Y ovat kofibraatioita.
Tdllgin

IXJAXB—=XXY
on kofibraatio.

Todistus. Seuraa edellisen lauseen kohdista 2) ja 3) sovellettuna yhdistettyyn
kuvaukseen

ixj=(xid)o(ldxj)rAxXxB—-AxY > XxY.O

Lause 5.9 Olkoon A — X kofibraatio ja Y kutistuva avaruus. Talloin
jokaisella kuvauksella f: A —'Y on jatkuva jatke g: X — Y.

Todistus. Koska Y on kutistuva, on f nollahomotooppinen (seuraa har-
joitustehtévistd V:21:6). Vakiokuvauksella ¢ :A — Y on tietysti jatke
k:X — Y, k(z) = yo. Koska A — X on kofibraatio, on olemassa homo-
topia F: X xI — Y, jolle Fy = k ja F|Ax I = H. Tall6in g = F; on haluttu
jatke. [J

Kofibraatioiden lokaali luonnehdinta

Osoitamme, etta kofibraatiossa A C X aliavaruus A on upotettu ”siististi”
avaruuteen X, t.s. A:lla on sopivan sadnnollisia ympéristoja, ja ettd ndiden
avulla kofibraatiot voidaan karakterisoida.

Lemma 5.10 Olkoot X, C topologisia avaruuksia, C' kompakti. Jos
p: X xC—=R
on jatkuva kuvaus, niin myos kaavan
flw) = maxp(z,c)

maarittelema funktio f: X — R on jatkuva.
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Todistus. HT. O

Lause 5.11 (D. Puppe, A. Strom) Olkoon X topologinen avaruus, A € X.

Seuraavat ehdot ovat yhtapitavia:
1) Inkluusio i: A — X on kofibraatio
2) On olemassa kuvaus u: X — I ja homotopia h: X x I — X, joille

o A=u"1(0)
o h(z,0) =z jokaisella x € X, h(a,t) = a jokaisella a € At € 1
o h(x,t) € A, josu(z) <t

Todistus. 1) = 2): Jos i: A — X on kofibraatio, niin Lauseen 5.5 nojalla
on olemassa retraktio r: X x I — X x 0U A x I. Merkitdan projektioita
pr: X X I —Xjap: X xI—1.

Maaritellaan funktiot u: X — I ja h: X x I — X kaavoilla

u(z) = ntléalx(t — por(z,t)), h(x,t) =pir(z,t).

Funktio h on selvasti jatkuva ja w:n jatkuvuus seuraa edellisesta lemmasta.
Toinen ehdoista seuraa siita, etta r on retraktio.

Tarkistetaan kolmas ehto: jos w(z) < ¢, niin por(x,t) > 0, joten r(z,t) €
Ax I jah(z,t)=pr(zt) e A

Lopuksi ensimmaiinen ehto: Inkluusio A C u~!(0) pétee, silli jos a € A, niin
r(a,t) = (a,t), joten t — por(a,t) = 0 jokaisella t € I ja siis u(a) = 0.
Inkluusio u=(0) C A pitee, silld jos u(x) = 0, niin h(x,t) € A jokaisella
t > 0 kolmannen ehdon nojalla. T#lléin x = h(z,0) € A = A, koska A on
suljettu.

2) = 1): Jos kuvauksilla v ja h on e.m. ominaisuudet, niin kaava

_J (h(z,1),0), jos u(z) >t
r(z,t) = { (h(x,t),t —u(x)), josu(x) <t

maédrittelee retraktion r: X x I — X xOUA X I, joten i: A — X on kofibraatio
Lauseen 5.5 nojalla. [

Korollaari 5.12 (Kofibraatioiden tulolause) Olkoot A — X ja B — Y
kofibraatioita. Tdlloin

XXBUAXY <X xY

on kofibraatio.
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Todistus. Olkoot u: X — I, h: X x I — X edellisen lauseen kuvaukset
kofibraatiolle A C X jav:Y — I, k:Y x I — Y vastaavat kuvaukset kofib-
raatiolle B C Y. Maaritellaan nyt w: X XY = Tjal: X xY xI -+ X xY
kaavoilla
w(z,y) = min(u(z),v(y)), r€ X,yeyY

ja

lz,y,t) = (h(z,min(t,v(y))), k(y, min(t, u(z)))).
Voidaan osoittaa, etta w ja [ toteuttavat edellisen lauseen ehdot, mista vaite
seuraa. [J

Tulolauseen sovelluksena todistamme

Lause 5.13 Jos i: A — X on kofibraatio ja homotopiaekvivalenssi, niin A
on X :m vahva deformaatioretrakti.

Todistus. Olkoon f: X — A inkluusion i: A — X homotopiainverssi ja H: A X
I — A homotopia f oi ~ idy. Talloin Hy = f|A. Koska A C X on
kofibraatio, on olemassa jatke F: X x [ — A, jolle Fy = f ja FIAx I = H.
Télloin 7 = F1: X — A on retraktio ja F: f ~ r (siis f el valttamatta ole
retraktio, mutta f on homotooppinen retraktion kanssa). Koska io f ~ idy,
on myés i o ~ idy, olkoon F: X x I — X homotopia idyx ~ior.

Tahan mennessa olemme siis todistaneet, ettd A on X:n deformaatioretrakti.
Maaritellaan seuraavaksi homotopia

K:(XXx0UAXxITUXx1)xI—X

kaavoilla
K((x,0),s) =, josxe X, sel
K((a,t),s) = F(a,(1 —s)t), josaec At,sel
K((x,1),s) = F(r(z),1—3s), josxe€ X,s € I.

Huom. arvolla s = 1 keskimméinen rivi antaa F(a,0) = a. Funktio K on
hyvin maéaritelty, koska pisteissd a € A on

K((a,0),s) = a = F(a,0)

Ja 5 5
K((a,1),s) = F(a,1 —s) = F(r(a),1 — s).
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Lisiksi K on jatkuva ja havaitaan, ettid K, on F:n rajoittuma. Kofibraa-
tioiden tulolauseen nojalla

X x{0,1}JUAXxTCX xI
on kofibraatio. Siten K voidaan jatkaa homotopiaksi
G:XxIxI—X

siten, ettd Gy = F. Merkitaan L = G1: X x I — X. Talloin L on deformaa-
tioretraktio idxy ~ 7o r rel A:

L(z,0) = G((z,0),1) = K((z,0),1) =z, z € X
L(z,1) = G((x,1),1) = K((x,1),1) = F(r(z),0) = r(z), z € X

L(a,t) = G((a,t),1) = K((a,t),1) = F(a,0) =a, a € At € 1.

Siis A on X:n vahva deformaatioretrakti. [

Huomautus 5.14 1) Jos A on X :n vahva deformaatioretrakti, niin inkluu-
sio A C X on homotopiackvivalenssi (tihdin ei edes tarvita "vahva”), mutta
ei valttamdatta kofibraatio (HT).

2) Voidaan osoittaa, ettd mikali X on normaali ja A on nollakohtajoukko
(t.s. A = u0) jollakin jatkuvalla kuvauksella u: X — I) ja A on X:n
vahva deformaatioretrakti, nitn A C X on kofibraatio.

Korollaari 5.15 Jos X on kutistuva ja {xo} — X on kofibraatio, niin
(X, z0) on kantapistekutistuva.

Todistus. HT. O

Maaritelma 5.16 Sanomme, ettd piste xo € X on hyva kantapiste, jos
{zo} — X on kofibraatio.

Lause 5.17 Oletetaan, ettd X on normaali avaruus ja A € X. Seuraavat
ehdot ovat yhtapitavid:

1) i: A — X on kofibraatio

2) On olemassa A ymparisto V- X :ssa siten, ettd inkluusio j: A — V on
kofibraatio

3) On olemassa A:n ympdristé V' ja kuvaus : X — I siten, ettdi A on V:n
vahva deformaatioretrakti, A ==1(0) ja Y| X \V = 1.
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Todistus. Kts. Lause 4.1.9 ja Teoreema 4.1.16, [Aguilar, Gitler, Prieto: Al-
gebraic topology from a homotopical viewpoint]. O

Huomautus 5.18 Meirinen avaruus X on aina normaali. Jos A C V @
X, niin edellisen lauseen 3)-kohdan funktio 1¥: X — I wvoidaan mdadaritelld
kaavalla

d(x, A
Y@ = 1A
d(x,A) +d(z, X \'V)
Siis ndmd oletukset (normaalisuus ja funktion 1 olemassaolo) ovat aina
voimassa esim. pareille (X, A), missd X C R" ja A € X.

Esimerkki 5.19 1) Jokainen piste xo € R™ on R":n vahva deformaatioret-
rakti (D(x,t) = txg + (1 — t)x) ja siis hyvi kantapiste. Samoin jokaisen
affiinin aliavaruuden inkluusio A C R™ on kofibraatio.

2) Jos xg € S™, niin V= S™\ {—xo} on xo:n ympdrists ja (V,xo) ~ (R™,0).
Siten xg on V:n vahva deformaatioretrakti ja jokainen xo € S™ on hyvd

kantapiste. Sama pdtee kaikilla monistoilla M (monisto on aina metristyvd,
V:19.6).

3) Voidaan osoittaa, ettd jokaisen reunallisen moniston M reunalla OM on
muotoa V' ~ OM x [0,1) oleva ympdristd, joten OM C M on kofibraatio
(esim. S*~1 C B").

6 Korkeammat homotopiaryhmat

Maééritelladn seuraavaksi homotopiaryhmét , (X, xo), n > 2 ja osoitetaan,
ettd ne ovat Abelin ryhmia.

Huomautus 6.1 Merkitdin jatkossa perusryhmdd m (X, zo).

Jos (X, zo) ja (Y, yo) ovat kantapisteavaruuksia ja f: (X, zg) — (Y, yo), merkitaan

flo=[fleo ={9: X = Y | g = f rel o}
ja
(X, Yo =A{[flo | f:(X,20) = (Y90)},

homotopialuokkien joukko.
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Huomautus 6.2 Perusryhmda voidaan madritelld myos joukkona [S', X]o.

Madritelladn nyt m, (X, zo) = [S™, X]o (joukkoina). Ryhméstruktuurin méa-
rittelemista varten tulkitaan funktiot S™ — X sopivina funktioina I — X.
Olkoon 7: B® — S" standardikuvaus, jolle m(S"™1) = e, = (0,...,0,1)
ja joka indusoi homeomorfismin 7: B"/S"~t — S™. Olkoon (X, () kan-
tapisteavaruus ja f:(S™ e 1) — (X, 20) kantapistekuvaus. Télldin g =
fomB" = X toteuttaa g(S"') = f(eny1) = zo. Merkitddn téllaisia
kuvauksia g: (B", 5" 1) — (X,z) ja niiden homotopialuokkien rel S~
joukkoa [B", S"1: X, x).

Lemma 6.3 Kuvaus [f]o +— [f o | on bijektio
To(X, 20) — [B™, 8" X, 2.
Todistus. HT. [J

Lemma 6.4 On olemassa homeomorfismi h: I" — B", jossa reuna 01" =
{(t1, ..., tn) | t; = 0 tai ¢; = 1 jollakin i} kuvautuu palloksi S™~'.

Todistus. Harjoitustehtavat V:3:10 ja V:3:11. O
Korollaari 6.5 Kuvaus [f]o — [f o mo h] on bijektio
(X, x0) = [I",01™; X, ). O

Olkoonn > 1ja f,g: (I",01") — (X, xo). Méadritelladan kompositio fg: (I"™,01™) —
(X, zo) kaavalla

o f(2t17t27"'7tn)7 jOSOStl S 1/2
fa(ty,....t,) = { g(2t — 1, ta, . ty), jos 1/2 <t < 1.

Télléin fg on jatkuva ja fg(OI™) = xo.

Lause 6.6 Joukko m, (X, x¢) on ryhmd laskutoimituksena [f][g] = [fg]. Neut-
raalialkio on vakiokuvauksen €., luokka ja alkion [f] kddnteisalkio on [f*],
missa

fg(tl, ,tn) == f(]. — tl,tg, ,tn)

Todistus. Vastaava kuin perusryhman tapauksessa. [
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Maéritelma 6.7 Avaruus X on n-yhtendinen (n = 0,1,...), jos jokaisella
kuvauksella f: S* — X, k < n, on jatkuva jatke B¥*' — X. (Huom. 0-
yhtendisyys = polkuyhtendisyys)

Palautetaan mieleen harjoitustehtdva: jatkuvalla kuvauksella f: Sk — X on
jatkuva jatke B¥*! — X jos ja vain jos f on nollahomotooppinen. Todiste-
taan seuraavaksi vahan enemman:

Lause 6.8 Olkoon py € S™, f:S™ — X jatkuva kuvaus. Seuraavat ehdot
ovat yhtapitavia:

1) f on nollahomotooppinen

2) f:lli on jatkuva jatke g: B"*' — X

3) f on nollahomotooppinen rel py.

Todistus. ”1) = 2)” Harj. 1/Teht. 6
72) = 3)” Jos ¢: B"! — X on f:n jatke, madritelliin F:S" x I — X
kaavalla

Fla,) = g((1 — )z + tpo).

Talloin F' on homotopia f =~ ¢,,, missd yo = f(po). Kun z = py, on F(py,t) =
9(po) = f(po) = yo jokaisella t € I, joten F' on homotopia rel py.

73) = 1)”: selva. O

Korollaari 6.9 Avaruus X on n-yhtendinen jos ja vain jos X on polkuyh-
tendinen ("k =07) ja mp (X, x0) = 0 kaikilla xy € X ja kaikilla k, 1 < k < n.

Esimerkki 6.10 1) Kutistuva avaruus on n-yhtendinen jokaisella n > 0.
(HT)
2) m,(S',1) =0, kunn > 2. (HT)

Huomautus 6.11

Z, jos k=1
1 ~ )
Tk(S 7p0> - { 0, jOS k Z 2.

Voidaan osoittaa, ettd arvoilla n > 2 pdtee m(S™,po) = 0, kun k < n ja
Tn(S™, po) = Z. Sen sijaan ei pade m(S™,po) = 0 jokaisella k > n > 2.
Pallojen homotopiaryhmid on tutkittu paljon, mutta edelleenkdidn esim. S*:n
kaikkia homotopiaryhmia ei tunneta.

2
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Huomautus 6.12 Laskutoimitus mdariteltiin ylla koordinaatin t, avulla.
Voidaan osoittaa, etta oleellisesti sama lopputulos saataisiin kayttamalla mada-
ritelmadssa mitd tahansa muuta koordinaateista to, ..., t,.

Lause 6.13 ,(X,x¢) on Abelin ryhmd, kun n > 2.

Todistus. Kuva 5 havainnollistaa homotopiaa fg ~ gf. U

6.1 Kantapisteen vaihto

Tutkitaan seuraavaksi ryhmien m,(X, z¢) riippuvuutta kantapisteesti =, €
X, kun n > 1. Kuten perusryhmén tapauksessa, ei ryhmilla m, (X, zo) ja
(X, 21) ole mitddn yhteytta, jos xq ja x; ovat X eri polkukomponenteissa.
Jos taas ovat, niin osoittautuu, etta vastaavat ryhmaét ovat isomorfiset.
Olkoon a:I — X polku, a(0) = o, a(l) = z;. Olkoon (S, py) kantapis-
teavaruus ja tarkastellaan kantapiste-homotopialuokkien joukkoja

[Svpo;Xa IO] ja’ [Samele]-

Maaritelma 6.14 Kuvaus fo: S — X on a-homotooppinen kuvauksen fi: S —
X kanssa, merkitaan

fO o f17
jos on olemassa homotopia F: fy ~ f1, jolle F(po,t) = a(t) jokaisella t € I
(erityisesti siis fo(po) = a(0), fi(po) = (1)).
Lause 6.15 Olkoot S, X avaruuksia, po € S hyvd kantapiste, xog, 1 € X.

1) Jos c: I — X on polku pisteestd xq pisteeseen x1 ja f1:(S,po) — (X, x1),
niin on olemassa fo: (S,po) — (X, xq) siten, etti fo ~. fi1.

2) Jos fo ~a f1 ja fi ~a fi, niin [fo] = [f3] € [S,po; X, o).
3) Jos fo ~q fi, fo = f§rel po, fi =~ fi rel py ja o ~ o, niin f§ ~u f1.

Todistus. 1) Polku a méérdd rajoittuman fi|{po} homotopian (po,t) —
a(l —t). Koska py € S on hyva kantapiste, on olemassa homotopia

F:SxI—X
siten, ettd F'(x,0) = fi(x) ja F'(po,t) = a(l —t). Mairitelladn f, = F)
Talloin
F= (F/)<_7 F(:Evt) = F/(Z',l _t)
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on a-homotopia fo ~, fi.
2) Olkoot F: fy ~, f1ja F": f§ ~o f1. Télloin H = F(F'): fo ~aa— fi
Olkoon A: I xI — X polkuhomotopia aa™ ~ €,,. Homotopian H: SxI — X
rajoittuma aliavaruudelle py x I on (po,t) — aa™(t). Nyt A voidaan tulkita
rajoittuman homotopiaksi pg x I x I — X. Koska pg x I € S x I on
kofibraatio, on A:lla jatke

G:SxIxI—=X

siten, ettd G(z,t,0) = H(z,t) ja G(po,t,s) = A(t, s).
Olkoot G1, G4, G3 seuraavat homotopiat rel pg:

Gi(x,1) = G(x,0,1), Gala,t) = Gla,t,1), Gala,t) = Gla, 1,1~ 1),

Télloin yhdistetty homotopia G1G2Gs: fo =~ f§ rel po.
3) Koska {pp} C S ja {0,1} C I ovat kofibraatioita, on tulolauseen nojalla
my6s S x {0,1} Upg x I C S x I kofibraatio. Mééritelladn kuvaukset

FF':(S % {0,1})U(pox I) = X

kaavoilla
F(x,0) = folx), F(z,1) = fi(z), F(po,t) = at)
ja
Fi(x,0) = fo(x), F'(x,1) = fi(x), F'(po,t) = a'(t).
Oletuksista fo ~ f] rel po, f1 ~ f] rel po ja a ~ o seuraa, ettd F' ~ F".
Koska fo ~, fi, on F:la jatke S x I — X. Kofibraatio-ominaisuuden

ja harjoitustehtdvan x.x nojalla myos F’:lla on jatke S x I — X, t.s. o/-
homotopia f) ~, f;. O

Madritelladn nyt funktio [S, po; X, x1] — [S, po; X, xo):

Olkoon « polku pisteesté xg pisteeseen x; ja fi:(S,po) — (X, x1). Télléin
edellisen lauseen 1)-kohdan nojalla on olemassa fo: (S,po) — (X, ) siten,
ettd fo ~, fi. Liséksi luokka [fo] € [S,po; X, zo] on yksikésitteinen ko-
hdan 2) nojalla. Edelleen kohdan 3) nojalla [fy] riippuu vain luokasta [fi] €

1S, po; X, 1] ja polun a polkuhomotopialuokasta &. Niin saadaan hyvin
maaritelty kuvaus

ha: [S, po; X, x1] — [S, po; X, 2]

h@[fl] - [fO]? jOSS& siis fO o fl-
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Lause 6.16 Olkoot S, X avaruuksia, py € S hyva kantapiste ja f: S — X.
1) Jos o, B: I — X owat polkuja siten, ettd a(1) = 5(0) ja f(po) = B(1), niin

ho?,é[f] = ha(hﬁ[ﬂ)-

2) he(f] = [f], missi € = €f,) on vakiopolku
3) ha:[S,po; X, x1] = [S, po; X, o] on bijektio jokaisella a.

Todistus. 1) Jos F: fy ~ fyja G: fo ~s f, niin FG: fy ~us f. Siis hap[f] =
[fo] Ja ha(hslf]) = halfo] = [fol

2) Vakiohomotopia F:f ~ f, F(x,t) = f(x) jokaisella t € I, on €g(yy)-
homotopia.

3) Kohtien 1) ja 2) nojalla hghg— = hag— = he = id ja vastaavasti hghg =
id, joten hs on bijektio kaanteiskuvauksenaan hg«. [

Olkoon nyt S = S™. Jokainen piste py € S™ on hyva kantapiste Esimerkin
5.19 nojalla. Avaruuden X polku « pisteesti xy pisteeseen x; madarittelee
siten bijektion

ha: o (X, 1) — 70 (X, 20).

Lause 6.17 Kun n > 1, on hs ryhmaisomorfismi.
Todistus. HT. [

Huomautus 6.18 Jos X on polkuyhtendinen, on edellisen lauseen nojalla
ryhmdn m, (X, xg) isomorfialuokka riippumaton pisteestd xy, ja sitd merkitidan
usein m,(X):lld. Kuitenkaan ryhmid m,(X, o) ja m,(X, z1) ei voi samastaa,
koska isomorfismi hg saattaa risppua polun o valinnasta. Sanonta m,(X) =0
on silti mielekas.

Esim. voidaan sanoa: Avaruus X on n-yhtendinen jos ja vain jos X on
polkuyhtendinen ja 7 (X) = 0 jokaisella k = 1,...,n.

Esimerkki 6.19 Tapaus n = 1. Olkoon B:1 — X x1-kantainen silmukka ja
a polku pisteesta xo pisteeseen x1. Tdalloin



Yleisemmin voidaan mééritelld perusryhmén (X, xy) toiminta kaikissa ho-
motopiajoukoissa [S, po; X, xo] seuraavasti:
Olkoot (S,po), (X, xg) kantapisteavaruuksia, py € S hyvé kantapiste. Ku-
vaus

h: (X, xg) X [S, po; X, o] = [S, po; X, o]

(@, [f]) = half]
on ryhmén (X, zo) toiminta joukossa [S, po; X, zo:
1) h(€, [f]) = [f] Lauseen 6.16 2)-kohdan nojalla.
2) h(ap,[f]) = h(a, h(B,[f])) Lauseen 6.16 1)-kohdan nojalla.

Jos liséksi S = S™ (n > 1), niin Lauseen 6.17 nojalla
3) ha: mn (X, xo) = (X, 2p) on ryhméisomorfismi jokaisella a.

Lause 6.20 Jos X on polkuyhtendainen avaruus ja n > 1, niin luonnollinen
kuvaus

g (X, o) — [S™, X]
on surjektio. Se on bijektio jos ja vain jos w1 (X, xg) toimii triviaalisti ryhmdssd
Tn (X, .Z’O).

Todistus. Olkoon f:S™ — X. Merkitaan z; = f(pg). Koska X on polkuy-
htendinen, on olemassa polku « pisteestd o pisteeseen 1. Olkoon hg[f] =
[g]; talloin g(po) = x¢ ja g =~ f, joten [f] = j[g]. Siis 7 on surjektio.
Kantapistekuvauksille gy, g2: (S™, po) — (X, x¢) on j[g1] = j[ge] jos ja vain jos
on olemassa homotopia F: g; ~ go. Olkoon a: I — X polku a(t) = F(po,t).
Télloin « on zg-kantainen silmukka ja F: g1 ~, g2, joten [g1] = hglgo]. Siis

(1) Jlg1] = jlgo] jos ja vain jos [g1] = halga] jollakin & € m (X, o).

7«<”: Jos toiminta on triviaali, yhtalosta jlg:] = jlgo] seuraa kaavan (1)
nojalla, etté [g1] = [go], joten j on injektio.

7=": Jos [g1] = halgs], on siis j[g1] = jlg2] ja jmn bijektiivisyyden nojalla
[g1] = [go] eli @ toimii triviaalisti. [J

Huomautus 6.21 Avaruus X on n-yksinkertainen (n > 1), jos se on polku-
yhtendinen ja m (X, o) toimii triviaalisti m,(X, zo):ssa jollakin xy € X (ja
siis kaikilla kantapisteilld v € X, HT). Tdllgin siis jokainen kuvaus f: S™ —
X mddrda yksikdsitteisen alkion ryhmdassd m,(X, xg) riippumatta siitd, onko
f(po) = xo. FEsimerkiksi yhdesti yhtendinen avaruus on n-yksinkertainen
jokaisella n > 1; voidaan osoittaa, etta polkuyhtendinen avaruus X on 1-
yksinkertainen jos ja vain jos w1 (X, xo) on Abelin ryhmd (HT).
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6.2 Indusoidut homomorfismit
Olkoot (X, zq), (Y, yo) kantapisteavaruuksia ja f: (X, zo) — (Y, o) kantapis-
tekuvaus. Jos g: (I",01™) — (X, ), niin f o g: (I",01") — (Y, yo) ja jos
g1 =~ go rel OI™, niin f o g ~ f o gy rel OI™. Siis saadaan hyvinmaéaritelty
kuvaus
f*: Wn(Xa xO) — 7Tn(Y7 yO)
9] = [f o gl

Kuten perusryhmén tapauksessa todistetaan

Lause 6.22 1) f, on homomorfismi

2) (idx)s = idr,, (x,20)

) Jos f:(X,z0) = (Y,90) ja g: (Y, y0) = (Z, 20), niin (go f). = g o [.
4) Jos fo, f1: (X, x0) = (Y, 90) ja fo =~ f1 rel xg, niin (fo)s = (f1)«. O

Lause 6.23 Olkoot X,Y avaruuksia ja f: X — Y homotopiaekvivalenssi.
Talloin
f*: Wn(X7 -170) — 71—71(}/’ f(l’O))

on isomorfismi jokaisella n > 1 ja jokaisella kantapisteelld xqg € X. O

7 Fibraatiot

Olkoot X, E, B avaruuksia, p: F — B jatkuva surjektio ja f: X — B jatkuva.
Nosto-ongelma: Onko olemassa f:n nostoa g: X — FE, eli jatkuvaa kuvausta
g siten, ettd po g = f.

E
g’l
p

Esimerkki 7.1 1) Jos X = B, niin identtisen kuvauksen nosto on n.s. sek-
tio s: B — E. Siis po s =idg.

2) Jos p on peitekuvaus, olemme todistaneet Lauseessa 2.9 vdilttdmdttomdan
ja riittavan ehdon moston olemassaololle.

Olkoot E, B avaruuksia, p: E — B jatkuva surjektio.
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Maaritelma 7.2 Kuvauksella p: E — B on nosto-ominaisuus avaruuden X
suhteen, jos jokaisella kuvauksella f: X — B on nosto g: X — FE.

Lause 7.3 Kuvauksella p: E — B on nosto-ominaisuus kaikkien avaruuk-
sien X suhteen jos ja vain jos p:lla on sektio s: B — E.

Todistus. ”=": Valitaan X = B, f =idg. Sen nosto on sektio s: B — F.
7«<": Jos s: B — FE on sektio ja f: X — B jatkuva kuvaus, niin ¢ = so
f: X — F on f:n nosto: jokaisella x € X on

poyg(x) =p(s(f(x)) = f(x),
koska po s =id. U

Huomautus 7.4 Sektio on olemassa esim. jos p on karteesisen tulon pro-
jektio jollekin tulon tekijalle.

Maaritelma 7.5 Kuvauksella p: E — B on homotopiannosto-ominaisuus
avaruuden X suhteen, jos jokaista kuvausta f: X — E ja homotopiaa H: X X
I — B, joille Hy =po f, kohti on olemassa homotopia F: X x I — E, jolle
Fh=fjapoF =H.

Jos f tulkitaan kuvaukseksi X x 0 — FE, niin tilannetta voidaan havainnol-
listaa kaaviolla

Xx0l-F

7

XXI?B

Kuvaus p: E — B on fibraatio (tai Hurewiczin siieavaruus, engl. Hurewicz
fiber space), jos silld on homotopiannosto-ominaisuus kaikkien avaruuksien
suhteen. Kuvaus p: E — B on heikko fibraatio (tai Serren siieavaruus, engl.
Serre fiber space), jos silld on homotopiannosto-ominaisuus kaikkien kuu-
tioiden 1™, n > 0, suhteen (1° = {0}).

Avaruus E on kokonaisavaruus (total space), B kanta-avaruus (base space)
ja F, = p~1(b) sdie pisteen b paalla (fiber over b).

Jos p: E — B on heikko fibraatio, niin jokainen polku a:I — B voidaan
nostaa poluksi o’: I — E, jonka alkupisteeksi o/ (0) = eg voidaan valita miké
tahansa piste pisteen a(0) = by siikeestd Fy,. Nimittain /° = {0} on yhden
pisteen avaruus, « voidaan tulkita homotopiaksi H: {0} x I — B ja piste eg
kuvaukseksi f: {0} — E siten, ettd pf(0) = p(ey) = by = H(0,0). Nosto o/
ei yleensa ole yksikésitteinen.
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Esimerkki 7.6 1) Olkoon F # () avaruus, pri: BXF — B projektio. Tdlloin
pry on fibraatio, jonka jokainen sdie [, = {b} xF ~ F: Jos f = (fi1, fa): X —
B x F on kuvaus ja H: X xI — B on homotopia siten, ettd Hy = priof = fi,
nim
F: X xI—BXxF
F(I, t) = (H(Ia t)? fg(ff))
on H:n nosto (pryo F = H), jolle Fy = f.

2) Samoin jokainen kuvaus p: E — B, jolle loytyy homeomorfismi o: BX F —
E (jollakin avaruudella F'), jolle p o ¢ = pry, on fibraatio (HT).

BxF—F E
B

Polun a: I — B nostot o/: I — B x F siten, ettd o/(0) = (by, fo), missd by =
a(0), ovat tdsmaélleen polut o/ = («, 3), missd : I — F on mielivaltainen
polku alkupisteené fy. Nosto o on siis yksikésitteinen jos ja vain jos pisteen
fo polkukomponentti on {fy} (vrt. peiteavaruudet).

Lause 7.7 Peitekuvaus on fibraatio.

Todistuksen idea. Kts. esim. Spanier: Algebraic Topology, Theorem 3, s. 67.

Xx01+E

[l

XXI?B

Kiinnitetddn = € X, jolloin kaava «(t) = H(x,t) méarittelee polun a: I — B.
Talla on nosto &: I — E siten, ettd @(0) = f(z,0). Méaritellddn F(z,t) =
a(t), t € 1. Talla tavoin saadaan funktio F: X x I — E, jolle Fy = [ ja
po F'= H. Voidaan osoittaa, ettad I’ on jatkuva. [

Lause 7.8 Olkoon p: E — B fibraatio ja f: X — B nollahomotooppinen
kuwvaus. Talloin f:llé on nosto g: X — E.
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Todistus. Olkoon H:X x I — B homotopia ¢, ~ f. Koska p on surjektio,
on olemassa ey € E siten, ettd p(eg) = byp. Vakiokuvauksen ¢,,: X — B
nosto on vakiokuvaus c.,: X — E. Koska p on fibraatio, H voidaan nostaa
homotopiaksi F: X x I — FE siten, ettd F'(z,0) = ey jokaisella x € X ja
po F'= H. Kuvaus g = F} on haluttu nosto. [

Lause 7.9 1) Homeomorfismi p: E — B on fibraatio.

2) Josp: E — B ja q: B — A ovat fibraatioita, niin gop: E — A on fibraatio.
3) Jos p: E — B on fibraatio ja C on avaruus, niin p X id: E x C — B x C
on fibraatio.

Todistus. 1) —2) HT.

3) Olkoon p: E — B fibraatio, H = (H',H"): X x I — B x C homotopia
ja f=(f,f"): X — E x C jatkuva kuvaus siten, ettd Hy = (p x id) o f eli
(Hy, HY) = (o', )

Talloin H: X x I — B ja f: X — FE maarittelevdt homotopiannosto-
ongelman fibraatiolle p: E — B. Olkoon F': X x I — F sen ratkaisu, ] = f
japolF =H'

Talloin F' = (F',H"): X x I — E x C on H:n nosto ja Fy = f:

(pxid)oF=(poF' H"Y=(H'H')=H
ja
Fo = (Fg, Ho) = (f, /") = f. O

Korollaari 7.10 Jos pi;: By — By ja pa: Es — By ovat fibraatioita, niin
p1 X po: By X Es — By X By on fibraatio. [

Usein kuvaus tai homotopia on jo nostettu aliavaruudella A C X ja etsitaan
nostoa, joka jatkaa osittaisen noston. Kofibraatioehto takaa tdmén onnistu-
misen.

Lause 7.11 Olkoon A C X kofibraatio ja homotopiaekvivalenssi. Jos ku-
vauksella p: E — B on homotopiannosto-ominaisuus avaruuden X suhteen,
niin jokaisella noston jatko-ongelmalla

A———»

"o E
7
z:* p

on ratkaisu g: X — F.
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Todistus. Kuvaukset f ja h toteuttavat p o h = f|A; etsitdén siis kuvausta
g: X — E siten, ettd g/A=hjapog=f.

Koska A C X on kofibraatio, ja homotopiaekvivalenssi, on A X:n vahva
deformaatioretrakti (Lause 5.13). Olkoon r: X — A retraktio ja D: X x I —
X homotopia ior ~ idyx rel A. Koska A C X on kofibraatio, on Lauseen 5.11
nojalla olemassa u: X — I siten, etta A = u~1(0). Maéritellian ¢: X x I —

X kaavoilla . .
(o, t) = D(z, W)’ jos t <u(x)
D(x,1),  jost>u(x).

Kuvaus ¢ on selvisti jatkuva, kun u(z) > 0, eli joukossa (X \ A) x I. Olkoon
sitten (a,t) € A x I, jolloin u(a) = 0 ja ¢(a,t) = D(a,1) = a. Olkoon
U C X pisteen a ympaéristdé. Téalléin D(a,t) = a € U jokaisella t € I,
joten {a} x I € D7Y(U). Koska I on kompakti, on Lauseen V:15.24 nojalla
olemassa pisteen a ympéristo V' C U siten, ettda V x I € D7(U). Télloin
o(V xI)C D(V xI)CU, joten ¢ on jatkuva pisteessi (a,t) € A x I.
Kuvaukset fop: X x I — B ja hor: X — E maaritteleviat homotopiannosto-
ongelman avaruuden X suhteen:

Xx0h°’“ ~E
XxIHB

Huom. nelio kommutoi, koska

po(hor) = (poh)or=(foi)or=fo(ior) = foDy=fogn=(fop).

Olkoon G: X x I — E sen ratkaisu. Kuvaus g: X — E, g(x) = G(x,u(x))
on talloin alkuperaisen nosto-ongelman ratkaisu:

g(a) = G(a,0) = (hor)(a) = h(a) jokaisella a € A
ja
pog(z) = pG(z,u(z)) = fop(x,u(x)) = foDy(x) = f(z) jokaisellax € X. O
Korollaari 7.12 Oletetaan, etta A C X on kofibraatio ja p: E — B kuvaus,

jolla on homotopiannosto-ominaisuus avaruuden X X I suhteen. Talloin
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jokaisella homotopian jatko-ongelmalla

Xx0UAxT-L1— - F
7 p
X x I ——0 B

on ratkaisu F': X x I — FE.

Todistus. Koska A C X on kofibraatio, on X x OUA x I C X x I vahva defor-
maatioretrakti (Lause 5.5), erityisesti inkluusio ¢ on homotopiaekvivalenssi.
Liséksi ¢ on kofibraatio tulolauseen 5.12 nojalla (inkluusio {0} C I on kofib-
raatio). Viite seuraa nyt Lauseesta 7.11. [J

7.1 Saiekimput

Saiekimpun (engl. fiber bundle) késite on yleistys sekd tuloavaruuden etté
peiteavaruuden kasitteille.

Maaritelma 7.13 Siiekimppu on nelikko (B, p, E, F), missd
e B, FE ja F ovat avaruuksia ja p: E — B on jatkuva surjektio

o Avaruudella B on avoin peite (Uy)aca ja jokaisella o € A on olemassa

homeomorfismi
Va:Uy X F — p 1 (Uy)

siten, etta po @, = pry.

Pa
U, x F —

P (Ua)

U

Avaruudet B ja E ovat kimpun kanta- ja kokonaisavaruus ja p: E — B on
kimppuprojektio.

Sdie Fy, = p~1(b) pisteen b pddlld on homeomorfinen kimpun siikeen F kanssa
jokaisella b € B (koska @q|: prit(b) = {b} x F ~p~1(b)).
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Esimerkki 7.14 1) Tuloavaruuden projektio: (B,pri, B x F,F) on sdie-
kimppu: avoimeksi peitteksi voidaan valita {B} ja kuvaukseksi ¢ voidaan
valita idgx .

Yieisemmin: sdaiekimppua sanotaan triviaaliksi, jos voidaan valita U, = B,
t.s. on olemassa homeomorfismi ¢: BX F — FE siten, ettd pop = pry. Yleinen
satekimppu on triviaali joukkojen U, pdalld eli n.s. lokaalisti triviaals.

2) Jos p: X — Y on peitekuvaus, Y on yhtendinen ja lokaalisti polkuyh-
tendinen ja yo € Y, niin (Y, p, X, p~ (yo)) on sdiekimppu (HT).

3) Jos M on differentioituva monisto, voidaan madritelld n.s. tangenttikimppu
T (M) ("M :n tangenttivektoreiden joukko”) ja projektio p: T (M) — M, joka
vektoriin listtda sen alkupisteen. Tdllgin (M,p, T(M),R"™) on sdiekimppu,
missd n = dim(M).

4) Olkoon M Mébiuksen nauha

M =I*/R,

missd relaatio R samastaa pisteet (0,t) ~ (1,1 —1t), t € I, ja olkoon p: M —
St projektion pri: I? — I indusoima kuvaus. Tdalloin p on triviaali joukon
SN\ {b} pddlla jokaisella b € S*, joten (S',p, M, I) on sdickimppu. Se ei
ole triviaali, koska M :n reuna OM ~ S' on yhtendinen, kun taas avarvuden
St x I reuna on S* x {0, 1}, joka ei ole yhtendginen.

Avaruudet M ja S* x I ovat reunallisia 2-monistoja; reunapisteelli tarkoite-
taan pistettd, jolla on suljetun puolitason {(z,y) | y > 0} kanssa homeo-
morfinen ymparisto.

Lause 7.15 Sdiekimpun (B, p, E, F') projektio p: E — B on heikko fibraatio.

Todistus.
"x0l-E

7}

InXIT)B

Olkoot f:I"™ — FE ja H:I™ x I — B kuvauksia siten, ettd Hy = po f. Va-
litaan avaruuden B avoin peite {U,}aca ja homeomorfismit ¢,: U, x F —
p 1 (U,) kuten sdiekimpun maéritelmassia. Talloin {H *(U,)}aea on kom-
paktin metrisen avaruuden I™ x [ avoin peite, joten silla on Lebesguen luku
A > 0. Jaetaan kuutio I koordinaattiakselien suuntaisesti pikkukuutioihin
K ja vali I osavaleihin 0 = ¢y < t; < ... < t; = 1 siten, etta kunkin joukon
K X [t;, t;y1] halkaisija on < A.
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Oletetaan, ettd H on nostettu kuvaukseksi G joukolla I™ x [0, ;] siten, ettd
G|I" x 0 = f. Jatkamme noston joukolle I"™ x [0, t;11] pikkukuutio K kerral-
laan induktiolla luvun dim K suhteen.

Jos dim K = 0 (eli K on piste), valitaan U, siten, ettd H (K X [t;, t;11]) C Us,.
Koska po G(K,t;) = H(K,t;) € U,, on siis G(K, t;) € p~1(U,). Maéritellaan

G(K7 t) = ¢Q(H(K7 t)’pTQQOQ_I(G(K7 tz)))

jokaisellat € [t;,t;,1]. Huom. Y.o. kaavassa H (K, t) € U, japrow, H(G(K,t;)) €
F, joten G(K,t) € p~'(U,) C E. Tama on hyvin méaaritelty ja jatkuva.
Oletetaan sitten, ettd G on jo maaritelty kuutioilla L x [t;, t;11], kun dim L <
dim K. Valitaan « siten, ettd H(K X [t;,t;41]) C U,. Nyt G on jo méaritelty
joukolla (K x t;) U (0K X [t;, t;11]). Koska po G = H, on

G((K X t2> U (8[{ X [ti,ti+1]) C pian.

Triviaalina kimppuna p~'U,, — U,, on fibraatio (Esimerkki 7.6) ja (K,0K) ~
(I™,01™), joten 0K C K on kofibraatio. Korollaarin 7.12 nojalla G voidaan
jatkaa nostoksi joukolle K x [t;,t;11]. O

Lause 7.16 Jos kanta-avaruus on parakompakti, niin kimppuprojektio on
fibraatio.

Todistus. Esim. Spanier: Algebraic topology, Korollaari 14, s. 96. [J

7.2 Fibraation homotopiajono

Tassa kappaleessa osoitetaan, ettéd heikon fibraation sédikeen, kokonaisavaruu-
den ja kanta-avaruuden homotopiaryhmat yhdistaa n.s. pitka eksakti jono.
Sovelluksena osoitetaan, ettd mo(S?) = Z.

Olkoon p: E — B heikko fibraatio, by € B, ¢y € F = p~'(by) kantapisteet.
Maarittelemme n.s. reunakuvauksen

0: WH(B, bo) — 7Tn,1(F, 60)

jokaisella n > 1.
Arvolla n = 0 méaaritellddn m (X, x¢) = X'm polkukomponenttien joukko (eli
7o(X, zo) = [SY, X]o); joukkoon (X, ) ei maaritella ryhméastruktuuria.
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Alkio [o] € m,(B,by) voidaan esittdéd kuvauksena a: (I™,0I") — (B, by).
Merkitdan I° = {0}, JO = {1} € I', ja

I"=1"x0cCI" J'=I"x1)U(@I"xI)cCI" n>1,
jolloin I U J™ = 9I" ja I" N J™ = O™ jokaisella n > 0.
Koska {1} C I ja I™ C I" ovat kofibraatioita, on J* C I" x [ = ["*!
kofibraatio (tulolause 5.12). Lisdksi J" ja I"™! ovat kutistuvia, joten J" C

I on homotopiaekvivalenssi.
Lauseen 7.11 nojalla o voidaan nostaa kuvaukseksi

B (1", J" ) — (E,e) :

CEO

Jn—l . F

L)

Huom. a(J" ') = {by}. Koska pB(I"~ ') = a(I™') C «(0I") = {by}, on
B(I"1) C F, joten B:n rajoittuma midrad kuvauksen

v (I 01" — (Feg)
v =B
Lause 7.17 Kuvaus
0:mn (B, by) = mp_1(F, €q)
o] =[]
on hyvin mddritelty, kun n > 1 ja homomorfismi, kun n > 2.

Todistus. Olkoot «,a’: (I",0I") — (B,by) kuvauksia, 3,3 (I",J"1) —
(E, ep) niiden nostoja ja H:a ~ o/ homotopia rel 9I". Mééritellddn kuvaus

ffA=(I"x0)uUJ" ' xHUu(I"x1) = E

siten, ettd f(z,0) = B(z), f(x,1) = (x), kun = € I" ja f(x,t) = ey, kun
(x,t) € J*71 x I. Talléin po f = H|A.

A f

£ Ffzp

_[nX]?
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Tulolauseen nojalla A C I™ x I on kofibraatio, ja koska A ja I x I ovat kutis-
tuvia, inkluusio on homotopiaekvivalenssi. Lauseen 7.11 nojalla f voidaan
jatkaa H:n nostoksi F:I" x I — E. Sen rajoittuma joukolle I"~! x I on
homotopia v ~ «/ rel 9I""!. Kuvaus 9 on siis hyvin mééritelty.

Olkoon nyt n > 2. Jos 3, ' ovat kuvausten «, o’ nostot siten, etta 3(J" 1) =
B'(J"1) = ep, niin BB’ on kuvauksen aa’ nosto, ja

BB = (BB,
Siis
A([a]la’]) = d([aa’]) = [(BIT"1)(B'|I")] = 9[e)0l’]. O
Inkluusio #: F' C E ja kuvaus p: E — B indusoivat kuvaukset

To(F, e0) —2> a0 (E, €0) —2= 1, (B, b)

jokaisella n > 0. Kun n > 1, ovat i, ja p, ryhmahomomorfismeja. Edellisen
lauseen reunakuvauksen 0 avulla ndmaé lyhyet jonot voidaan yhdistaa heikon
fibraation homotopiajonoksi

=

_9 7 (F, €o) ey Tn(E, €o) B (B, by) _9, Tn_1(F, €9) —

4“> 7T0(E, 60) L 7T0(B, bo) —0.
Maaritelma 7.18 Kolmen ryhman ja homomorfismin muodostama jono

R e e

on eksakti kohdassa G, jos Im(f) = Ker(g).
Pitkd jono ryhmid ja homomorfismeja

Srnt1 In

T LN R e B ——

on eksakti jono, jos sen jokainen kolmen perakkaisen ryhman muodostama
osajono on eksakti keskikohdassaan.
Lyhyt eksakti jono on muotoa

0 oL q 0

oleva eksakti jono.
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Esimerkki 7.19 1) Jono

0—>H-1>@

on eksakti jos ja vain jos Ker(f) =0 eli f on injektio.
2) Jono
H-1-G—0

on eksakti jos ja vain jos Im(f) = G eli f on surjektio.

3) Jono

f

0 H G 0

on eksakti jos ja vain jos f on isomorfismi.
Lause 7.20 Heikon fibraation homotopiajono on eksakti.

Todistus. 1) Eksaktisuus kohdassa m, (F, e), n > 0:
i1 (B, bo) —2—> 10 (F, e0) —>1,(E, )
"Tm(9) C Ker(i,)”: Jos [y] = 9[a], niin v = B|I™ x 0, missa B: ("1, J")

(E,ep). Télloin 5y = BII™ x {t} antaa homotopian i oy = [y ~ [
Ce, T€L OI™, joten i.[y] = [ce,)-

4

"Ker(i,) C Im(0)”: Jos i.[y] = [¢e,], niin on olemassa homotopia H: I" x [ —
E rel OI™ siten, ettd Hy = it oy ja Hy = ¢.,. Talloin H(J") = eq, joten
H: (I, J") — (F,eq). Koska po H(I") = poioy(I") C p(F) = {by}, on
a=po H: (I oI"™) — (B, ) ja [y] = d]a].

2) Eksaktisuus kohdassa 7,(E, ep), n > 0:

Ta(F, e0) == mn(E, o) === (B, bo)
"Im(i,) C Ker(p.)": Jos [y] € ma(F €o), niin puis[y] = [poioq] = [c].
"Ker(py) C Im(i,)”: Jos pu[f] = [cy,], missd p: (I",01") — (FE,ep), niin

on olemassa homotopia H:I" x I — B rel 01" siten, ettd Hy = po 3 ja
H, = ¢,. Maaritellaan f: (1" x 0) U (01" x I) — E siten, ettd f|I" x 0=/
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ja f|lOI™ x I = ey. Lauseen 7.12 nojalla f voidaan jatkaa H:n nostoksi
G:I"xI— FE.

(I"x 0)U @I x 1)L —~E
P
" x T — B

H
Merkitdan 3 = G;. Koska po 8’ = Hy = ¢, on §'(I") C F. Siis [3] = [f'] €
Im(i,).

3) Eksaktisuus kohdassa m,(B,by), n > 1:

(B, €0) == 7o (B, by) — 2= m,_1(F, )

"Im(p.) C Ker(9)”: Jos [a] € Im(p,), niin o = p o 3, missa [: (I",0I") —
(E, eg). Mééritelman mukaan 9[a] = [B|I" x 0] = [ce,]-

"Ker(9) C Im(p«)”: Olkoon a: (I™,0I™) — (B,by) siten, ettd dja] = [ce,].
Olkoon B: (I, J* ') — (E,ep) a:n nosto ja

=B (I 01 = (Fe),
kuten 0:n konstruktiossa. Valitaan homotopia
H:I"'xT—F, Hico ~~yrel 01"\

Nyt H voidaan tulkita kuvaukseksi H: I™ — F', jolle

H(I™ ' x0udIl™ !t x I)={eg}.
Viimeisen koordinaatin avulla lasketun komposition *

f'=Hxp:(I",0I") — (F,¢e)
projektio p o ' = ¢y, * . Nyt

o] = [cy, x o] = [po 5] = p.[5] € Im(p,). O

Korollaari 7.21 Olkoon p heikko fibraatio, by € B, ey € F = p~1(by). Jos
siie F' on diskreetti (esim. jos p on peitekuvaus), niin

2% Wn(E> 60) — Wn(B, bo)

on isomorfismi, kun n > 2 ja injektio, kun n = 1.
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Todistus. Koska F' on diskreetti, on 7,(F,ey) = 0, kun n > 1. Kun n > 2,
saadaan p:n eksaktista homotopiajonosta

00— mo(E, e0) > m,(B, by) — 0,

joten Esimerkin 7.19 kohdan 3) nojalla p, on isomorfismi.
Jonon loppupaa on

04>71(E,60) LTM(B,()Q) 84>

joten Esimerkin 7.19 1)-kohdan nojalla p, on injektio, kun n =1. O

Huomautus 7.22 Jos lisiksi E on polkuyhtendinen, voidaan osoittaa, ettd

0 indusot bijektion
7T1(B, bo)/p*’ﬂ'l(E, 60) — I

(Vrt. peiteavaruuksille vastaava tulos: Massey, s. 162)

7.3 Esimerkkeja

Freudenthalin teoreemasta (kts. harjoitukset) seuraa, etta m(S™) = 0, kun 0 <
k < n, mutta tama voidaan todistaa myos suoraan.

Lause 7.23
m(S") =0, kun 0 < k < n.

Todistus. Pallot ovat polkuyhtenéisid (Topologia I, 14.28.5), joten
m(S™) =0, kun n > 0.

Pallot ovat yhdesti yhtenaisia, kun n > 1 Lauseen 1.6 nojalla, eli
m(S") =0, kun n > 1.

Osoitetaan viite induktiolla k:mn suhteen (ja samanaikaisesti jokaiselle n > k).
Olkoon 2 < k < n ja oletetaan, ettd viite m,(S™) = 0, kun ¢ < m, on jo
todistettu arvoilla ¢ < k.

Peitetaan S™ avoimilla joukoilla kuten aiemmin:

S"=U UUs, Uy =85"\{ens1}, Uo=S5"\{—ent1}
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jolloin

Uy~Uy~R" ja UNUy~ S 'x]—1,1[ ~ 5" L
Esitetdin mielivaltainen alkio [f] € 7, (S™) kuvauksena f: (I*, 9I%) — (S™, po).
Koska (U, pg) on kutistuva, riittda osoittaa, etta

f~grel OI*, jossa g(I*) C U;.
Jaetaan I* pikkukuutioihin
K=K(a,r,L)={zcR*|a; <x; <a;+r, kani € L, 2; = a;, kuni & L},

missi 7 > 0, a = (ay,...,ar) € I*, a+7r = (a1 +7,...,ap +7) € I* ja
L c{1,2,..,k} (voiolla L = ).

Kuution K sivut ovat K’ C K, jotka saadaan asettamalla lisdehtoja x; = a;
tali x; = a; + r joillakin ¢ € L ja reuna 0K C K on K:n aitojen sivujen
yhdiste.

Valitaan kuution I* peitteelle {f~1(U), f~1(Us)} Lebesguen luku A > 0.
Valitaan n siten, ettid diam(K(a,1/n)) = vVk/n < X ja jactaan I*m kukin
koordinaatti tasavalisesti n osaan.

Tallsin I* tulee jaettua pikkukuutioihin, joiden kuvat f(K) C U tai f(K) C
U,. Merkitaan

A= |J K K= |J K K,=AUK"
£

K)CU; dim(K)<gq

jOHOiH f((?[k) =Do € Ul, joten 8[’“ C A, A= K_l C KO c---C Kk = [k
Konstruoidaan induktiivisesti kuvaukset g,: K, — S™, —1 < g < k siten,
etta

(1) 9ol A= flA, gyl Ky 1 = g4

(2) Jos x € K, f(z) € Us, niin g,(x) € Uy N Us.

Valitaan ¢_; = f|]A. Olkoon g, jo konstruoitu ja K C K1, K ¢ K,. Siis
dim(K)=q+1<kjaK ¢ A Taloin f(K) C Us, joten ehdon (2) nojalla
9,(0K) C Uy NUy = S" L.
Nyt g < k < n—1, joten U;NUs; on induktio-oletuksen mukaan g-yhtenainen.
Koska (K,0K) ~ (B! 59), on g,lla jatke K — U; N Us, joka asetetaan
gq+1:1 arvoksi kuutiolla K.
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Olkoon g = g;: I* — S™. Télléin g(I*) C U;. Lause on siis todistettu, kun
osoitamme, ettd f ~ g rel 9I*.

Kiinnitetaan homeomorfismi Uy ~ R" ja siirretdan sen valityksella Us:lle
lineaarinen struktuuri. Madritellisn H: I* x I — S™ kaavalla

| —enta, jos f(x) = —enp1
Hiz,t) = { (1 —+t)f(m) +tg(z), jos f(z) € Ua.

Kuvauksen H jatkuvuus riittdi tarkistaa kullakin pikkukuutiolla K C I*.
Jos f(K) C Uy, on K C A, f|K = g|K ja H on vakiohomotopia. Muutoin
f(K) C U, g(K) C U, ja vain jalkimméinen kaava tulee kyseeseen, joten H
on jatkuva K:ssa. Koska H on homotopia rel A ja dI¥ C A, on f ~ grel OI*.
O

7.4 Hopfin kuvaus S° — 52

Kaytetaan seuraavassa kompleksilukumerkintéja
S® = {(w1, 19,73, 14) € R* | 22 +ai+as =1} = {(2,7)) € C* | 22+2'7 = 1}.

Myos samastetaan S? ja Riemannin pallo C U {oo} stereografisen projektion
e: 5% — C U {oo} valityksella:

——(z+1y), jos (= (z,y,2)€S?CR3 z<1
e(¢) = : e
00, Jos C - (07 07 1)

Maaritellaan kuvaus

.qQ3 2 _

p:S° = S*=CU {0}

kaavalla / L

n | 2/, jos 2 #0

p(z,z)-{oo’ jos 2/ = 0.

Jatkuvuus: HT. B
Osoitetaan, ettd (S?, p, 53, S1) on sdiekimppu (S = {¢ € C| (¢ =1}).
Olkoon U = 5%\ {oo} (= C) ja V = 5\ {(0,0, 1)} (= (C\ {0}) U {oo}).

Maaritelladn homeomorfismi

Qu: U xSt —>p71U

SOU(ZaC):( o ‘ )

Vzz+1 Vzz2+1

kaavalla
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Silla on kianteiskuvaus

wU:p_lU — U X Sl,

wU(zaz/> = (57 ‘z_/’) .

Hyvin maaritelty, jatkuvuus jne. HT
Lisiksi p o ¢u(z,) = 2 = pri(2,C), joten po gy = pry.
Maaritellaan sitten homeomorfismi

Yy V x Sl — p_l‘/

kaavalla

1€ Eils .
pv(z,Q) = (m Vertl ﬂ) , Jos z€ C\ {0}

Silla on kdanteiskuvaus

Pvip V= VxS

Yy (2, 2') = (5’ |j_‘>  Jos 270
’ (00,2), josz' =0.

Hyvin maaritelty, jatkuvuus jne. HT

Lisaksi

2, jos z € C\ {0}

powv(z() = { p(¢,0) =00, jos z =00

} — 2 =pri(=0),

joten p o gy = pry.
Siis (52, p, S3,51) on siiekimppu, erityisesti se on heikko fibraatio Lauseen
7.15 nojalla. Fibraation homotopiajonosta saadaan

o= Mo (Sh) = m(S?) — ma(S?) = T (ST — m(S?) — ...
(koska m5(S5%) = m1(S?) = 0), etta
71'2(52) = 7T1(Sl) = 7.

Huomautus 7.24 Tiedolla w5(S5?) = Z on samanlaisia seurauksia kuin tiedolla
m(SY) = Z aiemmin:
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o S? eiole B%:n retrakti
o jokaisella jatkuvalla f: B> — B3 on kiintopiste
e 52 ja S™ eivdt ole homotopiackvivalentit, kun n > 3

e R? ja R" eivit ole homeomorfiset, kun n > 4.
Freudenthalin teoreemasta saadaan:
T (S") =2 Z
jokaisella n > 1 ja e.m. tuloksista saadaan vield yleisemmat versiot:
o S™1 ¢jole B™:n retrakti, n > 1
o jokaisella jatkuvalla f: B® — B™ on kiintopiste

e S" ja S™ eiwvdt ole homotopiaekvivalentit, kun n # m

R™ ja R™ eivat ole homeomorfiset, kun n # m

Borsukin-Ulamin lause: jos g: S™ — R™ on jatkuva, nitn on olemassa
x € S" siten, etti g(x) = g(—x).

Hopfin kuvauksen avulla nihdéin myds, etti m3(S?) # 0, osoittamalla ettd p
ei ole nollahomotooppinen. Antiteesi: On olemassa homotopia H: S x I —
S% p =~y (x0 € 5?).
Koska p on sdiekimpun projektio, se on fibraatio (Lause 7.16), joten H:lla on
nosto H: 53 x I — S3:

5% x 04~ g3

L

SSXI?SQ

Siis Hy = id ja po H = H. Nyt po Hy(z) = Hy(x) = 0, joten H,(S?) C
pHzo) ~ S'. Koska m3(S') = 0 (Esimerkki 6.10), on H; nollahomotoop-
pinen. Siis myds Hy = id on nollahomotooppinen, joten S on kutistuva.
Téstd seuraa, ettd m(S3) = 0 jokaisella & > 0, miki on ristiriita, koska
m3(5%) # 0 (harj.tehtava x.x).
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Siis p ei ole nollahomotooppinen ja 73(S?) # 0. Itse asiassa homotopiajonossa
o= (ST = w3(S?) — m3(S?) = m(S) — ...
on m3(S) = 0 ja m(S) = 0, joten
m3(5%) =2 m3(S°) & Z.
Jonosta nahdaan myos: mp,(S?) = m,(S?) jokaisella k > 3.

Huomautus 7.25 Hopfin kuvaus p: S — S? on erikoistapaus yleisemmiistd
esimerkisti: Jos z € S*tL c C"*! ja ¢ € St C C, niin (z € S,
Mddritelliin z ~ 2’ (€ S**1) jos ja vain jos 2 = (z jollakin ¢ € S ja
maaritelldan

CPn:SQn+1/N.

Merkitiin vastaavaa tekijikuvausta p,: St — CP". Voidaan osoittaa,
etta

(CPn,p, S2n+1’ Sl)

on sdiekimppu. Lisiksi voidaan osoittaa, etti CP' ~ S? siten, etti p, =
p: S% — S2.
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