Homotopiateoria
Harjoitus 9. Ratkaisuja.

1. Olkoon g kuvauksen f homotopiakdanteiskuvaus ja merkitdén x; = g(yo).
Merkitaan lisaksi H: X x I — X homotopiaa go f ~ idy. Nyt a: ] —
X, «at) = H(wo,t) on polku X:ssé pisteestd x; pisteeseen zo: H(z9,0) =
9(f(zo)) = 1, H(wo,1) = xg. Tarkastellaan kaaviota

{yo} x 0 {yo} x I
| N\
Y x 0 Y x I

X

jossa &(yo,t) = a(t) ja g(y,0) = g(y). Kaavio kommutoi, koska g(yo) = «(0).
Koska inkluusio {yo} C Y on kofibraatio, on olemassa F:Y x I — X
siten, etta koko kaavio kommutoi, merkitdan g = F;. Nyt g on kuvauk-
sen f homotopiakaanteiskuvaus, koska g ~ g, jolloin go f >~ go f ~ idy ja
fog~ fog=~idy. Lisdksi g(yo) = F(yo,1) = a(1) = xo.

2. Madéritelldén funktio F: X x {0,1} U A x I — Y kaavoilla
F(z,0) = fi(x), z € X,
F(z,1) = fa(z), z€ X ja
F(a,t) = fi(a) = fa(a), a € A, t € I.

On helppo tarkistaa, etta F' on hyvin maéritelty ja jatkuva. Kofibraatioiden
tulolauseen (Korollaari 5.12) nojalla inkluusio

X x{0,1}UAXxTCXxI

on kofibraatio, joten Lauseen 5.9 nojalla F:llad on jatke H: X x I — Y.
Selvasti H on homotopia f; ~ fo rel A.

3. Merkitaan avaruuden X alkioita (z,)menrr, Tm € I jokaisella m € M.
Osoitetaan ensin, ettd A on X:n vahva deformaatioretrakti: Maaritellaan

HXxI—X



(Tm)mem,t) = (1 =) Zm)mem-

Kuvauksen H komponenttikuvaukset ovat muotoa

prxL

X x1 IxIT 2 sT

(), t) = (T, 1 — ) = (1 — t)xp,,

joten H on jatkuva (Lause V:7.10). Selvésti H on vahva deformaatioretrak-
tio.

Osoitetaan sitten, ettd A ei ole nollakohtajoukko. Antiteesi: ¢: X — I on
jatkuva kuvaus ja A = ¢~1(0). Talléin olisi

A= (0) = u! (ﬂ[o, %[) —Nu D, %[.

Nyt u=1[0, %[ on A:n ymparisto X:ssé, joten on olemassa darellinen joukko
E, C M siten, etta

1
AcC ] Uncu'o, =],
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missd U, = [ jokaisella m € M \ E,. Koska M on ylinumeroituva, ei voi
olla U B, = M, joten on olemassa my € M siten, etta
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jokaisella n € N, missa

Vm:{ {0}7 josm#mo

1, jos m = my.
Téamé on ristiriita, koska NS u™*[0, £[= {0}M.

4. a) Olkoon i: {xp} — X inkluusio ja r: X — {z¢} vakiokuvaus. T&ll6in
roi =id, jaior = ¢, ~ idy, koska X on kutistuva. Siis ¢ on homotopia-
ekvivalenssi. Lauseen 5.13 nojalla {x¢} on X:n vahva deformaatioretrakti,
misté seuraa, etté c,, = ior ~ idy rel zo. Siis (X, x) on kantapistekutistuva.
b) Jos {(0,1)} C X olisi kofibraatio, olisi edellisen nojalla (X, (0,1)) kan-

tapistekutistuva, mika on ristiriita harjoitustehtavéan 2:6 kanssa.
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5. a) Koska A C X on kofibraatio, on olemassa retraktio m X x I — X X
0U A x I. Tarkastellaan kaaviota

X xIT - Xx0UAXIT

ﬁXidL l(ﬂXid)

X/Ax T (X/A) xOU{A} x I

T’A

Madritellaan 7 siten, ettd kaavio kommutoi, t.s.: jos (Z,t) € X/A x I, niin
valitaan x € 771(7), ja maaritellaan #(z,t) = (7 x id)(r(z, 1)).

Funktio on hyvin mééaritelty: Olkoon (Z,t) = (7/,t') € X/AxI. Josx € X\ A
tai 2 € X \ A, niin vélttdmattad =’ = z ja t’ = ¢, jolloin asia on selvi. Jos
taas z,2’ € A, niin t =’ ja

H(Z 1) = (r xid)(r(2/,t)) = (r x id)(2/, ') = (&', ¢) = (Z,t) = ... = 7(Z, 1).
Osoitetaan seuraavaksi kuvauksen 7 jatkuvuus: Koska X on kompakti Haus-
dorffin avaruus, se on normaali (V:15.12), joten se on sddnnollinen ja avaruus
X/A on siten Hausdorffin avaruus (V: tehtdva 11:7). Nyt siis X x I on kom-
pakti, X/A x I on Hausdorff, joten Lauseen V:15.16 nojalla 7 X id on samas-
tuskuvaus. Koska nyt 7 o (7 x id) on jatkuva ja 7 x id on samastuskuvaus,
on 7 jatkuva (kts. V:8.5 ja V:8.6).

Lisaksi

3>

7(z,0) = (7 x id)(r(z,0)) = (7 x id)(z,0) = (z,0)
jokaisella T € X/A ja

r({A},t) = (7 x id)(r(a,t)) = (7 x id)(a,t) = ({A}, 1)

jokaisella t € I (a € A), joten 7 on retraktio.

b) Huomataan ensin, ettd jos X on avaruus, o € X hyva kantapiste ja
f: X — Y homeomorfismi, jolla f(zg) = yo, niin myds yo on hyva kantapiste:
jos m: X x I — (X x0)U ({zo} x I) on retraktio, niin yhdistetty kuvaus

Y x 172X g " (X % 0)U ({zo} x 1) % (v % 0) U ({yo)} x 1)

on retraktio, eli yo on hyva kantapiste.
On olemassa homeomorfismi 7: B"/S"™! — S™ jossa 7({S"'}) = e,y (kts.
luennot, s. 4-5), joten a)-kohdan nojalla e,1 on hyvé kantapiste S™:lle. Jos



po € S™ on mielivaltainen, on olemassa homeomorfismi f:S™ — S™, jolle
Po = €,11, Mista seuraa, ettd myos py on hyva kantapiste.

6. a) Koska S™ on homogeeninen (kts. edellinen tehtévi), voidaan olettaa,
etta po = epy1.
Osoitetaan ensin, etta

O[] f:(S™ eny1) — (X, 30) jatkuva} — {g | g: (B™, S" 1) — (X, z¢) jatkuva}

fr—=fom
on bijektio.
¢ on injektio: Jos fom = f o, niin (koska 7 on surjektio), on f = f.
¢ on surjektio: Jos g: B® — X on jatkuva funktio siten, ettd g(S"') = ax,
voidaan maaritella funktio f: S™ — X siten, etta kaavio

Bn

SN

kommutoi: f(y) = g(z), missa x € 7 (y). Tassi

_ 1 piste, jos y # eny1
1 _ ) n+
T = { S" josy = enpr

Funktio f on hyvin méairitelty, koska oletuksen nojalla g(S™"!') = zy. Koska

B"™ on kompakti ja S™ on Hausdorff, on 7 samastuskuvaus (V:15.16). Siis f
on jatkuva (V:8.5), ja f(enr1) = xg. Siis g = f o, joten ¢ on surjektio.
Siis ¢ on bijektio.

My06s homotopioiden valille saadaan vastaavuus:

f~freley, & for~ flomrel S"7:

Jos K: f ~ f"rel e, 11, niin H =Ko (7 xid): for ~ f o rel S"71.
Jos taas H: f o ~ f'ox rel S"!, niin voidaan maéiritella K siten, ettd
kaavio B

B" x 1

WXidL a

SnX]K—>X
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kommutoi (kuten ylld méariteltiin f). Jatkuvuus seuraa siitd, ettd 7 x id on
samastuskuvaus (sama perustelu kuin ylld). K on homotopia f ~ f’ rel €,.
Tasta seuraa, etta bijektion ¢ avulla saadaan bijektio

[flo = [f o]

homotopialuokkien joukkojen valille.

b) Voidaan todistaa vastaavasti kuin a)-kohta.



