Homotopiateoria
Harjoitus 8. Ratkaisuja.

1. a) Olkoon X = {(1,0),(0,1)} C Z x Z ja f: X — G funktio, missi (G, +)
on mika tahansa Abelin ryhmé. Maaritellaan

fZXZ—G

kaavalla

(m,n)—m- f(1,0)+n- f(0,1).
Nyt f(1,0) = 1- £(1,0)40-£(0,1) = £(0,1), vastaavasti f(0,1) = 0- f(1,0)+
1-£(0,1) = f(0,1).

Kuvaus f on homomorfismi, koska

f((m,n) + (m',n")) = f(m +m',n+n') = (m+m') f(1,0) + (n +n") £(0,1)

Huom. kolmannessa vilivaiheessa kiytettiin oletusta "G Abelin ryhma”.
Yksikasitteisyys: Jos f on mika tahansa homomorfismi Z x Z — G, jolle

£(1,0) = £(1,0) ja f(0,1) = f(0,1), niin
fm,n) =m- f(1,0)+n- f(0,1) =m- f(1,0)+n- f(0,1) = f(m,n)

jokaisella m,n € Z, joten f = f. Ensimméisessd vélivaiheessa kiytettiin
oletusta ” f homomorfismi”. Tama todistaa yksikasitteisyyden.

b) Olkoon G miké tahansa ei-kommutatiivinen ryhma ja a,b € G siten, etti
ab # ba. Tilloin funktiota f: X — G, f(1,0) = a, f(0,1) = b, ei voida
jatkaa homomorfismiksi f:7Z x Z — G, koska talloin olisi

ab = f(1,0)-f(0,1) = f((1,0)+(0,1)) = F((0, 1)+(1,0)) = f(0,1)-f(1,0) = ba,
mika on ristiriita alkioiden a, b valinnan kanssa.

2. Maaritelldan ensin ¢1:Z — F({a,b}), ¥1(n) = a", ¥1(0) = 1, "tyhja
sana”. Vastaavasti ©5: Z — F({a,b}), 1a(n) = 0", 102(0) = 1. Naméa ovat
selvasti homomorfismeja, joten harjoitustehtavan 7:6 nojalla saadaan homo-
morfismi ¢: Z * Z — F({a,b}), jolle ¥ o p; = 1;, i = 1,2. Téssa funktiot o;
ovat kuten tehtavassa 7:6.



Koska 1(10) = ¢(¢1(1)) = ¢1(1) = a ja $(01) = ¢(pa(1)) = ¥2(1) = b, ja
alkiot a ja b virittdvat ryhmén F({a,b}), on v surjektio.
Injektiivisyys: Jos @y -+ 29, € Z * Z ja 1p(xy - - - 29,) = 1, niin

¢($1 o '$2n) = 7/J1(5L’1)¢2(952) e '¢2($2n) =a"b? - b =1,

Tasta seuraa, etta xry = x5 = ... = 9, = 0, jolloin zy--- x5, = 00, neu-
traalialkio ryhmaéssa Z * Z. Siis ¢ on injektio.
Saatiin, ettd ¢ on isomorfismi Z * Z — F({a, b}).

3. a) Funktion maééritelmd on mielekéds, koska kompaktissa joukossa C
médritelty jatkuva kuvaus ¢ — ¢(z, ¢) saavuttaa suurimman arvonsa.
Olkoon =z € X, f(z) =y jae>0.

Téll6in p(x, ¢) < y jokaisella ¢ € C. Koska ¢ on jatkuva, jokaista ¢ € C kohti
on olemassa pisteiden z ja ¢ ympéristot U, ja V. siten, ettd ¢(U. x V) C
| — oo,y + ¢[. Koska C on kompakti, sen peitteella {V.}.cc on &érellinen
osapeite {V,, }7,. Talloin U, = N}, U,, on x:n ympéristo, joka toteuttaa

o(Up x C) C ] — o0,y + ¢,
jolloin myos
(%) f(Ur) C]—o0,y+el

Toisaalta y = f(z) = ¢(x,co) jollakin ¢y € C. Koska ¢ on jatkuva, on
olemassa x:n ymparisto U, siten, etta

() o(Uz x {co}) Cly — €,y + €.

Jos nyt 2’ € Uy N Us, niin (*):n nojalla

f@) <y+e
ja (x%):m nojalla

f@?zg@@@%ﬂZ¢Wmd>y—a

joten
fULNUy) Cly—e,y+ el

Tama todistaa jatkuvuuden.



b) Esim. f:R? — R, f(z,y) = min{|xy|,1}. Jos z = 0, on f(z,y) = 0
jokaisella y, joten ¢g(0) = 0. Jos x # 0, niin on olemassa y € R siten, ettd
lzy| = 1, joten g(x) = 1 jokaisella x € R\ {0}. Siis g on epéjatkuva.

4. Maaritellaan retraktio r: 1 x I — I x 0 U 0 x [ projisioimalla pisteesta
(2,2):
2—-22=0), >t
7”@775):{ ( ! %72) <t

Vaite seuraa nyt Lauseesta 5.5.

Yksinkertaisempikin kaava 16ytyy (Silja Polvi):

0,t—xz), <t
r(:v,t):{ (x —t,0), x>t

5. 1) Jos f: X — Y on jatkuva kuvaus ja H: X x I — Y homotopia, jolle
H(x,0) = f(z) jokaisella x € X niin H itse on vaadittu homotopia X x I —
Y.

2) Oletetaan, ettd : A — X ja 7: X — Z ovat kofibraatioita. Osoitetaan,
ettd joi: A — Z on kofibraatio.

Olkoon Y avaruus, f: Z — Y jatkuva ja H: A x I — Y homotopia siten, etta
H(a,0) = f(a) jokaisella a € A.

Nyt foj: X — Y on jatkuva ja H(a,0) = f(a) = f o j(a) jokaisella a € A.
Koska i: A — X on kofibraatio, on olemassa homotopia H: X x I — Y
siten, ettd H'(x,0) = f o j(z) = f(x) jokaisella x € X ja H'(a,t) = H(a,t)
jokaisella a € A, t € I.

Seuraavaksi sovelletaan kuvauksen j kofibraatio-ominaisuutta kuvauksiin f
ja H': Nyt f: Z — Y on jatkuva ja H': X x I — Y on homotopia siten, etté
H'(z,0) = f(x) jokaisella x € X, joten on olemassa homotopia F: Zx [ —Y
siten, ettd F'(z,0) = f(z) jokaisella z € Z ja F(z,t) = H'(z,t) jokaisella
re X, tel.

Nyt F' on etsitty homotopia, koska F(z,0) = f(z) jokaisella z € Z ja
F(a,t) = H'(a,t) = H(a,t) jokaisella a € A, t € I.



Huom. Tehtavan voi ratkaista myos kayttamalla retraktio-karakterisointia
(Juho Leppénen): Josr;: X x I — X x0UAXxTjarye:Zx1 — Zx0UX X1
ovat retraktioita, niin retraktio r: Z x [ — Z x 0U A x I voidaan maéaaritella

kaavalla
| ro(z,t), (x,t) € Tz_l(Z x 0)
r(z,t) = { ri(ra(z,1), (2,8) € ry (X x I).

3) Koska A < X on kofibraatio, niin on olemassa retraktio
r X xI—->Xx0UAxI
Lauseen 5.5 nojalla. On helppo tarkistaa, etta
R(BxX)xI—=((BxX)x0)U((BxA)xI)

R(b,z,t) = (b,r(z,1)),

on retraktio. Siis Lauseen 5.5 nojalla B x A — B x X on kofibraatio.

6. a) Jos a,b € R, merkitdén pisteiden a ja b vilistd janaa symbolilla [a, b]
(vaikka olisi @ > b). Jos a = b, on [a,b] = {a}.

Olkoot (z1,41), (z2,12) € R?\ Q% Nyt siis x; tai y; on irrationaalinen.
Tilanne on symmetrinen koordinaattien suhteen, joten voidaan olettaa, etta
1 on irrationaalinen. Koska xo tai y5 on irrationaalinen, saadaan kaksi
tapausta:

1) y irrationaalinen: talloin jana {z;} X [y1,ys] C R?*\ Q?, koska z; on irra-
tionaalinen. Samoin jana [z1, zo] x {2} C R*\Q?, koska y5 on irrationaalinen.
Néiden kahden janan muodostama murtoviiva antaa polun pisteestéd (z1,y;)
pisteeseen (zo, 1) avaruudessa R? \ Q2.



2) zy irrationaalinen: valitaan ensin irrationaaliluku r. Nyt jana {z;} X
[y1,7] € R?\ Q?, koska z; on irrationaalinen, jana [z1, 2] X {r} C R*\ Q?,
koska r on irrationaalinen ja jana {wxs} X [r,ys] C R?\ Q2 koska z, on
irrationaalinen. Naiden janojen yhdiste antaa halutun polun.

b) Valitaan kantapiste (xo, 40), Zo, %0 € R\ Q. Olkoon r € R\ Q. Tarkastel-
laan silmukkaa «,, joka muodostuu janoista {xo} X [vo,7], [%0, o + 1] X
{r}, {xo+ 1} X [yo,7] ja [xo,z0 + 1] X {yo}. Siis . on silmukka avaruudessa
R\ Q2.

Olkoot nyt " > r > yo, r,7’ € R\ Q. Téllaisia lukuja on ylinumeroituva
maara.

Osoitetaan, ettd a, ¢ a,s avaruudessa R? \ Q* . Talloin homotopialuokkia
on ylinumeroituva maara eli perusryhmé on ylinumeroituva.

Valitaan a € QN Jzg,z9 + 1[ ja b € QN |r,r'[. Nyt piste (a,b) on silmukan
o, 7sisalla” ) mutta silmukan «,. "ulkopuolella”. Voidaan pitaa tunnettuna,
etta talloin .. 7 o, avaruudessa R?\ {(a,b)}, joten ne eivit ole polkuhomo-
tooppiset myoskaan avaruudessa R? \ Q? (koska R? \ Q? C R?\ {(a,b)}).



