Homotopiateoria
Harjoitus 5. Ratkaisuja.

1. a) Kuvaus
- (Bn’ Sn_l) - (Sn7€n+1)7 W(y) = (2 1— |y|2ya 2|y|2_1) € R"XR ~ R™1.

[ ]
Im()]? = (41 = [y)|y*) + (@ly* — 4ly|* + 1)
=Aly]> —4ly/* + 4y —4ly* + 1 =1
eli m(y) € S™.

Joslyl=1,on7(y)=(2-0-4,2-1—1)=(0,1) eli 71(S™ 1) = e,41.

Jos w(y) = (0,1), on 2ly|> — 1 = 1 eli |y|> = 1, joten y € S"~!. Siis
7 (eny1) = SN

Edellisestd seuraa, ettd saadaan «|: B" — S™\ {ep41}-

7 on jatkuva, joten 7| on jatkuva.

Maaritellaan sitten
z

p:S" \{ent1}t — B", p(z,t) = m7

missa (z,t) € R" x R.

e Huom. tassd (z,t) € S™\ {ens1}, joten |z]2 + 12 =1 jat # 1.
e Nimittaja # 0, koska ¢ # 1.

[ ]
2

z
2(1— 1)
joten p(z,t) € B™.

I e & _1+t<1+1_1
C2(1—t) 21—t 2 2 7

e p on jatkuva.
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1+¢ z 1—1¢ z
:(2 1-— 5 m,t>:<2\/ 5 m,t>:(z,t).

Kolmannessa vilivaiheessa kiytettiin tietoa |z|? = 1 — 2.
Siis 7| on homeomorfismi kaénteiskuvauksenaan p.

b) Mééritelladan

©: S"\ {ens1, —€ni1} — St x (—-1,1)
z
(Z,t)'%(m,t), ZERn,tER
z

e Koska e,,1, —€,41 eivit ole maarittelyjoukossa, niin z # 0, joten z/|z|
on méaéritelty ja z/|z| € S"7!. Vastaavasti t &€ {—1,+1}, joten ¢t €
(—1,1).

e Jatkuvuus ok.
Maaritelladn sitten
S x (=1,1) = 8™\ {ent1, —ensa}
(z,t) = (V1—12-21t), zeR"teR.
e Koska —1<t<1l,onv1—-t2€R

e Koska |z| =1, on |(V1—2-2,t)| = /(1 — )22+ 2 = 1, eli kuva-
piste on pallolla S™.

e Koska t ¢ {—1,+1}, on kuvapiste joukossa S™ \ {€n+1, —€nt1}-
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e Jatkuvuus ok.
1 o =1id: Olkoon (z,t) € S™\ {€n+1, —€nt1}, jolloin
vop(z,t) =P(z/lz],t) = (VI =12 2/|z],1) = (2,1).

Viimeisessi vilivaiheessa kéiytettiin tietoa (z,t) € S", josta seuraa |z|* =
1 -2
o1 =1id: Olkoon (z,t) € S x (—1,1), jolloin

pot(zt) = (VI 2,1) = (%:ij't) — (/]2 ) = (,8).

Viimeisessi vilivaiheessa kiytettiin tietoa z € S771L.

2. Samastetaan seuraavassa 7(S*, 1) ja (Z, +) isomorfismin 4" +— n vilityksell.
Tapauksessa X = R on 7(X,z¢) = 0, joten my6s p.m(X,zo) = {0} C Z.
Olkoon nyt (X, x¢) = (S,1), p(z) = 2™, n € {1,2,...}. Ryhmén 7(X, )
virittaa luokka 7, v: I — S, y(s) = ™. Nyt p.(7) =Dpo7 ja (poy)(s) =
(e2is)n = e2™is joten

p*(i/) =",
jota isomorfismissa vastaa n € Z. Koska alkio 4 virittdd ryhmén 7(X, xo),
niin p,(y) virittda ryhmén p.w(X, z¢), joten

pa7(X, o) =nZ C Z.

3. Valitaan kantapiste xzoq € U,.

Osoitetaan ensin, ettd X on polkuyhtenidinen. Olkoot z,y € X, valitaan
ni,ny € N siten, ettd x € U,,,y € U,,. Merkitddn n = max{n,ns}, jolloin
z,y € U, (koska Uy C Uy C ...). Koska U, on oletuksen nojalla polkuyh-
tendinen, x ja y voidaan yhdistda polulla U,:ssi, eli myos X:ssa. Siis X on
polkuyhtenainen.

Olkoon sitten @ € Q(X,xg). Osoitetaan, ettd a on nollahomotooppinen.
Koska kuvajoukko «(I) on kompakti ja avoimet joukot U, peittdavit X:n,
niin on olemassa &dérellinen osapeite U,,, ..., U,, joukolle a(I). Jos merkitaén
ny = max{ni,...,ny}, on siis a(l) C U,, (koska Uy C Uy C ...). Koska U,,
on yhdesti yhtenainen, on a nollahomotooppinen U, :ssa, siis my0s X :ssa.



4. a) Riittaa osoittaa, ettd g ' Hg # 0 jaab™ € g-'Hg kaikillaa,b € g~ Hyg.
Koska e € H, on g teg =e € g 'Hg; siis g1 Hg # 0.
Olkoot nyt a = g~thig ja b = g 'hyg, missi hy,hy, € H. Talloin b1 =
g'hy'g ja
ab™ =g gy 'hy'g =g 'y g € g7 Hy,

viimeisessa valivaiheessa kaytettiin oletusta, ettd H on aliryhma, jolloin
tiedetddin, ettd hyhy' € H.
b) Lasketaan: selvisti g7'11g = I jokaisella g € Dj.

o ["'HI = H, joten ["'KT = {I, H}

® Rgy HRgy = RargHRgy = D'Rgg = V', joten Ry K Roo = {I,V'}

Rl_gl()HRISO = ngoHngo = Vngo = H, joten Rl_SIOKng() = {], H}
R2_710HR270 = RgoHRQm = DR270 = V, joten R2_710KR270 = {I, V}

H™'HH = H, joten H'KH = {I, H}

V-LHV = VHV = RigoV = H, joten V'KV = {I, H}

e D'HD =DHD = RyyD =V, joten D'KD = {I,V}
° (D/)*IHD’ =D'HD' = Ry;oD’ =V, joten (D’)’lKD’ ={I,V}.
Siis [K] = {{I, H}, {I.V}}.

5. 7=": Olkoon U @ X, V U:n polkukomponentti ja z € V. Koska X on
lokaalisti polkuyhtenainen, on olemassa pisteen x polkuyhtenainen ymparisto
W C U. Koska V on laajin z:n sisaltava U:n polkuyhtenéinen osajoukko, on
valttamatta W C V. Siis V' on avoin.

7<”: Olkoon z € X ja U x:n ymparisto. Lauseen ehdon nojalla U:n
x-polkukomponentti P(x,U) on avoin X:ssd. Nyt P(x,U) on x:n polkuy-
htenéinen ymparisto, joka C U. Siis X on lokaalisti polkuyhtenéinen.

6. a) Tarkastellaan funktiota
f: B* - R?
f(z,y) = (vrcosy — x> — y* + 1,y cos v — sin(27(2* + ¢*))),
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joka selvisti on jatkuva. Ympyrallda S on 2% + y? = 1, jolloin
f(z,y) = (zcosy,ycosz — sin(27(x® + 3°))).

Koska cos(—y) = cos(y), on —z cos(—y) = —x cos y, ja vastaavasti —y cos(—x)
—ycosx. Lisiksi (—2)® + (—y)? = —(2® + ¢?), ja tan(—2) = tanz. Siis
saadaan, ettd ympyralla S' péatee f(—xz,—y) = —f(x,y), joten Lauseen
V:24.14 nojalla funktiolla f on nollakohta. Tama nollakohta antaa ratkaisun
alkuperiiselle yhtaloparille.

b) Tarkastellaan funktiota )
g: B = R?
g(z,y) = (xcosy — a* —y* + 1, tan" ' (y cos x) — 27 (a® + °)),
joka on médritelty ja jatkuva kiekossa B?. Téssd tan™":R — (—m/2,7/2).
Vastaavasti kuten ylla télle funktiolle 16ydetain nollakohta (zg,y) € B2, eli

Lo COS Yo =22+t —1
tan™!(yo coszg) = 2m(zd + y3)

Ottamalla jalkimmaisessa yhtalossa puolittain funktio tan nadhdaan, etta
(20, yo) on ratkaisu alkuperéiselle yhtaloparille.

Toinen ratkaisu (Eske Ewert): Tarkastellaan funktiota
g: B = R?

g(x,y) = (xcosy — 2® —y* + 1,y cosz - cos(2m(a® + %)) — sin(27(2® + %)),

joka on maaritelty ja jatkuva kiekossatBQ. Vastaavasti kuten ylla talle funk-
tiolle 16ydetiin nollakohta (xg,v) € B2, eli

T COS 1Yo =5 +ys — 1
Yo cos T - cos(2m(xd + ) = sin(2m(zd + v3)).

Jakamalla jalkimmainen yht&lo luvulla cos(2m (z3+y3)) nahdéén, etté (zo, yo)
on ratkaisu alkuperéiselle yhtéloparille. Huomataan, etta cos(2w(xg +v3)) #
0, koska muutoin olisi toisen yhtalon nojalla myds sin(27 (2 +y3)) = 0, mika
ei ole mahdollista, koska funktioilla sin ja cos ei ole yhteisia nollakohtia.



