Homotopiateoria
Harjoitus 3. Ratkaisuja.

1. Olkoon a € (X, xp). On osoitettava, etta

g«(a) = o= f(a)a

eli

€y = g*(o_‘)ila_%f*d)a—
eli
(1) goa©-o--foa-T=7¢,.

Olkoon 2o = (1,1) € I? ja w € Q(I?, 2) neljan janapolun kompositio, joka
kiertaa nelion reunan vastapaivaan.

Maaritelladn F:1? — Y kaavalla F(s,t) = h(a(s),t), missda h: X x [ — Y
on homotopia f ~ g. Nyt

(2) F(s,1) = h(a(s), 1) = g(a(s)),
(3) F(0,t) = h(a(0),t) = h(xo, t) = o (1),
(4) F(s,0) = h(a(s),0) = f(a(s)),

ja

(5) F(1,t) = h(a(l),t) = h(xo,t) = o(t).

Tasta nahdaan, etta
FowI—=Y

on polku
(goa™)-(07)-(foa): (o) .
—— N e
(2) ®3) (4) 5)
(Huom. kadnteinen suunta kohdissa (2) ja (3)). Koska I? on konveksi, on
w ~ €, [*:ssa, mista seuraa, ettd Fow ~ Foe,, =€, Y:ssi. Siis kaava (1)
patee.



Huom. Homotopialle 0 (f o a)o ~ g o o voi 10ytaé seuraavan lausekkeen
(Kristian Setélé):

o (3(1 —t)s), jos 0<s<1/3
H(s,t) =< h(a((s—13)),1), jos 1/3 <s<2/3
c(3(1—t)(s—2)+1), jos2/3<s<1.

2. Olkoon f: X — Y homotopiaekvivalenssi, g: Y — X f:n homotopiakaan-

teiskuvaus ja xg € X.
Koska g o f ~ idx, on edellisen tehtavin nojalla

(g o f)* =040 (idX)*7
missd o on polku X:ssé pisteestd xq pisteeseen gf(xg). Siis
(go f)e=o0pm(X,20) = 7(X, gf(20)).

Vastaavasti saadaan

(f o g) =y 7(Y, flxo)) = 7(Y, fgf (o)),

missd v on polku Y:ssé pisteesta f(xg) pisteeseen fgf(xg).
Homomorfismit oy ja 4 ovat isomorfismeja, joten (go f), = g.o fi ja (fog). =
f« © g, ovat isomorfismeja:

(X, o) —=7(Y, f(x0))

S . L
o

W(Xv gf(xO))
(Y, f(z0))

g =

7(X, 9 (20) —=7(Y: o (x0).

Huom. Y1l olevissa kaavioissa funktio g, on sama (samojen ryhmien vélinen),
mutta f, ei ole (tdsmaéllisempéad olisi merkita toista funktioista f, tms.).

Koska oy on bijektio, on ylemman kaavion nojalla g, surjektio. Koska 74 on
bijektio, on alemman kaavion nojalla g, injektio. Siis g. on bijektio. Koska
ylemmaéssé kaaviossa oy ja g, ovat bijektioita, on f, bijektio, siis isomorfismi.
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3. Olkoon (Y,yo) = (S',1), a = ¢ ja B:1 — Y polku §(t) = '™ Tun-
netusti (Lause V:25.2) on a # 3. Olkoon (X, x¢) = (S',1) ja p peitekuvaus
p: St — SY p(z) = 2% Nyt @ = €y, joten &(1) = 1. Lisdksi polun 8 nosto
on polku §: B(t) = 2™ koska

po B(t) — p(e2m't> _ (e2wit>2 _ 647rz't _ B(t)

Siis

B(1) =e*™ =1=a(l).

o

Helpompi esimerkki (Silja Polvi): (X,zo) = (Y,y) = (S, 1), p = idg,
a(t) = e*™ ja B(t) = e *™*. Talloin &(1) = B(1) = 1, mutta a % f3.

4. a) Olkoon p: X — Y peitekuvaus.

1) p surjektio: siséltyy méaaritelmaén.

2) p avoin: Olkoon U @ X, y € pU. Olkoon V y:n peiteymparisto ja p~'V =
UjesU; kuten mééritelmésséd. Valitaan x € U siten, ettd p(z) = y ja olkoon
Uj, se joukoista Uj, joka sisaltaa pisteen x. Nyt U;y NU @Uj,.

Koska p|: Uj, — V on homeomorfismi, on p(U;, NU) @V e Y. Siis p(U;,NU)
on y:n ympéristd ja p(U;, NU) C pU, joten pU on avoin.

3) p immersio: Olkoon =z € X. Olkoon y = p(x), V y:n peiteympéristo,
p 'V = U, U; kuten edella ja jo € J siten, ettd z € Uj;,. Nyt Uj, on z:n
ymparisto ja p|: Uj, — V on homeomorfismi, joten p|Uj,: U;, — Y on upotus.
Siis p on immersio.

Huom. Vaisalan kirjassa sana "kuvaus” ei sisalla oletusta jatkuvuudesta.
Esim. immersion méaritelmasta seuraa, ettd immersio on aina jatkuva. Siis
myos peitekuvaus on aina jatkuva.

b) Koska peitekuvaus on aina jatkuva avoin surjektio, se on samastuskuvaus
Lauseen V:8.9 nojalla.

5. 1) (p«, q«) on homomorfismi:

(s, @ )(@B) = (p.(aB), g (aB)) = (pe(@)ps(B), (@) (B))

Toisessa vilivaiheessa kaytettiin tietoa, ettd p, ja ¢, ovat homomorfismeja ja
kolmannessa valivaiheessa kaytettiin tuloryhman laskutoimituksen maaritelmaa.



2) (ps, ¢x) on injektio: Olkoon A € 7(X XY, (0, o)) luokka, jolle (p,, ¢,)(\) =
(€xo- €0 ), joka on tuloryhmén neutraalialkio. Osoitetaan, ettd A = € yo)-
Nyt siis p.(A) = po X =&, eli po A ~ €,; olkoon Hi:I x I — X polkuho-
motopia p o A ~ €,,. Vastaavasti olkoon Hy: I x I — Y polkuhomotopia
qo A~ €y

Nyt on helppo tarkistaa, etta

(Hy,Hy): I x1— X xY

(s,t) — (Hy(s,t), Ha(s,t))
on polkuhomotopia A = (po A, g o A) ~ (€x, €40) = €(a0,0)-
Siis A = 6($07y0).
3) (p«, q«) surjektio: Olkoon (A1, \2) € 7(X,x0) x 7(Y,90). Madritellidin
AT — X x Y kaavalla A(s) = (A1(s), A2(s)) eli A = (A1, A2). Nyt

(P @) (N) = (Po X, g0 N) = (A, Na).

Tama osoittaa surjektiivisuuden.
1),2) & 3) = (p«, ¢.) on isomorfismi.
Huom. Oletusta polkuyhtenaisyydesta ei tarvita.

6. 1) f: ST — R? jolloin f,:Z — 0 ei ole injektio

2) projektio R? — R, jolloin f,:0 — 0 on injektio; tai f on homotopiaekvi-
valenssi R? \ {0} — S', f(z) = z/|z|, jolloin f. on isomorfismi Z — Z

3) fi I — St t— e*™ jolloin f,:0 — Z ei ole surjektio

4) f:R — R?, jolloin f,:0 — 0 on surjektio; tai f on inkluusio S — R?\ {0},
jolloin f, on isomorfismi Z — Z.



