Homotopiateoria
Harjoitus 2. Ratkaisuja.

1. a) Koska Y on kutistuva, on olemassa homotopia h:Y x I — Y, idy ~
¢y, jollakin yo € Y (téssd siis ¢, on vakiokuvaus ¢y, (y) = yo). Merkitdéan

ot X — Y vakiokuvaus ¢ (z) = yo. Midritellian

HXxI—=Y

H(z,t) = h(f(2), 1)
Selvésti H on jatkuva. Lisdksi H(x,0) = h(f(x),0) = f(x) ja H(z,1) =
h(f(x),1) = yo jokaisella x € X, joten H: f ~ ¢, .
Vastaavasti g >~ ¢ , joten f ~c ~g.

b) Kts. Viisila, Esim. 21.10.2.

2. Merkitaén pisteiden (0,0),(1,0) ja (0,1) médrdédmééd kolmiota K:lla ja
liséksi merkitdan Sy = {0} x [1,00[, Sz = [1,00[x{0}, S5 = {0} %] — o0, 0]
ja S4 :] — O0,0] X {0}, jOHOiH X=KU Sl U 52 U Sg U 54.

Madritellaan sitten f: X — K:

a, josa € K
(0,1), josa€ S
fla) =< (1,0), josa€ Sy
(0,0), josa€ S;
(0,0), josa € Sy.

Merkitaan inkluusiota i: K — X. Selvasti f oi = idg. Janahomotopia
osoittaa, ettd ¢ o f ~ idyx. Siis K ~ X. Voidaan pitda tunnettuna, etta
K ~ S'. Siis X ~ S%.

3. Oletetaan, ettda X on polkuyhtenéinen, o € X ja a:l — X polku.
Osoitetaan ensin, etta a >~ €.
Maaritelladn

Hi:IxI—X

(s,t) — afts),

jolloin Hy: €q(0) =~ .



Olkoon § polku pisteestd a(0) pisteeseen xg. Madritelldan
HyIxI—X

(s,1) = B(1),

jolloin Hy: €40y 2 €4, Siis
Q= €q(0) = €Egp-

Olkoot nyt a,v: I — X polkuja. Osoitetaan, ettd a ~ ~: Edellisen nojalla
jokainen polku on homotooppinen vakiopolun €,, kanssa, joten

o €y Y.

4. Maaritellaan homotopia H osajoukoissa
A ={(s,t) | 0<t <1, 0<s<t/2},

Ay ={(s,0) |0<t <1, t/2<s<1/2},
Ay ={(s,0)|0<t<1,1/2<s<1—(t/2)}

ja
Ay={(s5,t) | 0<t <1, 1—(t/2) <s<1}
kaavoilla
b, jos (s,t) € A4
) a(l—2s+1), jos (s,t) € Ay
Hs,t) = a2s+t—1), jos (s,t) € A
b, jos (s,t) € Ay.

Tarkistetaan, etta H on hyvin maaritelty:

e joukossa AjNA;on0<t<1l,s=t/2jac(l—2s+t)=a(l—t+t)=
a(l) =b.

e joukossa AsNAzon0 <t <1 s=1/2joten a(l—2s+t) = a(l—1+t) =
a(t) jaas+t—1) =a(l +t—1) = at); saadaan siis sama tulos.

e joukossa A3N Ay on 0 <t<1ls=1-(/2),jaal2s+t—-1) =
al2—t+t—1)=a(l)=b.



Siis H on hyvin mééritelty; jatkuvuus seuraa harjoitusten 1 tehtavésté 1 b).
Nyt

[ a(1—2s), jos0<s<1/2
H(s,0) = { a(2s —1), jos1/2<s<1,

toisaalta

- [ a(2s) =a(l —2s), jos0<s<1/2
‘”“@y‘{a@s—n, jos1/2<s<1,

joten H(s,0) = a“ «(s) jokaisella s. Selvisti H(s, 1) = b jokaisella s, joten

H:a%a ~ ¢,

5. Oletetaan, ettd X on polkuyhtenainen, z € X ja a:I — X on polku.
Osoitetaan, etta on olemassa polku 5: I — X s.e. a ~ [ ja [ saa arvon z.
Olkoon a = «(0) ja o polku pisteestd a pisteeseen z. Madritellddn g =
(00 )a. Selvésti 8 saa arvon z ja

f= (00" )a~ean~a.

6. a) Mééaritelldén f1: X — X, (z,y) — (2,0) ja fo: X — X, (x,y) — (0,0).
Nyt
H:XxI—-X

(z,y,t) = (z, (1= t)y)
on homotopia idx =~ f; ja
Hy: X xI— X
(@, y,t) = (1 =)z, 0)
on homotopia f; >~ fo. Siis
dy = f1 = fa,
joka on vakiokuvaus. Siis X on kutistuva.

b) Antiteesi: On olemassa homotopia H: X x I — X, idx ~ ¢ rel (0,1).
Merkitddn U = B((0,1),1/2) N X, joka on pisteen (0,1) ympéristd X :ss.
Nyt oletuksen nojalla H((0,1),t) = (0,1) € U jokaisella t € I, joten

{0}y xICH'UeX x 1.
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Koska {(0,1)} ja I ovat kompakteja, on Lauseen V:15.24 nojalla olemassa
pisteen (0, 1) ympéristo V' X:ssé, s.e.

VxIcH™U,

eli H(z,t) € U jokaisellaz € V, t € I. ()
Valitaan nyt n € N s.e. (1/n,1) € V. Nyt

a:l = X, a(t) = H(1/n,1),t)

on polku X:ssé pisteestd (1/n, 1) pisteeseen (0, 1) ja y.o. tiedon (x) nojalla
a(t) € U jokaisella t € 1.

Voidaan pitdd selvand, ettd pisteitd (1/n,1) ja (0,1) ei voi yhdistad polulla
U:ssa, joten olemme paatyneet ristiriitaan. Siis k.o. homotopiaa ei ole ole-
massa.



