Homotopiateoria
Harjoitus 1, ratkaisuja.

1. a) Olkoon U @Y. On osoitettava, ettd f~1U @ X. Nyt jokaisella i € T
on (f|A)7'U @ A; ja (f|A)'U = A; N f7U, joten A; N f7'U @ A; @ X.
Lisaksi

U =Jinf7'0) eX,

iel

miké todistaa vaitteen.
b) Olkoon F' @ Y. On osoitettava, etti f'F @ X. Nyt jokaisella i €
{1,...,n} on (f|A)'F @A; ja (f|4;)'F = A;n f7'F, joten ;N f7IF @
A; € X. Lisaksi

fE =R,
i=1
joka on X:n suljettu osajoukko, koska yhdiste on aarellinen. Tama todistaa
vaitteen.

2. a) Olkoon X =Y = R tavallisella topologialla varustettuna ja f: X —
Y miké tahansa epédjatkuva funktio, esim. f = xg. Nyt {z},ex on X
suljettu peite ja selvisti f|{z} on jatkuva jokaisella z € X. Kuitenkin f on
epajatkuva.
b) Lausekkeet h'(z,2t) ja h"(z,2t — 1) ovat samat arvolla t = 1/2, koska
h(z,1) = fa(x) = h"(x,0), joten ndmé lausekkeet méérittelevat funktion
h: X xI—=Y.
Valitaan A; = X x [0,1/2] € X x [ ja Ay = X x [1/2,1] € X x I. Nyt h|A;
on jatkuva, koska

X x[0,1/2] =Y

(x,t) — h'(z,2t)
on jatkuva. Samoin h|As on jatkuva, joten tehtévan 1 b) nojalla h on jatkuva.
3. Palautetaan mieleen: ¢(X) = (X x I)/(X x {1}).
Viite: ¢(S"!) ~ B"
Todistus. Méaritelliin funktio f: S"~! x I — B" kaavalla f(z,t) = (1 —t)x.
Selviisti f(S™"~! x {1}) = {0}. Osoitetaan, etti f|: S~ x [0,1[— B"\ {0}
on bijektio: Havaitaan ensin, ettd jos z € S" ' ja0 <t < 1, 0on ||(1 —t)z| =
1—t#0, joten (1 —t)x # 0. Maaritelladn sitten

g: B"\ {0} = S" ' x [0,1]
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kaavalla

o) = (o1l

Huom. Koska z € B" ja x # 0, niin 1 — ||z]| € [0,1]. On helppo tarkistaa,
ettd f ja g ovat toistensa kddnteiskuvauksia, erityisesti siis f| on bijektio.
Siis ¢(S™ 1) = (S" ! x I)/Ry (kts. V:9.9) ja saadaan

Sl [

|

(S™ 1 x I)/Ry

Nyt S"~1 x I on kompakti, joten Lauseen V:8.10 nojalla f on samastuskuvaus
ja Lauseen V:9.10 nojalla f*:¢(S" ') = (S"~! x I)/R; — B™ on homeomor-
fismi.

4. 7=" selva, koska jos g on f:n homotopiainverssi, niin voidaan valita
g1=92=49.

7«=" QOsoitetaan, ettd g; o f 0 go: Y — X on f:n homotopiainverssi.

D (grofoga)of=go(foge)of=goidof=gofx~id

2) fo(grofog)=fo(qrof)oga~ foidogy = fogy~id.

Viite seuraa kohdista 1) ja 2).

5. (Kts. V:9.6)
"=" Oletetaan, etta f: X — Y on nollahomotooppinen, olkoon h: f ~ ¢,,.
XxItsy
h
c(X)
Maaritellaan B
h:ie(X) =Y

h({z,t}) = h(z,t), z € X, t € [0,1]

WX x {1}) = yo.
Talloin kaavio kommutoi, koska h(z,1) = yo jokaisella z € X. Koska h on
jatkuva, on h jatkuva Lauseen V:9.4 kohdan (2) nojalla.
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Liséksi kun samastetaan x € X ja {(z,0)} € ¢(X), saadaan

hz) = h(z,0) = f()

eli h on f:n jatke.
7<” Olkoon g:¢(X) — Y f:n jatke.

XxI——Y

| A

c(X)

Maéaritellaan h = gop: X x I — Y. Nyt h(z,0) = g({(x,0)}) = f(x), koska
g on f:n jatke; lisdksi h(z,1) on vakio, koska p(x,1) on vakio. Siis h on
homotopia f:n ja vakiokuvauksen valilla.

6. Tehtdvan 5 nojalla nollahomotooppisuus on yhtapitavia sen kanssa etta f
voidaan jatkaa kartiolle ¢(S™), missé on samastettu S™ ja S™ x {0} C ¢(S™).
Tehtivd 3 antaa homeomorfismin ¢(S™) — B"1| jossa S™ kuvautuu S™:lle.
Tédmé&n homeomorfismin avulla saadaan, ettd f voidaan jatkaa kartiolle ¢(S™)
jos ja vain jos f voidaan jatkaa kuulalle Bt

Viite seuraa naista havainnoista.



