Homotopiateoria
Harjoitus 11. Ratkaisuja.

1. Huom. p on surjektio, koska p o ¢ = pry, joka on surjektio.
Olkoon X avaruus, f: X — FE kuvaus ja H: X x I — B homotopia, jolle
Hy=po f. On loydettava F: X x I — E, jolle Fy = f japo F = H. Kaavio
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kommutoi, koska prio¢ o f = po f = Hy. Esimerkin 7.6 kohdan 1) nojalla
pry on fibraatio, joten on olemassa F': X x I — B x F siten, ettd Fj, = ¢ o f
japrioF'=H. Nyt F =¢o F': X x I — E on haluttu nosto:

Fy=ypoFy=gpop lof=f
ja
poF =popoF =prioF =H.
2. Kohta 1): Valitaan F' = {0}, jolloin

r -1
¢o: BxF2~BY > E
on homeomorfismi, jolle poyp = pop~topr; = pri. Viite seuraa viime viikon
harjoitustehtavasta 6.
Tai:
Xx0l-p
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Nyt F' = p~toH on haluttu nosto: poFy = Hy = po f, josta saadaan F, = f,
koska p on homeomorfismi. Lisiksi po ' =poptoH = H.



Kohta 2):
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Koska ¢ on fibraatio, 16ydetéén ensin H': X x I — B siten, ettd Hy = po f ja
go H' = H. Koska p on fibraatio, 16ydetdan sitten F: X x I — E siten, etta
Fy = fjapoF = H'. Nyt F on etsitty nosto: Fy = f jaqopoF = qoH' = H.

3. Maaritellaan
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kaavalla
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kaavalla

(z,t) — t.
Nyt f ja ¢ ovat jatkuvia ja toistensa kaanteiskuvauksia, siis homeomorfis-

meja. Lisaksi
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Viite seuraa nyt Esimerkin 7.6 kohdasta 2).

4. a) Olkoon 7:I? — E 7pystysuora retraktio” ja i: E — I? inkluusio.
Tarkastellaan kaaviota
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johon on siis loydettava funktio F.



Tarkastellaan ensin kaaviota
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Kaavio kommutoi, koska pri o (i o f) = (prioi)o f = po f. Koska pr; on
fibraatio Esimerkin 7.6 kohdan 1) nojalla, tdhén kaavioon 16ydetdan funktio

F.
Nyt F =roF: X x I = I?> = E on alkuperiisen ongelman ratkaisu:

F(z,0) =70 F(x,0) =roio f(x,0) = f(z,0)

ja
poF(x,t)=poroF(x,t)=prioF(x,t)=H(x,t).

Nostolle F voi 16ytaa seuraavanlaisen kaavan (Ilmari Kangasniemi):

F(z,t) = (H(z,t),max{0, fi(z) + fa(x) — H(z,t)}).

b) Kyseessi ei ole sdiekimppu, koska talloin kaikkien sdikeiden (eli yhden pis-
teen alkukuvien) tulisi olla homeomorfisia keskendin, mutta esim. p~1(0) =
{0} x [0,1] ja p~'(1) = {(1,0)}.

5. Koska X on kutistuva, on idy ~ ¢ (¢ vakiofunktio), joten f = foidy ~
foc=by € B. Olkoon H homotopia ¢, ~ f. Valitaan ey € p~1(bp).
Tarkastellaan kaaviota
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joka kommutoi, koska H(z,0) = by ja p(ce,(z,0)) = p(eg) = by. Koska p
on fibraatio, on olemassa I’ siten, ettda koko kaavio kommutoi. Maéritellaan
f = Fy, jolloin f on haluttu nosto: po f(z) =po F(z,1) = H(z,1) = f(x).

6. Olkoon y € Y ja V pisteen y peiteymparisto. Edellisen tehtavan nojalla

on olemassa bijektio ¢:p 'y} — p~Hy}, jolloin id x p: V' x p~Hye} —
V x p~ "y} on homeomorfismi. Oletuksen nojalla on p~'V = U;c;U;, missa
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joukot U; ovat erillisia ja avoimia. Nyt jokainen joukoista U; sisaltaa tasmaélleen
yhden pisteen siikeesta p~'{y}, joten voidaan kirjoittaa

p'v= J U

zep~H{y}

Merkitdan jokaisella x € p~'{y} kuvauksen p rajoittumaa p,: U, — V, joka
on homeomorfismi. Kuvaukset

Vxp b= |J Ue (v2)=p'(0)
z€p~1{y}
ja
U U, —Vxp Hy}, 2+ (p(2),), kun z € U,
zep~{y}

ovat hyvin méariteltyja ja jatkuvia. Lisaksi ne ovat toistensa kaanteiskuvauksia,
joten ne ovat homeomorfismeja. Siis saadaan homeomorfismi

idx e

YV x p~Hyo}

V x p !y}

Usep-1y U =07V

japoy =pr.
Siis peiteympéristot muodostavat saiekimpun maaritelmassa vaaditun peit-
teen.



