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saadaan polynomin kertoimista rationaalisilia laskutoimituksiils ja juurenotoilla (ajatvele
toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa).

Kutakin n:n arvoa kohti veidaan muodostaa sellainen polynorai p(xz). johon liitiyvé
ryhmi G, on koko S,. N&hdain siis, ettd on olemassa n:nnen asteen vhtélon yleinen
ratkaisukaava jos ja vain jos ryhmé S, on ratkeava. Edellinen esimerkki osoittaa, etta
niin on silloin ja vain silloin, kun n < 5.

Taman tuloksen saavuttivat Abel ja Galois 1800-luvun alkupuolella. Se ratkaisi ma-
temaatikkoja satoja vuosia askarruttaneen kysymyksen ja merkitsi samalla ryhmateorian

alkua.

Cayleyn lauseen todistuksessa (edellinen pykald) liltettiin ryhmén G = {z1,z2,...,Zn}
kuhunkin alkioon z joukon {1,2,...,n} permutaatio a;. Olkoon V n-ulotteinen (komplek-
sikertoiminen) vektoriavaruus ja olkoon {Bi, ..., By} sen kiinnitetty kanta. Kun sovelle-
taan permutaatiota o, kantavektoreihin, saadaan sidinnollinen lineaarikuvaus V. — V.
Tata puolestaan vastaa sdannoéllinen n x n-matriisi A4;. Nain muodostuu kuvaus

G — GL,(C), = A,

joka on ryhmahomomorfismi. Tétd kuvausta — tai G:n homomorfisena kuvana néin saatua
matriisiryhméié — sanotaan ryhmin G sddnnélliseksi esitykseksi. Matriisiryhmén G L, (C)
asemesta voidaan yhté hyvin tarkastella sen kanssa isomorfista kuvausryhmaa

GL(V)={t:V —V | t on sdinnéllinen lineaarikuvaus } .

Yleisesti mitd tahansa ryhméhomomorfismia
G — GL,(C) tai G — GL(V)

sanotaan ryhmin G esitykseksi (representation). Esitysten avulla ryhmia voidaan tut-
kia matriisien tai lineaarikuvausten teoriaa kdyttden. Tamaéa ns. ryhmien esitysteoria on
osoittautunut hyvin hyodylliseksi seké itse ryhméteoriassa ettd sen sovelluksissa.

ESIMERKK! 3. Maaritetdan syklisen ryhméan Cj sa8nnéllinen (matriisi)esitys.

IV.6 Nelion symmetriaryhma eli diedriryhmé Dy

Tiassa pykalassd havainnollistetaan luvuissa III ja IV esitettya teoriaa tutkimalla tar-
kemmin diedriryhm#d D,. Tarkastellaan siis neliota ng tason pistejoukkona seké niita
tason kiertoja ja peilauksia, jotka kuvaavat nelion itselleen. (Katso myds liitteet Symmet-
riaryhmét ja Matematiikan monet kasvot.)
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1. Kierrot

Nelié (tason pistejoukkona) kuvautuu itselleen seuraavissa kierroissa: kulman « kier-
to nelion keskipisteen ympéri, missd o = 0, %, m, 37” Merkitdan naita kiertoja I =
Ry (identtinen kuvaus), Rgo, Riso, Raro. Merkitsemilld karkid 1, 2, 3, 4 saadaan yh-

teys neljdn alkion permutaatioihin: esim. Rgo = 411 i 3 g) € S4. Tassa kaytetaan

kuitenkin havaintoon perustuvaa geometrista tarkastelua:

4 3 4 3 } 3 3 2
I, Rog
2 2 2 ]
4 3 2 L L 3 4
Rigg Barg
2 3 1 2 2 3

Laskutoimituksena on kuvausten yhdistiminen, esim. (Riso, Rgo) — Riso © Rgo =
Ro7o. Talldin on muistettava, ettd A o B tarkoittaa yhdistettyd kuvausta, jossa ensin
tehdddn B, sitten A. Tami on tunnetusti assosiatiivinen, neutraalialkio on identtinen
kuvaus I, kuvauksilla I, Rgg, Riso, R2ro on kdédnteisalkiot (esim. R2_710 = Ry, koska
R270 o Rgo = Rgo o R270 = I) Siis ({I, Rgo, RlSO, R270}, O) on ryhméi. Tarkista oheinen
kertotaulu ja totea, ettd siitd nikyy myos ryhmén kommutatiivisuus (taulukko on sym-
metrinen livistijin suhteen). Kertotaulumerkinté on pykaldssd II1.2 esitetyn mukainen.

‘ h g o I Ry Rigo  Ravo

h hog I I Rgo Riso  Raro
g goh Rgo Rgo Rigo  Raro I

Rigo | Riso  Rano i Ry

Roro | Raro I Rqgo Riso

2. Peilaukset

Neliolla on tésmilleen nelji symmetria-akselia (ks. kuva) ja se kuvautuu itselleen
peilauksissa niiden suhteen: H on peilaus vaaka-akselin suhteen, V' peilaus pystyakselin
suhteen, D peilaus kirkien 1 ja 3 kautta kulkevan lavistdjdn suhteen ja D’ peilaus karkien
2 ja 4 kautta kulkevan lavistajan suhteen.
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Esimerkiksi ({I, H}, o) muodostaa ryhmén, jonka kertotaulu on

o | I H
I I H
H H I

Vertaa tatd ryhméédn (Zg, +). Muodostaako ({I, H, D}, o) ryhmén?

Yhdistdmalld em. peilauksia saadaan esim. HoV = Rjgo (tarkista seuraamalla, miten
kirkipisteet kuvautuvat — montako kirkipistettd riittda?). Peilaukset eivét siis muodosta
ryhmai, mutta ({I, Rgo, R1s0, Rer0, H,V, D, D'}, 0) on ryhma, nelion symmetriaryhmd eli
diedriryhma Dy ja sille saadaan kertotaulu:

o I Rgo Rigo Roro H Vv D D
I I Rgo Ris0 Ro7g H |4 D D
Royo Ry Rigo  Raro I D D’ Vv H
Rigo | Riso  Romo I Rgo Vv H D’ D
Raro Ra7o I Ry Rigo D’ D H Vv
H H D' |4 D I Riso Ra7o Ry
|4 4 D H D’ Rys0 I Ry Rs70
D D H D' Vv Rgg Ra7o I Riys0
D’ D’ % D H Ry Re R I

T&ama& ryhma ei ole kommutatiivinen (esim. H o Ra7g = D, Razgo H = D'). Kuvauksia I,
Roo, Rigo, Ro7o, H, V, D1, D' sanotaan nelion symmetrioiks:.

Nelién kiertojen ryhmi G = ({I, Rgo, R1s0, Ra270},°) on Dy aliryhmé, esim. siksi
ettd G todettiin edelld ryhmaksi ja G C Dy.

3. D4:n aliryhmét

a) Tutkitaan ensin nelién kiertojen muodostamaa aliryhmdd G. Vertaamalla allaolevia
taulukoita todetaan, ettd (Z4,+) on isomorfinen ryhmén (G, o) kanssa:
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+ o 1 2 3 o I Ry Riso  Raro
0 0 | 2 3 I I Rogo Rigo Raro
1 1 2 3 0 Rgp Rgo Rigo  Rovo I

2 2 3 0 1 Riso Rigo Ravo I Ry
3 3 0 1 2 Ro7o Raro I Rgo Risgo

Kuvaus f 00— I, 1 Rgo, 2 — RlSO, 3 — Ro7g on bijektio Zs — G ja ryhméiho-
momorfismi, koska kaikilla a, b € Z4 on f(a+b) = f(a) o f(b). Huomaa myds kaavan
f(z™1) = f(z)™? tulkinta (tdssd f(—z) = f(z)~1), esim. —3 =1 (koska 3+1 =0) ja
f(=3) = f(1) = Roo = Ry = f(3) 1.

G on esimerkki syklisestd ryhmésté, esim. Ra7o virittdd sen: kayttimalla tavallis-
ta merkintdd R3;, = Raro o Ra7o saadaan R%,y = Rigo; R370 = Roo, Riyg = I.
Myds Rgo virittdd ryhmén G : (Rgo)? = Riso, (Reo)® = Raro, (Reo)* = I. Huo-
maa myos geometria: Raro on kulman —7 kierto ja Rgo on kulman 7 Kkierto, siis
Ry70 on kierto negatiiviseen suuntaan ("myotdpaivaan”), Rgo positiiviseen suuntaan
("vastapaivaan”).

Dyn aliryhmit. Etsitdén kaikki Dg:n aliryhmét kdyttdméttad apuna geometriaa.
Helpointa on aloittaa tutkimalla, mitkd ovat Dg:n sykliset aliryhmaét, ts. tyyppia
{a” | n € Z} olevat aliryhmét. Joka tapauksessa ryhmallad on yhden alkion syklinen
aliryhmd {I'}. Kahden alkion sykliset D4:n aliryhméit saadaan ottamalla identtisen ku-
vauksen lisaksi jokin peilaus tai kierto 7:114 (tapaukset, joissa kuvauksen kertaluku on
2 eli kuvaus on oma kéénteiskuvauksensa): {I, D}, {I,D'}, {I, Riso}, {I,H}, {I,V}.
(Totea tdma kertotaulusta ja vertaa sitd luvun III.1 harjoitustehtivain 6.) Kolmen al-
kion syklisid aliryhmié ei tassi tapauksessa ole, mutta G on neljin alkion syklinen ali-
ryhmaé. Muita syklisid aliryhmi ei ole. (Kayttamalla hyvaksi tietoa #Dy = 8 = 2.2.2
saataisiin suoraan tulos, ettd Dy:114 voi olla vain aliryhmié, joissa on 1, 2, 4 tai 8 al-
kiota.)

Kokeilemalla tutkitaan, mitkd ovat Dy:n aliryhmat, jotka eivat ole syklisia mutta jotka
saadaan kahden alkion virittdmind. Olkoon S alkioiden a ja b virittama. Silloin on
oltava a™, b™ € S ja a’b? € S aina kun n,4, j € Z, ja toisaalta niistd alkioista saadaan
téssd tapauksessa aliryhmé. Aliryhmén {I, D, D’ Rigo} virittajat ovat D, D’ tai
D, ngo tai D/, R]_so. Ahryhman {I, H, V, ngo} virittz’ijéit ovat R]_go, H tai H, |4
tai Rigo, V. Ryhmén Dy virittdjat ovat Rorg, H tai D, H tai D', H.
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Dy

TN

{1,D,D’, R1g0} {I, Rgo, Ri1s0, R270} {I,H,V,Rig0}

DN

{Iv'D} {IaD/} {IaR18O} {I’H} {I’V}

N L

{1}

Dy:n aliryhmdt jarjestettyina sisdltymisrelaation suhteen, eli ryhmdn Dy Hassen kaavio.

Tarkastellaan vield ldhemmin vaitettd, ettd Dy:n virittavat Raorg ja H:
Rjyo = I, Raro = Raro, Rz = Riso, R3zo = Reo, H = H,
RynnoH=D', R3oH =V, R3,y0oH =D,
it B2 0, = i

Kaikki ryhmén Dy alkiot voidaan esittaéd yksikasitteisesti muodossa
Rl H', j=0,1,2,3, i=0,1.
Tamén varmistamiseksi on huomattava, etté
HoRyg=Ryoo0H, Ri,=I H>=1I
(ns. relaatiot). Esim.
VoD'= (RjqoH)o(RaoH) = R0 (HoRyr) o H
= R};00Ry00 HoH = Rypg0 H?> = Ryzg o I = Rarg

4. Sivuluokat

Maéritetaan suoraan laskemalla, nojautumatta yleiseen teoriaan, mitki ovat aliryh-
mén S = {I, H} vasemmanpuoleiset sivuluokat. Nimé ovat siis tyyppid z o S, = € Dy:
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b \
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Peilaamalla nelion sivujen suhteen (peilausakselit merkitty pilkkuviivoilla), saadaan taso
peitetyksi ylldolevalla tavalla nelionkuvilla. Huomaa, ettd yhdistdmalld peilaukset vaaka-
ja pystyakselin suhteen saadaan kulman 7 suuruinen kierto nelién kérjen ympari (edella
HOV-——VOH=R180).

7. D, ja C,

D,, on saannollisen n-kulmion symmetriaryhma, kun n > 3. Ryhmalla D,, on syklinen
aliryhma C,,, jonka virittdd kierto R kulman 27 /n verran n-kulmion keskipisteen ympi-
ri; siis R™ = I. Lisdksi ryhméa&n D, kuuluvat peilaukset n-kulmion symmetria-akselien

suhteen. ;
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Jos merkitdan peilausta jonkin symmetria-akselin suhteen H:lla, niin ryhméssa D,
ovat voimassa relaatiot H2 = I, R™ = I ja kuvaukset H ja R virittivat ryhmén D,,.



