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Tehtava 1

Olkoon 7 : [a, ] — C jokin polku, f jokin (jatkuva) kompleksifunktio, ja merkitdén I =

I, f(2)dz.

(a) Maéaritelldén vy (t) := y(—t), t € [-, —a]. Laske polun péétepisteet ja esité f% f(z)dz
alemman integraalin I avulla.

(b) Tee sama polulle v (t) := v(ta + (1 — t)8), t € [0,1].

Tehtava 2

Mééritelldéin funktio f(z) = In(iz) —i%, jossa In tarkoittaa logaritmin pééhaaraa.

(a) Laske exp(f(2)).

(b) Kun € > 0, laske seuraavat funktion arvot: f(—1+1ie), f(—1 —1ie), f(i+¢), fGE—e).
Mit# tapahtuu, kun € — 0? Laske vastaavat raja-arvot, kun f korvataan funktiolla In.

(c) Tiedet#iin, ettéd In on analyyttinen alueessa, jossa kompleksitasosta on poistettu ne-
gatiivinen reaaliakseli. Miké on suurin alue, jossa f(z) on analyyttinen? Laske f’(z).
(Vihje: Ketjusdanto ja kidéanteisfunktion derivointisdanto.)

(d) Miten f ja lnz liittyvét toisiinsa?

Tehtava 3

Laske

1
Im [/ 1+?tdt] .
1-—it
0
Tehtévi 4| (tarkastettava tehtava)

Laske integraali
/(1 —i—2z")dz,
~

kullekin seuraavista poluista ~y, jotka kaikki lahtevit origosta ja paéttyvit pisteeseen 1 —i:

(a) ~ on pisteiden kautta kulkeva jana.
(b) ~ on murtoviiva origosta pisteeseen —i ja siiti pisteeseen 1 — i.

(c) 7~ kulkee paraabelia y = —? pitkin, z = z + iy.

(Jatkuu. . .)



| Tehtévi 5]

Olkoon a € C and R > 0 annettu. Kun n € Z, n # 0, méadritelliin kiyra v, (t) := a + Re'™,
t € [0,2m].

(a)
(b)
()

Néyté, ettd kaikilla kdyrilld v, on sama kuvajoukko {7,(t)|t € [0,2n]}, joka on a-
keskinen R-sdteinen ympyra.

Kullakin n, tutki kuinka monta kertaa =, saa arvon a — R (eli kuinka monta kertaa
kiyra “ohittaa puolivilin”).

Laske suoraan méaéritelméan avulla integraalit

Ind,, (a) := %% P adz.
Tn

Vertaa tulosta b-kohdassa saamiisi lukuihin.

Cauchyn lausetta apuna kiyttden, laske tdmaén jalkeen muutkin indeksifunktion arvot

1 1
Indy, () =55 ¢ ——u
Yn

dz,

jossa w € C on miké tahansa luku, jolle |w — a| # R.

(Vihje: Mita tapahtuu, jos |w — a| > R? Jos |w — a| < R, yritd muuttaa integroin-
tipolkua sellaiseksi, ettd saat laskettua integraalin helposti. Kuvan piirtdmisestd on

todennikdisesti apua.)

| Tehtévi 6]

Laske integraali

2
/zeZ dz,
.

kun v on kdyrd v(t) =t + its, t € [1,8].

(Vihje: Al yrité laskea integraalia suoraan médritelmis kiyttien.)

Tehtava 7

Maaritellaan funktio

(a)
(b)

u(z,y) =1+y* -z — 32%y.

Osoita, ettd u on harmoninen.

Etsi analyyttinen funktio f, jonka reaaliosa on u ja jolle pdtee Im f(1) = 1.



