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Tehtava 1

Esité seuraavat nelja alkeisfunktiota eksponenttifunktion avulla. Miksi tésté seuraa, etta né-
maé funktiot analyyttisia kaikkialla? Laske niiden kompleksiderivaatat kiyttden ketjusaantoa

niin kuin monisteessa on selitetty. Tutkittavat funktiot ovat

a)sinz, b)cosz, ¢)sinhz, d)coshz.

Tehtava 2

(a) Tarkista joko Cauchyn-Riemannin yhtéloiden avulla tai suoraan erotusosamaérai tut-
kimalla, ettd funktio f(z) = 1/z on analyyttinen alueessa Q) = C\{0} = {2z € C| z # 0}.
(Vihje: Taméan funktion reaali- ja imagindériosa pitéisi olla jo tuttuja CR~yhtaloita var-
ten. Toinen tapa on muistaa milté derivaatta nayttda reaaliakselin suuntaan ja kokeilla,
ettd sama muoto toimii my6s kompleksiarvoille sieventamalld erotusosaméaraé sopivas-
ti.)

(b) Paittele, etta kaikki negatiiviset potenssit z~™, n € N, ovat analyyttisid (2:ssa. Laske
niiden derivaatat. (Yksi tapa tehd& t&mé on annettu monisteessa: riittad, ettd kiyt 1api

laskun vilivaiheet ja sen mité derivointisddnt6jé niissd on sovellettu.)

Tehtiva 3

(a) Etsi kaikki yht&lon sinz = 0 ratkaisut z € C. (Ratkaisu 16ytyy monisteesta, téssi
teht&vénd olisi johtaa tulos.)

(b) Esita tan(iz) hyperbolisen tangenttifunktion tanh z avulla.

(Jatkuu toisella puolella. . .)



Tehtévi 4| (tarkastettava tehtava)

(a) Osoita, ettd cosh(z + w) = cosh z cosh w + sinh z sinh w.
(b) Etsi kaikki yhtélon sin z cos z = 2 ratkaisut z € C.

(c) Mésriti seuraavien “funktioiden” kaikki arvot: In(4 — 3i) ja ifi}.

Osoita, etta arccos z = —iln(z + /22 — 1). (Eli osoita, ettd yhtalon oikea puoli antaa yhtalon
cosw = z kaikki ratkaisut w € C. Huom: logaritmi on téssd moniarvoinen ja tutkitaan

molemmat merkeista “+".)

Téassé tehtavissa kisitelladn alkeisfunktioiden kompleksiderivaattoja. Tiedetdén, ettéa %ez =

e”. Muista my6s monisteessa luetellut derivointisdanndot.

(a) Laske funktion f(z) = cos(ﬁ) derivaatta. Missé kompleksitason alueessa tamé
funktio on analyyttinen eli kompleksiderivoituva?

(b) Osoita, ettd % tanz = 1 + tan? z. Milld z:n arvoilla voit kiyttdi titd kaavaa?

(¢) Laske dd—zarctan z. Voit halutessasi miettid tarkemmin, miten kaavaa pitdd soveltaa

(vertaa tilannetta logaritmin derivoituvuuteen).

Tehtava 7

Tutki (ja perustele) mitkd seuraavista kompleksitason funktioista ovat analyyttisié jossain
alueessa. Jos f on analyyttinen, laske myos sen derivaatta f'.
(a) f(z)=2"2
1 + eiz
(b) f(z) =

z—2i

(¢) f(z)=zImz




