Luku 4

Taydentavai materiaalia

4.1 Asrettomyyspiste ja Riemannin pallo

Kompleksianalyysia on usein hyodyllistd ajatella laajentamalla kompleksitason mééritelmé siten,
ettd siihen lisdtddn ddrettomyyspiste, samoin kuin reaalilukuja kannattaa joskus késitelld laajen-
netulla reaaliakselilla R U {—00, c0}. Péinvastoin kuin reaaliakselilla erityisesti analyyttisid funk-
tioita késiteltdessd on parasta unohtaa ”suunta’, josta darettomyyttd ldhestytdin. Tamé saadaan
aikaan lisddmaélla kompleksitasoon vain yksi piste, eli tarkastelemalla laajennettua komplek-
sitasoa C U {0}, jota téssd monisteessa merkitdin C, (muita usein esiintyvid vaihtoehtoisia
merkint6ji ovat C ja C).

Liséttyyn joukkoon médritelldéin tdmén jalkeen metriikka kiyttamélla kuvausta, jolla laajen-
netun kompleksitason pisteet voi samastaa pallonpinnan kanssa: néin saatua avaruutta kutsutaan
Riemannin palloksi.! Samastaminen tapahtuu seuraavan kuvauksen avulla, jota kutsutaan ste-
reografiseksi projektioksi: kuvauksena yksikkopallolta

S2 = {we[R3||:1:\ :1} = {(a,b,c)eR3|a2+b2+62 = 1} (4.1)

laajennettuun kompleksitasoon C,, yksi mahdollinen méaritelmé stereografiselle projektiolle on

kuvaus
a b
b - [ — —
(a" 70) <1—C’1—C> b

joka kuvaa ”eteldnavan” (0,0, —1) origoon, ”piivintasaajan” (a,b,0) yksikkdympyrélle ja ”poh-
joisnavan” (0,0, 1) tasoon lisdttyyn dédrettomyyspisteeseen co. Tétd vastaava kddnteiskuvaus Co, —
S? on

1

Z ET1 (2Rez,2Imz,[2> — 1) .
z

Stereografisella projektiolla on my6s suoraviivainen geometrinen tulkinta kuvauksena, joka sa-
mastaa tason pisteen vastaavaan yksikkopallon pisteeseen, joka saavutetaan tason pisteen ja pal-
lon pohjoisnavan ldpi kulkevan suoran leikkauspisteessé (ks. https://en.wikipedia.org/wiki/
Stereographic_projection).

Riemannin pallolla on sovelluksia erityisesti konformimuunnosten kautta, jotka vastaavat kul-
mien sailyttdvid tason muunnoksia. Téaméan muunnoksen suhteen invariantteja kenttateorioita kut-
sutaan konformikenttiteorioiksi (engl. conformal field theory) ja niihin torméi esimerkiksi tietyissé
statistisen fysiikan ja kvanttikenttéteorioiden ongelmissa. Lisdd Riemannin pallon ominaisuuk-
sista ja sovelluksia kvanttimekaniikassa 16ytyy Wikipedista https://en.wikipedia.org/wiki/
Riemann_sphere.

L(MAT) Annettu kuvaus on itse asiassa homeomorfismi, joten topologisestikin niin saatu avaruus on yhtenevi
pallonpinnan S? kanssa.
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Myos téta ddrettomyyspistettd voidaan késitelld analyyttisen funktion mahdollisena erikois-
pisteend. Se luokittelu voidaan tehd& joko suoraan Laurentin sarjojen kautta tai kidyttien muut-
tujanvaihtoa w = 1/z. Suoraviivaisessa ldhestymistavassa alkuperdinen mééritelmé kiddnnetddn
padlaelleen.

Maaritelmi 4.1 Olkoon f funktio, joka on analyyttinen jonkin sdteen Ry = 0 ulkopuolella, eli
[oe]
pisteissi z, joille |z| > Ry. Tdlldin se voidaan kehittid Laurentin sarjaksi Y, anz™, joka suppe-

n=—o
nee kun |z| > Ry.

e Jos a, = 0 katkilla n > 0, nitn o0 on poistuva erikoispiste.
e Jos ap, = 0 kaikilla n > m > 0 ja a,, # 0, niin 00 on napa, jonka kertaluku on m.

o Jos|{neN|a, #0}| = eli jos Laurentin sarjan siinndllinen osa ei ole ddrellisen pitwi-
nen, niin o0 on oleellinen erikoispiste.

Muuttujanvaihdolla w = 1/z saadaan sarjaesitys, joka pétee kun 0 < |w| < 1/Ry,
[ee]
f(jw) = Z a,w " = Z a_mw™
n=—auo m=—0o0

Nyt jos origo on tamén funktion poistuva erikoispiste, napa, tai oleellinen erikoispiste, niin o0 on
vastaavasti alkuperéisen funktion poistuva erikoispiste, napa tai oleellinen erikoispiste.

Esimerkki 4.2 Tarkastellaan kolmea eri tapausta.

e P(z) =anz" + - -+ a1z + ag on polynomifunktio, jonka aste on n, eli a,, # 0. Talloin silld
on kertaluvun n napa ddrettomyydessa.

Z’Vl
n!*
0

e Eksponenttifunktiolla dérettémyys on oleellinen erikoispiste: e* =

iD8

e Aiirettomyys on toisen kertaluvun napa rationaalifunktiolle
24222 +1
22—2-3"

Maiédritelma 4.3 Jos ddreton on funktion [ eristetty erikoispiste, on sen residy ddrettomyydessd

Res(f, 0 =50 fﬁf =—a_1, (4.2)

jossa R > Ry, kun Ry on jokin sdde kuten Madritelmdssd 4.1 ja a—y siind annetun Laurentin
sarjan termin 2z~ kerroin.

Téssé valitaan kiertosuunta negatiiviseksi, jotta se olisi positiivinen muuttujanvaihdon w = 1/z
jilkeen. Tésté konventiosta on myos se hyoty, ettd esimerkiksi tavallisille rationaalifunktioille patee
seuraava residyjen summasainto.

Lause 4.4 Olkoon funktio f analyyttinen joukossa Co lukuun ottamatta eristettyji erikoispisteitd
Z1y -5 2m, M € Ny, sekd lisiksi mahdollisesti erikoispistetti co. Tdlloin sen residyjen summa on
nolla:

i Res(f, zn) + Res(f,00) = 0.

TODISTUS Seuraa suoraan residylauseesta, silld Res(f,0) = —5= § f(z)dz O
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Residy #drettomyydessi voidaan toki laskea myds apufunktion f(1/t) avulla. Jos merkitiéin
0

sen origon ympérilld kehitettyd Laurentin sarjaa Y, b,t™, on siind by = a_1, joten
m=—00

Res(f, ) = —by = Res(—t"?f(1/t),t=0) .

4.2 (Lisd) Argumentin periaate ja Rouchen lause

Tarkastellaan aluetta {2 ja jotain sen sisilli olevaa suljettua kiekkoa D := Bg(zy) < Q. Olkoon
v kiekon kehd# kerran positiiviseen suuntaan kiertdva polku, eli v := 'y%%. Oletetaan, ettd f
on funktio, joka on analyyttinen {2:ssa lukuun ottamatta mahdollisesti se sisélle jaavid napo-
ja, ja liséksi vaaditaan, ettd f ei ole identtisesti nolla kiekossa D. Merkitdan Ny:1la funktion f
nollakohtien lukumééras kiekossa D, kertaluvullaan painotettuina, ja Py:114 funktion f napojen
lukumadérad kiekossa D, nekin kertaluvullaan painotettuina. Koska sekéd navat ettd nollakohdat
ovat niilla oletuksilla eristettyjé pisteitéd, voi niité olla korkeintaan &arellinen méara kiekossa D,
eli oletuksista seuraa suoraan, ettd 0 < Ny, Py < oo. Néin ollen funktio F'(z) := f/(2)/f(z) (eli
funktion In f(z) derivaatta) on analyyttinen kiekon D ympéristossd pois lukien kaikki f:n navat
ja nollakohdat, joita on d#rellinen m&aara.

Oletetaan tamdan jalkeen, ettd kiekko D on valittu siten, ettd mikddan navoista tai nollakohdista
ei osu sen reunalle. Talloin Ny ja Py laskevat nollakohtia ja napoja kdyrén +y sisille jadvissé
pisteissd. Tallsin, jos zp € D on napa tai nollakohta, pétee sille Ind, (zy) = +1. Toisaalta Lauseista
3.1 ja 3.11 seuraa, ettd 16ytyy pisteen zo ympéristossid analyyttinen funktio g, jolle g(zp) # 0 ja
f(2) = (2 — 20)™#) g(2), missi méiritellidn m(zo) := m > 0, jos 2o on kertaluvun m nollakohta,
jam(zg) = —m < 0, jos zp on kertaluvun m napa. Suoralla laskulla saadaan téstd kyseisen pisteen
ympéristossi piatevi kaava funktiolle

) mz) | d(2)
F2) -z gle)

Koska g(z9) # 0, on tissi toinen termi analyyttinen pisteessii z = zg, joten 2o on funktion F
ensimméisen kertaluvun napa ja sen residyksi saadaan Res(F, zg) = lim,_, ., [(z—20) F ()] = m(z0).
Niin ollen saadaan residylauseesta tulos

fﬁfl(Z) & Yim(z0) = Ny — Py.

f(z) 2nmi

Mééritellddn uusi kompeksitason polku I'(t) := f(y(¢)), jolle pitee ketjusdédnnon mukaan

') _ ff®»'®)
I'(t) fo@®)

Niin ollen suoraan viivaintegraalin médritelméd kayttien

3§f’(2)% _ [ 00) 3t f” I"(¢) dt 3E1di

= Indp (O) .

f2m )y T Vom Ty T 2m f 2 om

Té&téa tulosta kutsutaan ”argumentin periaatteeksi”, koska vasemmalla puolella oleva integraali
voidaan tulkita f(z):n argumentin muutokseksi suljetulla polulla .

Téstéd seuraa erityisesti, ettéd jos funktiolla f ei ole lainkaan napoja kiekon D sisélld, niin sen
nollakohtien lukuméiréa siilyy vakiona, jos funktiota f muutetaan tavalla, joka siilyttaéd sen ana-
lyyttisyyden kiekossa, eikd muuta liikaa sen arvoja kiekon reunalla. Tdhidn ominaisuuteen perustuu

seuraava tulos, jonka avulla voi yrittda arvioida analyyttisen funktion nollakohtien lukumé&aria
jossain annetussa alueessa (todistus l6ytyy esimerkiksi ldhteesté [3, Lause 10.43 ja Tehtévi 10.24]).
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Lause 4.5 (Rouchén lause) Olkoon K < C suljettu ja rajoitettu ja Q < K suurin mahdollinen
avoin joukko, joka sisdltyy K :hon. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat jatkuvia joukossa K ja
analyyttisid joukossa 2.

Jos g on riittivin lihelld funktiota f joukossa K\S,

l9(z) = f) < |f(2)], kunze K jazgQ,
on funktioilla [ ja g sama mddrd nollakohtia joukossa 2.

Lauseen oletukset toteutuvat esimerkiksi kun K on jokin suljettu kiekko Br(29) ja £ on sen sisille
jaava avoin kiekko Br(zg). Télloin K\Q koostuu kiekon kehén pisteisté.

Lisétietoa ja esimerkkejd siité, miten lausetta voi soveltaa kiytannossia 16ytyy Wikipediasta
(https://en.wikipedia.org/wiki/Rouch,C3%A9%27s_theorem).

4.3 (Lisd) Meromorfisen funktion napakehitelmé

Edelld on néhty, kuinka analyyttisen funktion pystyy esittdméin Taylorin ja Laurentin sarjojen
avulla. Néiden esitysten ongelma on kuitenkin se, ettéd esitystd joutuu yleenséd vaihtamaan sitéd
mukaa kun kehityspistettd muutetaan. Téssé ja seuraavassa luvussa annetaan kaksi muuta tapaa
esittdd analyyttisid funktioita sarjoina, jotka suppenevat koko méérittelyalueessa. Néiden sarjojen
rakentaminen on kuitenkin selvisti tydlaampédéd kuin Taylorin ja Laurentin sarjojen.

Esitetdéin ensin, miten ns. meromorfisille funktioille voidaan johtaa niiden koko méaérittelyjou-
kossa toimiva napakehitelmi. Funktion f on meromorfinen, jos se muotoa f = F/G, jossa F
ja G ovat analyyttisid koko avoimessa joukossa (). Kuten edelld ndhtiin, voi tdlloin funktiolle f
syntyd napoja nimittédjdn nollakohtiin, mutta ndmé ovat toisaalta kaikki eristettyja.

Napakehitelmé on helpoin johtaa tapauksessa, jossa funktio f hévidd mé#arittelyalueensa reu-
naa, kuten esimerkiksi ddrettomyyspistettd ldhestyttdessd. Oletetaan tétd varten, ettéd -, on jono
suljettuja polkuja, joilla on seuraavat kaksi ominaisuutta:

1. Jokainen piste z €  ja& kéyrien ~,, sisélle (Ind,, (z) = 1) alkaen jostain arvosta, eli kaikille
n = ng, jossa ng saa riippua pisteestd z.

2. Kayrien yli otetut viivaintegraalit hiavidvét rajalla n — oo; tarkemmin, jokaisella z € €2, joka
ei ole f:n napa, vaaditaan

fj;f(C)dQ—»O, kun n — o0.
(—=z
Yn

Télloin voidaan soveltaa suoraan residylausetta nédihin integraaleihin, ja kun n on riittdvéan suuri,
saadaan

i@ éf(_oz;fizRes(g(_Cl,(zz>+ > Res(cf(_oz,(:zi).

z; on napa kiyran -y, sisilld

Ensimméisessd termissd on joko f(z) # 0, jolloin ¢ = z on ensimmiisen kertaluvun napa ja

Res(%,( = z) = lim¢_,, f(¢) = f(2), tai f(z) = 0, jolloin ( = z on poistuva erikoispiste ja

Res(%7 ¢ = z> =0 = f(z). Kun n — oo, jaivit lopulta kaikki napapisteetkin kdyrien =y, sisdén,
joten ottamalla raja n — oo, paddytédéin seuraavaan sarjaesitykseen, joka pétee kaikilla z € §2, jotka
eivit ole napapisteité,

fz) = — > Res<g(_<)z,g = z) .

z; on funktion f napa
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Numeroidaan téissi esiintyvit napapisteet jonoksi (z1, 2a, . ..) siind jirjestyksessd, jossa ne jadviit
kéyrien +,, sisdlle. Talloin ylld olevan summa voidaan kirjoittaa muodossa

f(z) = —gResQf(_Oz,g_zi) .

Jéljelle jasivissa residyissé on oletuksen mukaan z # z;, joten kerroin (¢ — z)~' on analyyttinen
kehityspisteessd. Toisaalta ( = z; on funktion f({) napa, joten sen Laurentin sarjan pddosa on
ddrellisen mittainen: merkitdén sitd

1

1
(C—z)™’

misséd m; > 1 on navan z; aste ja a,, ; ovat sen ympéarilld kehitetyn fmn Laurentin sarjan kertoimet.
Koska pisteen z; ympéristossi on Laurentin sarjan séédnnollinen osa, f — P;, analyyttinen, on myo6s
(f(Q)—Pi(€))/(C—2) analyyttinen pisteessi z;, ja sen residy téssi pisteessd on nolla. Téstéd seuraa,

IS S Ap—
n=1

ettéa P
Res S ,¢ =2 | =Res i(C),C =2z .
C—z C—z
Téstd muokkaamisesta on se hyoty, ettéd funktio % onkin médritelty koko laajennetussa komplek-

sitasossa Cy, lukuun ottamatta kahta napaa pisteissi ¢ = z ja { = z; (funktio menee kohti nol-
laa, kun |z| — oo, joten ddrettémyyspiste on sen poistuva erikoispiste). Lauseen 4.4 mukaan sen
residyjen summa on nolla, joten

_Res(CPi<<;,C = zi) = Res(?(ci,g = z) — Py(2),

missd viimeisessid yhtdsuuruudessa kdytettiin jo aiemmin funktiolle f johdettua yleistd ominai-
suutta.

Ollaan siis ndahty kuinka kahdesta tehdysté oletuksesta seuraa kaikissa f:n analyyttisyysalueen
pisteissé suppeneva f:n napakehitelméi:

missd P; on funktion napapisteen z; ympéristossd kehitetyn Laurentin sarjan péddosaa vastaava
rationaalifunktio. Tat4 tulosta voi joskus yleistdd myo6s tapauksiin, joissa jalkimméinen ehdoista
§ . %d{ e 0) ei toteudu, vihentdmilld ensin funktiosta f jokin sopivasti valittu polynomi
tal kokonainen funktio.

Koska jokainen ylld olevan sarjan osasummista, Zfil P;(2), on rationaalifunktio, seuraa ylli
olevasta laskusta erityisesti, ettd annettua funktiota f voidaan approksimoida rationaalifunktioilla.
Tamé tulos pétee itse asiassa aina, kuten seuraavasta tuloksesta nikee (Lauseen todistuksen ja
tarkempia yksityiskohtia siitd, millaisia rationaalifunktiota siind voi kédyttdd, 16ytyy kohdista [3,
Lause 13.8 ja 13.9]).

Lause 4.6 (Rungen lause) Olkoon U kompleksitason avoin joukko ja f siini mddritelty ana-
lyyttinen funktio. Tdlloin loytyy kahden polynomin osamddrdind tehdyt rationaalifunktiot Ry, n €
N, joilla R,(z) — f(2) kaikilla z € U. Suppeneminen on lisiksi tasaista jokaisessa joukon €
kompaktissa osajoukossa.

Lyhyesti: Analyyttisti funktiota voidaan aina approksimoida mielivaltaisen tarkasti sopivan ratio-
naalifunktion avulla. Approksimaation tarkkuus voi heiketd joukon reunaa lihestyttdessd, mut-
ta virhe voidaan pitdd mielivaltaisen pienend joukossa, joka ei kosketa U:n reunaa. Lisétietoa
ja esimerkkejé siitd, miten lausetta voi soveltaa kiytinnossd 16ytyy Wikipediasta (https://en.
wikipedia.org/wiki/Runge’,27s_theoremjahttps://en.wikipedia.org/wiki/Mittag-Leffler,
27s_theorem).
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Esimerkki 4.7 Johda meromorfisen funktion cot z = cos z/sin z napakehitelmé.
Ratkaisu: Valitaan ylla Q = C ja F(z) = cosz, G(z) = sinz, jolloin f = F/G on meromorfi-
nen funktio, jolla on navat sinin nollakohdissa, eli pisteissid z = 7k, k € Z. Kaikki navat ovat
ensimméisté kertalukua, ja L’Hopitalin sdénnostd saadaan

2 — (2 — k) si
Res(f,mk) = lim ((z — wk)cot z) = lim = lim 2° (z = mh) sin 2 =

zo7k z—omk sin z z—mk COS 2

(z — k) cos z

Koska tdmé raja-arvo ei ole ddreton eikd nolla, tdytyy funktion f navan todellakin olla en-
simmaéistd kertalukua. Tésta tiedosta ja residyn arvosta saadaan suoraan funktion f Laurentin

sarjan padosaksi pisteessd wk termi
1

z—7mk’

Pk(z) =

Valitaan tdmén jilkeen yll4 oleviksi poluiksi ympyrankehdd kiertdvén polut v, := '71%,7 jossa
siteet R, valitaan siten, ettd niitd vastaavat ympyrit kulkevat mahdollisimman kaukaa funktion
navoista: olkoon R, := m(2n + 1)/2, n € N. Tdmén kdyrin sisdén jadvit navat, jotka vastaavat
arvoja |k| < n, joten ylli oleva argumentti antaa napakehitelmén vastaavaksi osasummaksi

> 1 1 = 1 1 1 = 2z
= -+ + ek D
k;nz—ﬂ'k z kz:ll (z+7r/<; z—wk) z kz:ll 22 — w2k

Téstéd osasummien sieventdmisestéd on se hyoty, ettd nyt jiljelle jadvan sarjan termit kayttaytyvat
kuten O(k=2), kun k — 0, joten sarja on itseisesti summautuva.

Napakehitelmén johdon tyoldin osa onkin todistaa, etté toinen ylli olevista ehdoista toteutuu,
eli ettd §% (cot ¢)/(¢ — 2)d¢ "= 0. Témi seuraa esimerkiksi tutkimalla yli- ja alakehéin viivainte-
graaleja erikseen, kirjoittamalla integraali auki parametriesityksessdén ja sen jélkeen kayttamélla
jompaakumpaa alla olevista kotangentin eksponenttiesityksisté,

tC_.1+e_i2< __.1+ei2<
cot ¢ =i =5z = ~iT—me -

osoittamaan, ettd saatu integrandi on rajoitettu tasaisesti indeksin n suhteen. Néin ollen on mah-
dollista soveltaa Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta (https://en.wikipedia.org/
wiki/Dominated_convergence_theorem), ja siirtdd raja-arvo integraalin sisélle. T#std saadaan
lopulta tulokseksi nolla, sillé (¢ — 2)™' — 0 kun [¢| — oo.

Vastaus: Lopputulokseksi saadaan, ettéd jos sinz # 0 eli z ¢ wZ, pétee

 — 2z
cotz = -+ —_ -
z 1;1 2?2 — k2x2

4.4 (Lisd) Kokonaisen funktion tulokehitelmi

Algebran peruslauseen mukaan jokaisen polynomi voidaan esittéd nollakohtiensa avulla tulomuo-
dossa. Tasté esityksestd oli hyotyé erityisesti polynomilla jaettaessa. Kaikkialla derivoituvat eli
kokonaiset funktiot muistuttavat monella tapaa polynomeja ja itse asiassa niillekin voidaan aina
johtaa algebran peruslausetta muistuttava esitys nollakohtiensa avulla.

Vaikka kokonaisen funktion nollakohdat ovat eristettyj&, niité voi olla &éiretén midri. Asreton
tulo madritellddn samalla tavalla kuin ddretén summa, kidyttden osatulojonon konvergenssia. Eli,
jos (wy) on kompleksilukujono, niin

N
wy, = lim Hw
1—[ " N—w e

n=1 n=1

ja tulo suppenee, jos raja-arvo on olemassa, ja muuten sanotaan, ettd ddretén tulo hajaantuu.
Kuten summille, olisi toivottavaa, ettei tulon arvo riippuisi jirjestyksestd, missd termit kerrotaan
kesken#dn. Taméan takaa esimerkiksi seuraava tulos.



4.4. (LISA) KOKONAISEN FUNKTION TULOKEHITELMA 85

Lause 4.8 Kompleksilukujonon (w,) muodostama tulo suppenee nollasta poikkeavaa rajaa kohti,
jos

©
Z [lnw,| < w.
n=1

Tdlloin tulon arvo ei riipu kertomisjdrjestyksestd ja pdtee

ee] [o0]
nwn = exp (Z lnwn> .
n=1 n=1

Suurin ongelma kokonaisten funktioiden tuloesityksen rakentamisessa tuleekin vaatimuksesta,
etté siind esiintyvé tulo suppenee. Alla on tuloesityksesti kaksi eri versiota, joista ensimméinen
muistuttaa algebran peruslausetta, mutta vaatii liséoletuksen kokonaisen funktion nollakohtien
kéytoksesta ddretonta ldhestyttiessd, ja toinen antaa yleisen hieman monimutkaisemman esityk-
sen.

Lause 4.9 (Weierstrassin tulokehitelmi, helpompi erikoistapaus) Oletetaan, etti f on ko-
konainen funktio, jolla on kertaluvun m = 0 nollakohta origossa (m = 0, jos f(0) # 0). Kerdtiin
funktion f nollakohdat jonoksi (z1,ze,...) siten, etti jokainen nollakohta toistuu jonossa kertalu-
kunsa verran. Jos

0

Z |2n |7 (4.3)

loytyy kokonainen funktio g, jolla

f(z) = 2me9®) ﬁ <1 - ;) , z€C. (4.4)
n=1 n

Lause 4.10 (Weierstrassin tulokehitelmi, yleinen muoto) Olkoon f kokonainen funktio, jol-
la on kertaluvun m = 0 nollakohta origossa (m = 0, jos f(0) # 0). Kerdtddn funktion f nollakoh-
dat jonoksi (z1, 22, .. .) siten, etti jokainen nollakohta toistuu jonossa kertalukunsa verran. Tdilléin
loytyy kokonainen funktio g ja jono kokonaislukuja p, = 0, n € N, joilla

f(z) = 2me9* HE,_( > (4.5)

n=1

missd E,(z) mdadritelldin kaavalla

1, kunp =20,

Ey(z)=(1-2) x {exp (ZZ=1 %) , kunp>0.

Jonon (p,,) taytyy tissd toteuttaa ehto

0 r 1+pn
> <|Z|> <,  kaikillar>0. (4.6)

n=

Liséitietoa ja esimerkkeji siitd, miten lausetta voi soveltaa kiytinnossi 16ytyy Wikipediasta (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_factorization_theorem). Lauseen todistus ja tarkem-
pia matemaattisia yksityiskohtia 16ytyy ldhteestd [3, Luku 15 ja Lause 15.10].

Huomautus 4.11 Lauseessa 4.10 esiintyvi jono (p,) ja funktio g eivit ole yksikisitteisiéi: esi-
merkiksi sinille pédtee myos alla olevan esimerkin lisdksi my6s tulokehitelmé, jossa p, = 1,

6]
. _z z
sinz = z n ewn (1——).
™

n=—o
n#0
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Tavoitteena on yleensé pyrkié kehitelméén, jossa jonon p,, arvot valitaan mahdollisimman lahelle
nollaa. Niitd ei kuitenkaan aina voi valita kaikkia nollaksi, silld ehto (4.3) ei vilttdméttéd toteudu
kun p, = 0.

Esimerkki 4.12 Johda jokin tulokehitelmi sinille.

Ratkaisu: Koska sinilld on ensimmaéisen kertaluvun nollakohta origossa, tutkitaankin sen sijaan
funktiota sinc(z) = sin z/z, joka on analyyttinen koko kompleksitasossa ja sinc(0) = 1, niin kuin
Esimerkissd 3.8 nihtiin. Funktio 1/sinc on analyttinen lukuun ottamatta ensimmiéisen kertaluvun
napoja pisteissi z = 7k, k € Z\{0}. Néin ollen seki f ja 1/f ovat analyyttisid yhdesti yhten&isessi
alueessa U := C\(]—o0, —7] U [, 20[), joten? myos funktio g(z) := Insinc(z) on analyttinen U:ssa
ja sille pétee g(0) = In1 = 0. Ketjusdinnon ja késinteisfunktion derivointisdéinnén mukaan pitee

1 d z zcosz—sinz 1
——— —si = =cotz — —. 4.7
sinc(z) dz sine(z) sin z 22 orETy (47)

g (z) = diz Insine(z) =

Kayttéien esimerkissé 4.7 johdettua kotangenttin napakehitelméé saadaan sarjaesitys

0 2

Z kw Zln( kiﬂ)

Integroimalla tétéd suoraa vg_,, pitkin saadaan

o(2) = o)~ 0) = | Mg'(w)dwi;fwln( ) v i (1-2=)

missé toisessa yhtédsuuruudessa on tehty integroinnin ja summauksen jérjestyksen vaihto. Saadaan
2
sine(z) = e9%) = exp ( lim Z In ( k:27r2)>
) al 22 = 22 = 22
=, exP (g]lln <1 N k%?)) - Nhinoog (1 - k27r2> =11 (1 - k%?) '

k=1

Lopuksi taytyy vield kertoa yhtalo z:1la ja kdyttéia tietoa, ettd oikean puolen ddreton tulo méarittelee
analyyttisen funktion myos U:n ulkopuolelle ji#ivissd pisteissi (ks. [3, Lause 15.6]). Lauseen 3.3
mukaan on tdmé jatkettu kokonainen funktion sama kuin sinc.

Vastaus: Kaikilla z € C pétee
© 2
. z
SIHZ:ZH<1nQﬂ_2).

n=1

2(MAT) Tarkemmin (ks. [3, Lause 13.11]), lytyy g € H(Q), jolla sinc(z) = e9(*) kaikilla z € U. Téssé ei
valttamattd voi kidyttdd logaritmin pédhaaraa, vaan tdytyy rakentaa funktio g integroimalla kaavan (4.7) deri-
vaattaa, niin kuin Esimerkissd 2.46 tehtiin. Téstd saadaan integraalifunktio koko alueeseen U, silld se on yhdesti
yhteinédinen (ks. Lause 1.37, kohta 2).
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