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2.2 Funktiosarjat

Funktiosarja tarkoittaa sarjaa, jonka termit ovat parametrin x funktioita. Tarkemmin, jos E on
jokin joukko (esimerkiksi C:n tai R%:n osajoukko) ja u, : E — C, n € N, jono sen kompleksiarvoisia
funktioita, méérittelevat ne funktiosarjan

0
= Zun(x), zeFE.
n=1

Jos sarja suppenee kaikilla x € F, saadaan néin siis méaériteltyd uusi funktio S : E — C.

n—1

Esimerkki 2.30 Kun valitaan E := C ja u,(z) := ﬁ, saadaan funktiosarja
0
Z i
= k!
Kun |z| = 0, on z = 0, joten vain sarjan ensimmiinen termi on nollasta eroava ja S(0) = 1. Koska

|z = |z|", voidaan arvoilla |z| > 0 soveltaa Esimerkin 2.19 tulosta. Néin ollen S(z) suppenee
itseisesti jokaisella z € C ja méérittelee siis funktion S : C — C.

Esimerkki 2.31 Valitaan E := [0,1] ja ui(z) := z, u,(z) := 2" Yz — 1) kun n > 2. Kun
€ [0, 1] on sarjan osasumma

N N N
D INE R WD s
n=1 n=2 n=2

Néin ollen, sarja suppenee kaikilla x € [0,1], ja sen arvoksi saadaan

& 0, kin0<z<1,
= Zun(x):
n=1 1

, kuinz=1.

Huomataan, ettid vaikka jokainen funktiosta u, ja sy on jatkuva koko vélilld, sarjan méaéritteleméa
funktio ei ole jatkuva pisteessi z = 1. Samoin ndhdaéin, ettd padtepisteessi ei saa vaihtaa raja-
arvon ja ddrettomén summan jéarjestysta:

lim S(x) —O;él—z lim wu,(z

z—1~ r—1—

2.2.1 (Lisd) Funktiosarjan jatkuvuus, integrointi ja derivointi

Esimerkissd 2.31 néhtiin, ettd sarjoilla méaritellylld funktiolla ei valttamétta olekaan enéd kaikkia
ominaisuuksia mitd sen termeille ja osasummille pétee. Esimerkissd menetettiin termien jatkuvuus,
ja sama voi tapahtua integroituvuudelle ja derivoituvuudelle. Alla on listattu suhteellisen helposti
tarkistettavia ehtoja, joiden avulla voi varmistaa, ettd esimerkiksi raja-arvon oton jérjestyksen
voi vaihtaa. Namé ehdot ovat riittdvid muttei valttamattomié, eli vaihto-operaatio voi onnistua
vaikkei lauseen ehto toteutuisikaan.

Ensimmaiset tulokset késittelevit integrointia ja ovat hyvin samanlaisia kuin aiemmin summille
annetut tulokset:

(1) Jos up(z) = 0 kaikilla x, voi integroinnin ja summauksen jirjestystd aina vaihtaa (myos jos

tulos on Airetdn)3
(B o) ar= 3% untoms

n=1

3(MAT) Todistuksen 16ytid esim. lihteesté [3, Lause 1.27].
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(2) Jos (uy) on jono kompleksiarvoisia funktioita, jotka ovat itseisesti integroituvia,

un(z)|dx ,
Zﬁ ()]dz < o0

voi integroinnin ja summauksen jirjestysti vaihtaa®

J (i “7L(37)> do = §1J-U7l(x)dx eC.

n=1

Raja-arvon ja derivoinnin vaihtamisesta varten on usein kiteva kédyttaa seuraavaa Weierstras-
sin majoranttitestia.

Madritelmé 2.32 (Weierstrassin majoranttitesti eli M-testi)
Funktioista u, : E — C, n € N, koottu sarja (u,) toteuttaa Weierstrassin M-testin, jos loytyy
o0

positiiviterminen jono (M), jonka muodostama sarja suppenee, >, M, < o0, ja joilla pdtee
n=1

lun (z)] < M, , kaikilla n, x .

Testid varten on siis 16ydettéava jotkin koko médrittelyjoukossa pétevit ylirajat funktioille, siten
ettd niiden yldrajojen muodostama sarja suppenee. Alla olevat tulokset pdtevdt aina kun funktio-
jono (uy,) toteuttaa Weierstrassin M-testin:®

0
(3) Sarja S(z) := D) u,(x) suppenece itseisesti kaikissa ldhtojoukon E pisteissd x ja médrittelee

e
siten funktion S : E — C. Funktio S on rajoitettu ja pétee

o0
1S(@)] < Y M, < 0.

n=1

4) Raja-arvot voi ottaa termeittéin, eli jos x¢g € F ja raja-arvot lim,_,,, u,(x) ovat olemassa
0
kaikilla n, niin pétee
0
lim S(z) = Z lim wy(z).
T—T0 nel T—To
(5) Termien jatkuvuus periytyy sarjalle, eli jos jokainen wu, on jatkuva, niin myés sarja S on
jatkuva funktio E':ssi.

(6) Parametrin yli voi integroida termeittdin kunhan joukko E on rajoitettu (riittéé itseasiassa,
etta S:ﬂ-{er}dx < ).

Sarjan derivoituvuuden tarkistaminen onkin vdhén hankalampaa yleisessé tapauksessa. Talla
kurssilla olemme kuitenkin kiinnostuneita lahinna kompleksiderivoituvuudesta eli analyyttisyyden
sdilymisesté sarjoissa. Tétéd varten riittddkin tarkistaa pelkéstdéan, ettd Weierstrassin M-testi to-
teutuu kaikissa alueen (2 suljetuissa kiekoissa eli riittdéd osoittaa, ettd jokaista zg € €2 ja sellaista
e >0, jolla B.(z) < €, kohden 16ytyy jono (M,,), jolle

0
|un(2)] < M, kun |z — 20| <&, ja ZMn<oo.
n=1

Téssé siis jono (M,,) voi myds muuttua, kun pistettd zo tai sidettd e muutetaan. Erityisesti ndmé
ehdot tietysti toteutuvat, jos jono toteuttaa Weierstrassin M-testin koko alueessa (2.

4(MAT) Todistuksen 16yt#d esim. lihteesté [3, Lause 1.38].
5(MAT) Tulos (3) seuraa Lauseesta 2.23. Tulos (4) seuraa lihteen [3] Lausetta 1.34 soveltaen ja tulos (5) on taas
tdmén seuraus, kiyttden jatkuvuuden perusominaisuuksia. Tulos (6) seuraa soveltamalla aiempaa tulosta (2).
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Lause 2.33 Olkoon 2 kompleksitason avoin joukko ja (uy) jono sen analyyttisii funktioita, eli
un, € H(Q) kaikilla n. Jos jono (uy) toteuttaa Weierstrassin M-testin kaikissa suljetuissa kie-
0

koissa D c Q, mddrittelee sarja S(z) = . un(z) analyyttisen funktion joukossa Q ja sen m:n

n=1
kertaluvun derivaatalle pdtee
0
SM(z) = Y ulM(z),  zeQ. (2.14)
n=1

TobisTus Oletetaan, ettd zg € 2. Koska (2 on avoin, 16ytyy jokin € > 0, jolla avoin
kiekko Bs.(z9) = € ja tillsin myés D := Ba.(20) < Q ja U := B.(2) < D <
0. Koska u, € H(Q), on se jatkuva, eli erityisesti jatkuva koko joukossa D c (.
Koska Weierstrassin M-testi oletettiin toteutuvaksi D:sséi, niin seuraa téstd kohdan (5)
mukaan, ettd myos sarja S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € D ja sen méiirittelemé
funktio on jatkuva D:ssé. Néin ollen S on jatkuva my6s alueessa U < D.

Olkoon « mielivaltainen alueeseen U siséltyvén kolmion reunaa kiertiavé polku, niin
kuin Moreran lausetta (Lause 1.53) varten vaaditaan. Koska polun pituus on &dérellinen
ja Weierstrassin M-testi toteutuu polulla, voidaan téssé soveltaa kohdan (6) tulosta ja
vaihtaa integrointijédrjestys sarjan summan kanssa. Nédin ollen

%S(z)dz = nil jgu”(z)dz =0,

Cauchyn lauseen mukaan, silld jokainen u, on analyyttinen yhdesti yhten&isessd alu-
eessa U, jossa polku v kulkee. Voidaan siis soveltaa Moreran lausetta ja padtelld, ettd
S on analyyttinen kiekossa U.

Erityisesti .S on siis derivoituva pisteessi zg. Sovelletaan Cauchyn integraalikaavaa
derivaatoille polulla yo(t) := 2o + %eit, t € [0, 27], joka kiertéid kerran pisteen zg ympéri
kiekossa U. Tésté seuraa kaikille m > 1

RO S ER Y SV
)= on (z—zo)m+1 " — 2 (z — 20) m+1 .
Yo o0

% < M, (2/e)™*L, jossa M, on M-testin vakio kiekossa

D, ja néin ollen my6s tdmé integrandissa olevan funktio toteuttaa M-testin oletukset.
T&hén voidaan soveltaa Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille, sillé jokainen wu,, on
analyyttinen U:ssa, ja lopputuloksena on yhtiloé (2.14). Huomaa, ettd koska zg oli
téssd mielivaltainen ja erityisesti osoitettiin (m = 1), ettd S’(z) on olemassa, seuraa
téstd myos, ettd S € H(). O

silld integrandissa

2.3 Potenssisarjat

Potenssisarja on funktiosarja, joka muodostetaan antamalla sen kertoimet kompleksilukujo-
nona (ay)r_, ja sarjan keskipiste zy € C. Sarjan (n + 1):n elementti on n:mn asteen polynomi
un(2) = an(z — 20)", eli

0

Z (z—z)" =ap+a1(z—20) +... (2.15)

Potenssisarja suppenee aina itseisesti pisteessi z = zg ja S(z0) = ao, silld télléin u,(z) = 0
kun n > 1. Sill4 ei tarvitse olla mitdin muita pisteité, joissa se suppenee, mutta kuten seuraavasta
lauseesta kéy ilmi, potenssisarjan suppenemisjoukko on suhteellisen yksinkertainen, silld se koostuu
tietystd avoimesta kiekosta ja mahdollisesti osasta kiekon kehén pisteitd. Tamén kiekon sddetté
kutsutaan potenssisarjan suppenemisséiteeksi.
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Lause 2.34 (Cauchyn—-Hadamardin lause) Potenssisarjalle (2.15) loytyy aina suppenemissdide
R € [0,0], jolla

1. S(z) suppenee itseisesti kaikilla |z — 20| < R,
2. S(z) hajaantuu kaikilla |z — z9| > R.

Suppenemissdteen voi aina ratkaista kaavasta

1
B= lim sup |a, |*/™ . (2.16)

n—0oo
Huomautus 2.35

e Lause ei sano mitédin siitd, mitd tapahtuu suppenemisalueen reunalla, eli kun |z — zp| = R.

o Erikoistapauksessa limsup,,_, |an|1/ ™ = o0 lauseesta saadaan siis suppenemisséiteeksi R = 0,

eli potenssisarja hajaantuu aina kun z # zj.

e Toinen erikoistapaus on limsup,,_,, |an|1/" = 0, jolloin R = oo. Tama4 tarkoittaa sité, etta
potenssisarja suppenee itseisesti kaikilla z € C.

TobisTus Todistetaan aluksi Abelin lause: Jos potenssisarja (2.15) suppenee jossain
pisteessi w # zg, niin se suppenee itseisesti jokaisella z € C, jolla |z—zg| < 7 := Jw—z2|.
Oletetaan siis, ettd w on téllainen piste, jolloin r > 0. Koska sarja S(w) suppenee,
téytyy erityisesti olla a,(w — 29)™ — 0 kun n — c0. Koska tdmé kompleksilukujono
suppenee, tiytyy sen olla rajoitettu, eli 16ytyy M > 0, jolla |an|r™ = |a,(w—20)"| < M.
Jos nyt z on kompleksiluku, jolle |z — 29| < r, pétee vastaavalle potenssisarjan S(z)

termeille | |
z—2Zo|"
lan(z — 20)"| = \an\T”TO < Mq™,
jossa q := |z — zg|/r < 1. Niin ollen vertailuperiaatteen (Lause 2.8) mukaan itseisar-

vojen muodostama sarja suppenee, joten sarja S(z) suppenee itseisesti.
Sarjan S(z) itseinen suppeneminen on helppo ratkaista Lausetta 2.16 kiyttden.

Oletetaan, ettd z # zo ja merkitdén r := |z — 29| > 0. Potenssisarjan S(z) termien

itseisarvot muodostavat jonon (vy), jossa v, = |a,(z — 20)"| = |a,|r"™, ja niin ollen
1 I s 1 X

o/ = rlan |V, Tisté seuraa, etté limsup,, ., v/ = rv, kun v := limsup,,_, , |a,|"/™.

Lauseen 2.16 mukaan S(z) siis suppenee itseisesti, jos rv < 1, ja se ei suppene itseisesti,
jos rv > 1.

Oletetaan ensin, etti 0 < v < o0 ja méiritelldéin R := 1/v > 0. Jos nyt r < R,
pitee rv = r/R < 1, joten S(z) suppenee itseisesti. Jos taas r > R, tdytyy sarjan S(z)
hajaantua, silld muuten sarjan S(w) pitéisi Abelin lauseen perusteella supeta itseisesti
kaikissa pisteissi w, joilla R < |w—zp| < r, jolloin kuitenkin |w—zp|v = |w—z2¢|/R > 1.

Jos v = o0 on myds rv = 00, joten S(z) suppenee itseisesti vain kun z = zg. T4llin
el S(z) voi supeta milldin z # zg, koska muuten seuraa ristiriita Abelin lauseen kanssa.
Nain ollen, voidaan valita R = 0.

Jos v = 0, on aina my6s rv = 0. Néin ollen S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € C,
ja voidaan valita R = 0. O

Esimerkki 2.36 Esimerkissid 2.30 n#htiin, ettd kun zp = 0 ja a, = 1/(n!) vastaava potenssisar-
ja suppenee kaikkialla. N&in ollen sen suppenemisséteen tédytyy olla R = oo, eli téstd saadaan
kiertotieté laskettua limsup,, ., (n!)~"" = 0.

Esimerkki 2.37 Mikéd on suurin kompleksitason avoin kiekko, jonka pisteissid z potenssisarja

L0 n—1
2 %(z —1)™ suppenee itseisesti?
n=1
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Ratkaisu: Nyt zo =1, ag = 0 ja a, = (717):71, kun n > 1, joten

1 _ _
|an|” =n 1/n:e ln"/”_>60:17

kun n — o0. Koska raja-arvo on olemassa, saadaan téisti suoraan suppenemisséteelle R tulos 1/R =
limsup,,_,, |an w o= 1, eli R = 1. Cauchyn-Hadamardin lauseen mukaan annettu potenssisarja
suppenee itseisesti avoimessa kiekossa U := {z € C||z —i| < 1} = Bj(i) ja mahdollisesti joissain
sen reunan pisteissi. Néin ollen haluttu suurin avoin kiekko on U.

0

Esimerkki 2.38 Laske potenssisarjan . [2(—1)" — 1]™(z + 1)" suppenemisséde.
n=0

Ratkaisu: Téssd riittdd tutkia kertoimia a,, = [2(—1)" — 1]™, joille

1

3, kun n pariton.

, kun n parillinen,

jan|™ = [2(=1)" ~ 1 —{

Niiden muodostamalla jonolla on yliraja 3, jota kohti parittomien indeksien muodostama osajono
suppenee, joten saadaan limsup,,_, lan|"™ = 3. Niin ollen sarjan suppenemisséide on R = %

Osoitetaan seuraavaksi, ettd potenssisarjoja saa aina derivoida ja integroida termeittiin
suppenemissiteen sisilli.
Lause 2.39 Oletetaan, etti potenssisarjan (2.15) suppenemisside R > 0. Olkoon Q := Bpr(zo)
suppenemissdateen sisdlle jadvd avoin kiekko, jos R < oo, tai 2 = C, jos R = 0.

1. Sarjan mddrittelemd funktio on analyyttinen eli S € H(Q) ja pisteessi z € § pitee kaikilla
m € N vastaavalle derivaatalle potenssisarjaesitys

e}
|
S (2) = n;m anﬁ(z )M, zeq. (2.17)
2. Jos v on pisteesti z, pisteeseen zo kulkeva polku alueessa 2, pitee

J S(z)dz = F(z) — F(z1), (2.18)

.

jossa integraalifunktio F' voidaan myds esittid potenssisarjana,
S a
F(z) = " (2 — o)™t Q. 2.1

(2) gonJrl(Z 20)" ", Z € (2.19)

TobisTUus Olkoon D <  jokin suljettu kiekko. Téllin 16ytyy sdde r > 0, jollar < R ja
D < B,(z). Niin ollen kaikissa kiekon pisteissii z € D pitee |a,(z — 20)"| < |an|r", ja
Cauchyn-Hadamardin lausee mukaan ), |a,|r™ < o0, koska r < R. Niin ollen M,, :=
|an|r™ muodostaa jonon, jolle S toteuttaa Weierstrassin M-testin kiekossa D. Voidaan
siis soveltaa Lausetta 2.33 ja péitelld, ettd S € H(Q). Lisiksi voidaan S:n derivaatat
laskea sarjasta, joka muodostetaan derivoimalla m kertaa polynomeja a,(z — 29)",
n € N. Tamé derivaatta on helppo laskea (ja tuloksen voi my6s halutessaan tarkistaa
oikeaksi induktiolla)

dm( ) 0, kunn <m,
2 (s -
dzm 0 nn—1--(n—m+1)(z—2)" ™, kunn=m.

Niin ollen kaava (2.17) pétee.

Kaavan (2.19) potenssisarjalle pétee limsup,,_,.,(|an—1]|/n)Y"™ = 1/R, joten sen
suppenemissidde on sama kuin alkuperéisen sarjan. Néin ollen voidaan soveltaa en-
simmaéisen kohdan tulosta ja havaitaan, ettd F’ = S. Né&in ollen (2.18) seuraa suoraan
Lauseesta 1.32. O

1/n
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2.4 Taylorin sarja

Jos yleiselle potenssisarjan (2.15) suppenemisside R > 0, niin Lauseen 2.39 mukaan se on ana-
lyyttinen suppenemissiiteen sisilld ja erityisesti saadaan sen derivaattojen sarjaesityksestd (2.17)
laskettua kaikki derivaatat kehityspisteessi: S(™)(z9) = apm!, silli vakiotermii lukuun otta-
matta ovat kaikki muut sarjan termit nollia. Koska lisiksi ag = S(z0), péitee potenssisarjan
madrittelemille funktiolle aina kaava

(n)

= - nSZO)(Z—ZO)”
n=0 '

Tatd kaavaa kutsutaan analyyttisen funktion S esitykseksi Taylorin sarjan avulla pisteessi zg.
Tamé tulos myos osoittaa, ettd kaksi eri kerroinjonoa (a,) ja (by,) saavat aina aikaan eri funk-
tiot, jos potenssisarjoilla on sama keskipiste eikéi kummankaan jonon suppenemissidde ole nolla.
(Oletetaan, ettd loytyy jokin m, jolla a,, # b, ja ettd sarjojen suppenemissiteet toteuttavat
Ry = Ry > 0. Télloin F(z) = ZZO 0an(z — 20)" ja G(2) = Y7 1 bu(z — 20)™ ovat molemmat
miidritelty arvoille |z — 2| < &, kun € < Ry, mutta koska F(™ () = ap,m! # by,m! = G0 (z),
on F' # G téssi e-siteisessd klekossa.)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos kidnteinen tulos pitee. Yhdistamalld tamé edelliseen havain-
toon ndhdain, ettd analyyttisellid funktiolla on olemassa jokaisessa mddrittelyalueensa pisteessd
tasmdlleen yksi potenssisarjaesitys ja tamd esitys on Taylorin sarjan antama.

Lause 2.40 Olkoon 2 avoin joukko ja f € H(Q). Jos zg € Q jar > 0 on mikd tahansa side, jolla
avoin kiekko B,.(zo) sisdltyy joukkoon Q, suppenee funktion f Taylorin sarja itseisesti jokaisessa
kiekon pisteessd ja pitee

© rn)(,
f(z)= Z fi(o)(z —z0)", kun |z — zo| < 7. (2.20)

TobpisTUs Merkitéiéin avointa kiekkoa U := B,.(zg) ja oletetaan, ettd z € B,.(zg). Koska
|z—20| < r, 16ytyy side g, jolle |z—zg| < ro < r. T#lloin kiertid kiyra y(t) := zo+rgelt,

€ [0, 27], kerran positiiviseen suuntaan pisteen z ympéri yhdesti yhtendisessd alueessa
U. Koska f on analyyttinen U:ssa, voidaan téssé siis soveltaa Cauchyn integraalikaavaa,
Lausetta 1.43, ja pétee siis

(—z27r1

Integrandissa oleva funktio voidaan esittdd geometrisené sarjana seuraavasti: kaikilla
¢ =7(t) on [¢ — 20| = ro > [2 — 20|, joten kun ¢ = (2 — 29)/( — 20), on |g| <1 ja

11 1 Z i (z — z0)"
(= lmni-q (—na? = L

jossa oleva geometrinen sarja suppenee itseisesti ja sen termeilld on majorantti M, =
(|z—=2ol/ro)™/r0, jolle >, M,, < 0. Koska myds funktiolla | f(¢)| on maksimi integroin-
tireitilla, Weierstrassin M-testi toteutuu ja voidaan vaihtaa summan ja integroinnin
jérjestystd. Lopputuloksena on itseisesti suppeneva sarja

J(O)(z — z0)" f Zo
§ _ ZO n+1 27T1 2 Z - ZO)

jossa viimeisessé vaiheessa on sovellettu Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille. Ol

Huomautus 2.41 Pisteen zy = 0 ympéristossé kehitettyéd Taylorin sarjaa kutsutaan myos Maclau-
rinin sarjaksi.
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Esimerkki 2.42 Kuten aiemmin néhtiin, on eksponenttifunktio f(z) = e* kokonainen ja f' = f.
Erityisesti siis f (”)(0) = 1 kaikilla n > 0, joten eksponenttifunktion Maclaurinin sarja on

ja se suppenee kaikilla z € C. Néin ollen Esimerkin 2.30 potenssisarjan méérittelemé funktio on
sama kuin Luvussa 1.3.2 kosinin ja sinin avulla méé#ritelty eksponenttifunktio.

3‘)—!

Taylorin sarjan laskeminen suoraan annettua funktiota derivoimalla on yleensé tyocliastd. Usein
tyotd voi helpottaa jakamalla funktio osiin, joiden sarjat tunnetaan. Alla on téistd muutamia
esimerkkeja.

Esimerkki 2.43 Eksponenttifunktion sarjaesityksestd ndhdééin nyt helposti, ettd monet muutkin
reaalifunktioista tutut sarjaesitykset yleistyvit kompleksitasoon. Esimerkiksi, kaikilla z € C,
in

Saeiambo- 5 Lo
n! n!
ne0 !

n parillinen = k=0

cosz = (elz +e ‘z

N —
l\.')\)—l

Esimerkki 2.44 Kehitd funktio f(z) = i Taylorin sarjaksi pisteen zg = —2 ympaéristossa.
Ratkaisu: Tarkoitus on 16ytaa esitys muuttujan w = z — 29 = z + 2 potenssisarjana. Koska

1 1 1 1

Aina, kun |w| < 3, voidaan viimeinen termi esittdd geometrisen sarjan summana, josta saadaan
o0 (e @]

1 1
2 37 - 2 3n+1(
1=0 n=0

Potenssisarjaesityksen yksikésitteisyyden vuoksi taytyy tdmén sarjan olla my6s haluttu Taylorin
sarja, ja siten esimerkiksi f(™(—2) = n!3="~! kaikilla n.

z—2z)"

OJ\H

Esimerkki 2.45 Kehitd Maclaurinin sarjaksi funktio

22 -22+19
&) = 3@+

Ratkaisu: Hajotetaan funktio aluksi osamurtokehitelméksi

22— 22+ 19 1 n 2
(z—3)2(22+5) 22+4+5 (2 —3)2

Téssd ensimmaéinen termi voidaan suoraan kehittdd geometriseksi sarjaksi

11 71:§ "
2z4+5 51— 2z 5~

aina kun |z| < 5/2. Edellisen esimerkin laskusta saadaan suoraan

1 1
-3 - Z 3n+1zn’
n=0

kun |z| < 3. Tété potenssisarjaa saa derivoida suppenemissiiteensé sisillé termeittiin, joten

0
i 1 - 1 :72L2n71.
dzz—-3 (z —3)2 3ntl

n=1
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Téstd seuraa, ettd aina kun |z| < 3 pétee

o 2(k+1)
Z e 2

Yhdistamaélla tulokset saadaan f:lle potenssisarjaesitys

£2) i ((5—7123: N 2(;14:21)) o

n=0

joka suppenee ainakin kun |z| < min(5/2,3) = 5/2. Itse asiassa tdmén tiytyy myos olla sarjan
suppenemisside: jos side olisi suurempi kuin 5/2, olisi sen méérittelemd funktio analyyttinen
erityisesti pisteessd z = —5/2, miki ei pidd paikkaansa.

Y14 ndhtiin miten Taylorin sarjan joskus l6ytéé helpoiten jotain tunnettua sarjaa derivoimalla.
Vastaavasti voi joskus kayttdd myos sarjan integrointia.

Esimerkki 2.46 Etsi Taylorin sarja pisteessd zg = —1 logaritmin sille haaralle, joka saa téssi
pisteessd arvon i3m.

Ratkaisu: Olkoon f pisteen —1 jossain ympéristosséd méiritelty analyyttinen funktio, jolle ef(*) =
z. Koska €™ = ™ = —1, voi 137 todellakin olla funktion f arvo pisteessd —1. Merkitéin taas
w =z — 29 = z + 1. Kéénteisfunktion derivaattakaavan mukaan pétee nyt

o0

f'(z)zéz Z 2 (z — 20)",

n=0

kun |z—zp| < 1. Lauseen 2.39 mukaan saadaan siis suppenemissiiteen siséllé pisteestd z pisteeseen
z kulkevaa polkua pitkin integroimalla

18

P = Ten) = = X g™ = = B e - a0t

n=0

Niin ollen saadaan halutuksi Taylorin sarjaksi esitys, joka suppenee kun |z + 1| < 1,

- B

R‘\H

2.5 Laurentin sarja

Laurentin sarja on kahden funktiosarjan summa, joka yleistdd Taylorin sarjaesityksen tapauk-
seen, jossa suppenemissiteen sisiltd 10ytyy singulariteetteji. Se muodostetaan antamalla sarjan
kertoimet kahtena kompleksilukujonona (a,)*_, ja (an),2_., seki sarjan keskipiste zp € C.
Tarkemmin, vastaava Laurentin sarja S mééritelldéin kaksipuolisena sarjana

0

S(z) = Z an(z — 20)" 1= S_(2) + S4(2), (2.21)
Si(z) = Z an(z —20)", (2.22)

—1

S_(z) := Z an(z — 20)" = Z (z—20)"". (2.23)

n=—a

Téasséd S4 on Laurentin sarjan sdénnéllinen osa ja se on siis tavallinen potenssisarja, jonka sup-
penemisside R, saadaan ratkaistua kaavasta 1/R, = limsup,,_,, |an|1/”. Sarja S_ on Laurentin
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sarjan pdfosa. Myos se voidaan ymmirtii potenssisarjana, nimittéiin muuttujassa w = 1/(z—z2p).
Merkitdéin tdmén potenssisarjan suppenemissiddetti R_, jolloin 1/R_ = r, kun mééritelldén
7= limsup,,_,o, |a—,|/™ € [0, 0]. Tésti seuraa, ettd potenssisarja g(w) := >, a_,w"™ suppenee
itseisesti aina kun |w| < R_ ja se on analyyttinen funktio vastaavassa alueessa, kunhan R_ > 0.
Koska S_(z) = g(1/(z — zp)) néhdéén, ettd sarja S_ suppenee itseisesti aina kun |z — zg| > r
ja yhdistetyn kuvauksen ketjusdinnon perusteella se on analyyttinen téssi alueessa. (Esimerkiksi,
kun r = 0, on R_ = oo. Silloin funktio g on kokonainen ja niin ollen S_ on analyyttinen funktio
alueessa C\{20}.)
Yhteenvetona pétee siis seuraava perustulos koskien Laurentin sarjoja.

Lause 2.47 Jonon (a,)%__., antama, pisteen zo ympdristossd kehitetty, Laurentin sarja suppe-
nee, jos r < R, kun

1/n 1/n ]

1
r = lmsup |a_p,| ja — =limsup |ay|
n—ao0 R n—0o0
Talloin 0 < r < 00, 0 < R < o0, sarjat S; ja S_ suppenevat itseisesti rengasalueessa (engl.
annulus)

A, r(20) i ={z€C|r <|z—2]| <R},
ja nitden madradmd Laurentin sarja S = S4 +S_ on analyyttinen funktio koko alueessa A, r(zo).

Jos Laurentin sarjan pé#dosa on nolla, eli a, = 0 kun n < 0, on Laurentin sarja tavallinen
potenssisarja ja téssd erikoistapauksessa se on mééritelty my0Os pisteessid z = zp. Yleensd néin
ei tarvitse olla, ja funktion moduli voi esimerkiksi kasvaa rajatta kun ldhestytddn pistettd zg.
Kuten luvun alussa ennakoitiin, kdytetdan Laurentin sarjaa yleistiméaédn Taylorin sarjakehitelmé
funktioille, joilla on singulariteettejd kehityspisteen ldheisyydessa.

Lause 2.48 (Laurentin lause) Olkoon Q avoin joukko ja f € H(S). Oletetaan, etti zo € C
ja 0 < r < R ovat sellaiset, etti rengasalue A, g(z0) < Q. Tdlloin funktiolla f on Laurentin
sarjaesitys koko rengasalueessa,

flz)= i an(z — 20)", kunr <|z— 20| < R. (2.24)

n=—0o0

Funktio f mddrdd kertoimet a,, yksikdsitteisesti ja ne voidaan laskea kaavalla

fO)  d¢
P AL VIR N ez, 2.25
“ fi; (¢ — zo)™t1! 271 " (2.25)
Yo
jossar < p < R ja y,(t) = 20 + pei’, t € [0,27], on rengasalueen A, r(z0) sisilli pisteen z

ympdri kerran positiiviseen suuntaan kiertdvdi polku.

TobIsTUs Oletetaan, ettd z € A, g(20). Rengasalue A, r(zo) ei ole yhdesti yhtenéinen,
joten Cauchyn integraaliesitysté ei voi nyt kiyttdd suoraan. Leikataan alueesta pois pis-
teet, jotka osuvat keskipisteesté zg lahteville suoran puolikkaalle, joka ei kulje pisteen z
kautta. Tll6in saadaan yhdesti yhtenginen alue U := A, r(20)\ {20 + ce'¢ | c € [0, [},
jossa ¢ € R valitaan siten, ettd z € U. Koska U < , pitee f € H(U). Néin ol-
len voidaan soveltaa Cauchyn lauseita suljetulle polulle T¢(t) = 2o + 7°(t)e!¥, jossa
~v¢ on polku, jota kéytettiin Esimerkisséd 1.38. Valitaan polun parametrit siten, ettd
r < Ry <|z—2p| < Rz < Rjae > 0 on niin pieni, ettd polku kulkee alueessa U kerran
pisteen z ympéri.

Polku on piirretty Kuvassa 1.5, jossa pitda nyt ajatella kuvan keskipiste pisteeksi
zo ja positiivinen reaaliakseli kierretyksi kulman ¢ verran: kuten kuvasta nékyy, kulkee
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polku t&lloin pisteen z ympéri positiiviseen kiertosuuntaan. Cauchyn integraalikaavaa
soveltamalla (Lause 1.43) nédhd&én siis, etté

S J¢c—zom jQC—ZQﬂ'I {—z27r1 (2.26)
FE

YRy TRy

Téssd raja € — 0 on laskettu aivan kuten Esimerkissd 1.38, eli siind on otettu huo-
mioon, ettd f on nyt analyyttinen myds koko rengasalueessa A, r(z0), joten on se eri-
tyisesti jatkuva poistetulla janan patkélla ja siten tdmén janan suuntaisesti kulkevien
polun osakéyrien antamat integraalit kumoavat toisensa rajalla e — 0. Jaljelle jadvat
integrointikdyrat on merkitty kéyttéden todistettavan Lauseen polkua v, kahdella eri
séteen p arvolla.

Nyt jiljelld olevassa suurempaa ympyrinkehid kulkevassa integraalissa on |(—zg| =
Ry > |z — zp|, joten siind voidaan kehittdd nimittdjin sisiltdvi termi sarjaksi aivan
kuten Taylorin sarja todistuksessa: kun ¢ = (2—20)/(¢ — 20), on |q| < 1 ja pitee

1 _ 1 i (z—2z0)"
C—z7<—z01—q (=)t

Naiin saatu sarja toteuttaa myods M-testin, joten se voidaan integroida termeittdin,
josta saadaan

sz 27r1 2 2= 20)" = 94(2),
YRy n=0
., f(Q  d¢
Ay 1= fﬁ (€= 2)i i 9’ neN.
YRy

Koska nimittdjén nollakohta zy ¢ A, r(z0), voidaan a,:n mééritelméissd muuttaa in-
tegrointikdyrén sédde miksi tahansa arvoksi p, kunhan » < p < R, soveltaen Lausetta
1.41.
Toisen termin integrointikdyrilld on | — z9| = Ry < |z — 20|, ja médritellddnkin
silloin p := (¢ — 20)/(2—20), jolloin |p| < 1 ja
—1

1 1 1 k& —z)" z—z9)™
_ Z_Z €—20)" _ Z (( 0)

¢—=z z2—201—p C—z)m+l’

m=—00
Téssdkin tapauksessa M-testi toteutuu ja termeittiin integrointi antaa tulokseksi

-1

= Z an(z — 29)" =: S_(2),

=—0

C—z 27r1

TRy

- f(§)  d¢
an'_jg(c—zo)"“ 9’ n<0.
YRy

My6s arvoilla n < 0 voidaan a,,:n mééritelmésséd muuttaa integrointikdyréan side miksi
tahansa arvoksi p, kunhan r < p < R, joten saadaan tulos, ettd jonon (an);__
alkiot toteuttavat kaavan (2.25) kaikilla n € Z. Molemmat sarjoista S_(z) ja Sy (2)
suppenevat itseisesti, joten vastaava kaksipuolinen Laurentin sarja suppenee ja kaava
(2.24) seuraa tuloksesta (2.26).

Osoitetaan vield lopuksi, ettd Laurentin sarjan kertoimet ovat yksikésitteisid. Ol-

koon f(z) = Do bn(z — 29)" jokin toinen Laurentin sarjaesitys arvoille r < [z —

99
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20| < R. Lauseen 2.47 mukaan suppenee téssi olevat kaksi sarjaa itseisesti, joten jos
r<p<RjaneZ, on

— )™ d
i = 2 ijg 20)" ¢
(¢ — zp)t! 27r1 — 20)"tt 2mi
Yo Yo
silld integrandi toteuttaa Weierstrassin M-testin. Esimerkin 1.39 mukaan on téssi
§(< - ZO) 1277_[_1 = Ind’y(ZO)]]-{mfnfl=fl} = ﬂ-{m:n} .
Yo

Tésté seuraa a, = by, eli sarjan kertoimet ovat samat kuin kaavassa (2.25). O

Esimerkki 2.49 Laske funktion f origokeskinen Laurentin sarja, kun

1
f(z) = m )
ja
(a) 0<lzl<1, (b) 1<z <2, (c) |z|>2.
Ratkaisu: Jaetaan ensin funktio osamurtokehitelméksi

1 1 1 1
fG)=——————="7+——7+——.
2z=1)(z—-2) 2z z—-1 2(z-2)
Téasséd ensimméinen termi on suoraan Laurentin sarjan muotoa, joten sitd ei tarvitse muokata
alueesta toiseen siirryttéiessé.
(a) Alueessa 0 < |z| < 1 voidaan kaksi jalkimméistd termid suoraan kehittédéd suppeneviksi
geometrisiksi sarjoiksi,

o]

1 . : 18

Laurentin sarjaksi saadaan siis

f(z) = 21+Z< 2n+2>z”, 0<lz|<1,

jossa ensimméinen termi on sarjan pidosa ja loput muodostavat sen sddnnéllisen osan.
(b) Alueessa 1 < |z| < 2 vain toinen ylli olevista geometrisista sarjoista suppenee. Toinen
termi kannattaakin nyt kehittdd muuttujan 1/z geometrisena sarjana,

1 1 1 ¢ 1 o 1
_ z 2 (n+1)
-1 zl—z B ZZ B Z RS

n=0 n=1

I

Laurentin sarjaksi saadaan siis

-2 o0

1—1 —n2
fle)=—527"+ (= Z -2 . 1<zl <2.

n=—a n=0

Huomataan, ettéd sekd pai-, ettd sddnnollinen osa muuttuivat verrattuna alueen (a) sarjaan.
(c) Alueessa |z| > 2 tdytyy myds viimeinen termeistd kehittdd muuttujan 1/z geometrisena
sarjana,

—1

1 1 i i n Z gn—1 B 2 g > 2
2(2’ - 2) 2Z 1-— 2/Z 2z = o+l s .

n=0 m=-—00
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Huomataan, ettd termit joiden kertaluku on n = —1 jan = —2 summautuvat nollaan, ja paadytdan

Laurentin sarjaan
-3

f)=> (@ 2=1)2", |f>2.

n=—0u0

Maiégritelma 2.50 Olkoon Q0 avoin joukko ja f on analyyttinen Q:ssa mahdollisesti lukuun ot-
tamatta pistetti zo € Q, eli f € H(OQ\{z20}). Tdlldin f:lli on Laurentin sarjaesitys pisteen zg
ympdristossi jossain rengasalueessa Ag r(zo), R > 0. Tdmdn Laurentin sarjan kerrointa a_q
kutsutaan funktion [ residyksi pisteessd zg, merkitdin Res(f, zo). Se voidaan siis mddritelli

integraalinag
Res(f, 20) jg f¢
27T1

jossa € > 0 on niin pieni sdde, ettei funktiolla [ ole pistetti zg lukuun ottamatta muita singulari-
teetteja vastaavan avoimen kiekon sisilld (eli jolla Be(zg) < ).

Huomautus 2.51 Jos f on analyyttinen pisteessé zq, on silld téssi pisteessi Taylorin sarjaesitys,
joten sen Laurentin sarjan pddosa on nolla. Niin ollen erityisesti Res(f, zo) = 0, niin kuin myos
Cauchyn lauseen perusteella ndhdéén residyn mééritelmasta.

Luvussa 3 ndytetédédn, miten monia tavallisia integraaleja voidaan laskea pelkéstédin laskemalla
sopivia integrandin residyjd kompleksitasossa. Tétd varten ei usein kannatakaan ldhted liikkeelle
residyn integraaliesityksesté, vaan kéiyttad tunnettuja perusfunktioiden sarjaesityksid ja muokata
niitd samoin kuin Taylorin sarjoille tehtiin edellisessé luvussa.

Esimerkki 2.52 Laske funktion f origokeskinen Laurentin sarja ja residy Res(f,0), kun f on
médritelty arvoille z # 0 kaavalla

sinh z 1z

(@) f(2)=——, () f(x)=("+2e

Ratkaisu: (a) Kuten Esimerkissi 2.43, saadaan sinh-funktion Taylorin sarjaesitys suoraan ekspo-
nenttifunktion sarjaa kidyttden

sinh z = 1 (ez — e—z) - i ;szﬂ
2 (2k + 1)! ’

silld téssd parilliset termit kumoavat toisensa. Néin ollen, saadaan alueessa |z| > 0 suppeneva
Laurentin sarja

[e0] [e.¢] 1

sinhz = 1 2kt k—1 2n+1
2 Z 2k + 1)! Z 2k:+1 BN TR

k=0 n=0

—_

Téstd seuraa suoraan, ettd Res(f,0) = 1.
(b) Kéyttéen eksponenttifunktion Taylorin sarjaa ndhddén, ettd kun |z| > 0

o0 9 L
n=0 n=0

Kerddamaélla molemmista sarjoista positiiviset potenssit saadaan sddnnolliseksi osaksi

[eo]
(2% 4 2)e? = (2% + 2) Z

3‘>—~
3‘>—~

I S S DR U
27 3! 276
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Padosa toteuttaa

& 1 1 o 1+ (k+3)(k+2) _
Z( (k +3)! (k+1) g (k +3)! A

k=1

3
—  ja pyydetty funktion Laurentin sarja on

Niin ollen Res(f,0) = 71

3 7 < n?+7-5n ,
f(z):z3+zz+§z+6+ BEE 2] > 0.
W5

=—00



Luku 3

Residylaskenta

3.1 Analyyttisen funktion nollakohdat

Palautetaan mieleen, ettéd kaikille polynomien nollakohdille voitiin méaéaritelld nollakohdan aste
sen perusteella kuin monta kertaa nollakohta esiintyi algebran peruslauseen tuloesityksessa. Taméa
ominaisuus periytyy myos kaikille analyyttisille funktioille, jotka eivét ole vakiofunktioita nolla-
kohdan ympéristossa.

Lause 3.1 Olkoon Q alue ja f € H(Q). Jos zg € Q on f:n nollakohta, joko
1. f(2) =0 kaikilla z € Q tai

2. nollakohdan zy kertaluku on ddrellinen, eli loytyy m € N, g € H(Q) ja jokin side € > 0,
joilla g(z) # 0 kaikilla |z — zo| < €, ja

f(z) = (2 —20)"9(2), zef.

TobisTus Todistus perustuu siihen, ettd analyyttisella funktiolla f on Taylorin sarja
pisteen zp ympéristossd, eli f(z) = Zf:o an(z — 2z0)". Koska f(z9) = 0, on téssi
aog = 0. Néin ollen, joko a, = 0 kaikilla n, tai 16ytyy jokin pienin m € N, jolla a,, # 0.
Ensimmaéisesséd tapauksessa on f = 0 koko kiekossa, ja toisessa tapauksessa voidaan
mééritelld g(z9) 1= am # 0 ja muuten g(z) := f(2)/(z — 20)™, jolloin g:114 on Taylorin
sarja g(z) = Zkoozo arim(z — 20)F ja g € H(Q). Funktion g jatkuvuudesta pisteessi 2o
seuraa myos, ettd loytyy jokin avoin kiekko, jossa se ei mene nollaan ja tdmé antaa
halutun séteen ¢ > 0. Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvét esimerkiksi lahteesté [3,
Lause 10.18]. O

Seuraus 3.2 1. Analyyttisen ei-vakion funktion nollakohdat ovat aina eristettyjd:
jos Q2 on alue ja zy € Q on funktion f € H(Q) nollakohta, niin loytyy side € > 0, jolla
f(2) # 0 aina kun 0 < |z — 20| < e.

2. Analyyttiselld ei-vakiolla funktiolla on ddrellinen mddrd nollakohtia kaikissa
mddrittelyalueeseensa sisdltyvissd suljetuissa kiekoissa.

Talla tuloksella on seurauksena, ettd jos tiedetddn ddreton médrd analyyttisen funktion arvo-
ja jokin méérittelyalueen pisteen ympéristossd, ndméa madradvit funktion arvot kaikissa alueen
pisteissé.

Seuraus 3.3 Olkoon Q alue ja (z,) sen pistejono, jossa mikidn piste ei toistu kahdesti ja jolle
limy, o0 2n, = 2 € Q. Jos f,g € H(Q) ja f(zn) = g(2zn) kaikilla n, pdtee tdlloin f(w) = g(w) kaikilla

w € Q.

63
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TobisTus Nyt funktio h := f — g € H(Q) ja sille pitee h(z,) = 0 kaikilla n. Koska h
on erityisesti jatkuva jonon raja-arvopisteessé z, on talldin myds 0 = lim, o h(z,) =
h(2), joten myds piste z on funktion h nollakohta. Se ei voi kuitenkaan olla eristetty,
silld jokainen kiekko B.(z) siséltédéd jonkin jonon (z,) alkion, joka ei ole z. Niin ollen
h(w) = 0 kaikilla w € €. O

Esimerkki 3.4 Jos f,g on mééritelty ja analyyttisid oikeassa puolitasossa ja ne saavat samat
arvot jollain positiivisen reaaliakselin avoimella vililla, taytyy olla f = g koko puolitasossa.

Esimerkki 3.5 Madrittelyalueen yhten#isyys on oleellista kaikissa ylld olevissa tuloksissa. Esi-
merkiksi voidaan mééritelld f(z) = 0, kun |z| < 1, ja f(z) = z, kun |z| > 2, ja néin saatu funktion
on analyyttinen, se yhtyy nollafunktioon origon ympéristossi, mutta f # 0.

3.2 Analyyttisten funktioiden erikoispisteet

Maisritelma 3.6 Olkoon f kompleksifunktio, joka on analyyttinen alueessa €. Piste zy € C on
analyyttisen funktion [ erikoispiste, jos f ei ole siind analyyttinen (esim. arvoa f(zq) ei ole
mddritelty) vaikka jokainen kiekoista B:(zo), € > 0, leikkaa analyyttisyysaluetta Q2. Kyseessi on
eristetty erikoispiste, jos loytyy sellainen R > 0, jolla funktio f on analyyttinen rengasalueessa
Ao r(20) :={2€C|0 < |z — 20| < R}.

Eristetyt erikoispisteet luokitellaan kolmeen eri luokkaan, jotka selitetdén alla. On olemassa
myo6s erikoispisteitd, jotka eivit ole eristettyjd. Esimerkiksi logaritmin pédédhaaralle jokainen ne-
gatiivisen reaaliakselin ]—o0,0] piste on sen erikoispiste: Ln z ei ole mééritelty pisteessi z = 0,
eikd se ole jatkuva pisteissii z < 0, mutta jokainen kiekoista B.(z), z € ]—0,0], ¢ > 0, leik-
kaa logaritmin analyyttisyysaluetta. Toisaalta negatiivisen reaaliakselin piste ei ole eristetty, silla
sen mielivaltaisessa ympéristostd 16ytyy aina muita pisteitd negatiiviselta reaaliakselilta. Monet
muutkin analyyttisten funktioiden kidnteiskuvauksina saadut moniarvoiset kuvaukset (nelisjuuri,
yleiset potenssit, arkus- ja areafunktiot) kiyttidytyvit samalla tavoin: kun valitaan néistd jokin
haara, joutuu yleensd luopumaan derivoituvuudesta vahintdén jollain janalla.

Eristettyjen erikoispisteiden l6ytdminen ja luokittelu on hyodyllista erityisesti kun halutaan
soveltaa residylausetta. Téma tapahtuu samalla tavoin kuin mitd nollakohdille tehtiin edellisessa
luvussa.

Miiritelmé 3.7 Olkoon Q avoin, f € H(Q), ja 20 ¢ Q funktion f eristetty erikoispiste. Lauseen
2.48 mukaan on funktiolla f tdilloin Laurentin sarjakehitelmd rengasalueessa Ao r(z0) < €,

fz)= > an(z—2)", 0<|z—z|<R. (3.1)

n [ee]

e Jos ap = 0 kaikilla n < 0, niin kyseessd on poistuva erikoispiste. Jos erikoispiste ei ole
poistuva, se on poistumaton erikoispiste.

e Jos a, = 0 kaikille n < —m < 0 ja a_,, # 0, niin kyseessd on mapa ja m € Zy on
navan kertaluku. Puhutaan myds m-kertaisesta navasta, eli esimerkiksi m = 1 vastaa
yksinkertaista napaa.

e Jos |{n € Z_|a, # 0}| = oo eli jos Laurentin sarjan pidosa ei ole ddrellisen pituinen, niin
kyseessd on oleellinen erikoispiste.

Tarkastellaan tarkemmin néité kolmea eri luokkaa. Poistuva erikoispiste on nimenséd mukainen,
silld télloin funktiolle voidaan mééritelld jatke g(z) koko kiekkoon Bpr(zg) seuraavasti:

o) = {f(z), kun z € Q,

3.2
agp , kun z = zg. (3:2)
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Liséitty arvo ¢g(z9) = ap méiirdytyy suoraan vaatimalla, ettd uusi funktio on jatkuva, silld se on
Laurentin sarjan raja-arvo kun z — zg, ja siten myos lim f(z) = ap. Néin mééritelty jatke on
zZ—20

analyyttinen koko joukossa Q u {z0}, eli erityisesti kiekossa Bg(zg), joten erikoispiste on néiin

"poistettu”. Itse asiassa raja-arvon olemassaoloa voi my6s kédyttdd luokittelemaan erikoispiste:

eristetty erikoispiste on poistuva jos ja vain jos funktiolla on raja-arvo tissi pisteessi,

nimittiin navoille selvisti pitee Zlirrzl |f(2)] = o ja alla olevan Picardin lauseen mukaan ei |f(z)|
—Z20

lahesty mitédan raja-arvoa kun z — zp, jos zp on oleellinen erikoispiste.

Esimerkki 3.8 Klassinen esimerkki, joka 16ytyy léhes jokaisesta kompleksianalyysin oppikirjasta:
osoitetaan, etti erikoispiste z = 0 on poistuva funktiolle

() = sin z

z
Ratkaisu: Tamé funktio on analyyttinen joukossa C\{0}. Sen Laurentin sarjakehitelmé on
52n+1 2

9=1% —1-Z oY,
z 2 2n+1) 3!

joten silla on poistuva erikoispiste origossa. Lisdksi ag = 1. Funktion jatke on siis kokonainen

funktio, joka maéaritelldin
sin z

, kun z # 0,
1, kun z = 0.

Lause 3.9 Olkoon Q avoin joukko, zg € Q ja f € H(Q\{20}). Seuraavat vditteet ovat ekvivalent-
teja:
1. Piste zg on funktion f kertaluvun m napa.

2. Loytyy analyyttinen funktio g € H(Q), jolle g(z0) # 0 ja

= 79(2) Un 2
f(z)_(z—zo)m’ k eqN.

Talloin voidaan myds laskea funktion f residy pisteessd zg derivoimalla funktiota g,

g(m—l) (ZO)

Res(f, z0) = T

(3.3)

TobpisTUs Osoitetaan ensimméiseksi suunta | (1) = (2) | Funktion f Laurentin sarja
pisteen zp ympéristossid on

f(z) = ; an(z — 20)" = ﬁ ; an(z = 2)"
1 00]
= m kZOak m(Z - Zo)k,

missd Méadritelmén 3.7 mukaan a_,, # 0. Sarjan suppenemissdde on vahintddn R,
joten kun mééritelldan

6]
Z m(z—20)", |z — 20| < R,
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saadaan koko kiekossa Br(zg) analyyttinen funktio, jolle piitee g(2) = f(2)(z — 20)™,
kun z # zo. Néin ollen, jos asetetaan g(z9) = a_m, # 0 ja g(z) = f(2)(z — 20)™, kun
z € , saadaan funktio g € H(Q U {z0}), kuten kohdassa 2.

Osoitetaan seuraavaksi suunta | (2) = (1) | Koska ¢g on analyyttinen pisteessi 2o,

silld on sarjaesitys
0

SR

jossain kiekossa Br(zp) ja oletusten mukaan téssd g(z0) = bo # 0. Jaetaan ylld oleva
esitys puolittain tekijélld (z — zo)™, jolloin ndhdéén, ettd

Z (z—20)" Z bt (2 — 20)",

n=0 k=—m

kaikilla z € Ag r(20). Td4mé& on siis funktion f Laurentin sarjaesitys pisteesséd zp, ja

koska sen kerroin potenssille k = —m on by # 0, on funktiolla f kertalukua m oleva
napa pisteessi zo. Lisiiksi Res(f, 20) = b1 = ¢ P (20)/(m — 1)}, silld kertoimet b,,
saatiin funktion g Taylorin sarjasta. |

Esimerkki 3.10 Tarkastellaan funktiota

tan(z) sin(z)
f(z) = = - ’
z z cos(z)
joka on analyyttinen lukuun ottamatta nimitt&jan nollakohtia, joten ovat kun z = 0 tai z on
kosinin nollakohta, eli z = z, := (n + %) m, jollakin n € Z. Koska G% cos z = — sin z, alkaa kosinin

Taylorin sarja pisteen z, ympéristossé
cosz = (2 — z,)(—sinz,) + O(z — 2,)? .
Koska sin z, = +1 # 0, saadaan tésta
sin z 1
im (2 — 2) f(2) = —it = —— %0,
Z—2Zn Zn(f S11 Zn) Zn

joten funktiolla f on yksinkertainen napa jokaisessa kosinin nollakohdassa z,. Toisaalta origo on
poistuva erikoispiste, koska f(z) = sinc(z)/ cos(z) tai laskemalla lir% f(z)=1.
Z—>

Seuraava tulos osoittaa, etté jos zg on funktion f oleellinen erikoispiste, niin sen kiytés muuttuu
7villiksi” erikoispistettd ldhestyttdessd. Ndin vahvassa muodossa tuloksen todistus on hankala,
mutta se 16ytyy esimerkiksi Wikipedian kautta.

Lause 3.11 (Picardin lause) Olkoon funktio f analyyttinen rengasalueessa Ao r(20) ja olkoon
zo sen oleellinen erikoispiste. Tdlloin kuvajoukko f(Ao r(20)) sisdltdd kaikki kompleksiluvut mah-
dollisesti yhtd poikkeusta lukuun ottamatta.

Lauseen molemmat mahdolliset tapaukset esiintyvit:

Esimerkki 3.12 Tarkastellaan funktioita
1

f(z) =e=, g(z) = sin (1> )

z

Niiden Laurentin sarjakehitelmét origossa ovat

0 1 n

0
1(z) = Z z"n!’ Z:: 2n+ 1) 22”+1 ’

n=0

mistd ndemme, ettd origo on molempien funktioiden oleellinen erikoispiste.
e Funktion e'/* kuvajoukko missé tahansa rei’itetyssi kiekossa on C\{0}.

e Funktion sin ( ) kuvajoukko missé tahansa rei’itetyssé kiekossa on C.
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3.3 Residylause

Nédimme edellisessé luvussa, ettd Cauchyn integraalikaava mahdollistaa erilaisten kompleksitason
viivaintegraalien laskemisen helposti, kunhan integrandin analyyttisominaisuudet tunnetaan. Tata
tulosta voi soveltaa myos reaali-integraaleille: tavoitteena on kiyttéda alkuperéistd integrointimuut-
tujaa sopivasti valitun kompleksitason polun parametrisointina ja tdydentdd nédin saatu komplek-
sitason viivaintegraali esimerkiksi suljetuksi poluksi, johon Cauchyn lausetta ja integraalikaavoja
pystyy suoraan soveltamaan. Luvussa 3.4 ndytetdén, miten téatd ideaa voi soveltaa joihinkin fysii-
kassa usein vastaan tuleviin integraaleihin. Loppujen lopuksi kyse on kuitenkin pitkélti kasityosta,
kun etsitddn sopivaa polkua ja sen parametrisointia, mutta juuri tdmén takia menetelméé on vai-
kea ”automatisoida” symbolisen laskennan kirjastoihin: kdyténnon esimerkki tastd 16ytyy Math-
ematics Stack Exchange -sivuilta (URL http://math.stackexchange.com/questions/562694/
integral-int-11-fraclx-sqrt-fraclxl-x-1ln-left-frac2-x22-x1), jossa keskustellaan inte-

graalin
Y1 N+x 222 +2x+1
— In dz,
qzV1l—x 222 —2x+1
laskemisesta.

Tarkein tyokalu tédssd yhteydessd on seuraava lause, joka yleistdd Cauchyn integraalikaavoja
tapaukseen, jossa polku kiertdé useita funktion napoja.

Lause 3.13 (Residylause) Olkoon Q2 yhdesti yhteniinen alue ja f on funktio, joka on analyyt-
tinen Q:ssa lukuun ottamatta sen pisteitd zi,...,z,. Jos v on alueessa Q kulkeva suljettu polku,
joka vilttid kaikki f:n erikoispisteet z; (eli z; ¢ Rany millidin i = 1,...,n), pdtee

n
%f(z)dz = 27i Z Ind, (z;) Res(f, z;) -
b i=1
Erityisesti, jos v kiertdd erikoispisteet kerran posititviseen suuntaan, eli vastapdividn, pdtee

jgf(z)dz = 2mi 2 Res(f, #) -

i=1

TobisTUs Koska erikoispisteitd on darellinen méaira 16ytyy sellainen sidde € > 0, jolla

suljetuissa kiekoissa D; := B.(z;) € Q, i = 1,...,n, on tasan yksi funktion f eri-
koispiste. Polku v voidaan nyt muokata jatkuvasti siten, ettd se muuttuu summaksi
polkuja «;, jotka kulkevat kiekkojen reunoja 0D; pitkin. Tall6in Lauseen 1.37 mukaan

§f(z)dz = 2 %f(z)dz = 2mi Z Ind, (z;) Res(f, z) ,
g i=15 i=1

jossa viimeinen tulos seuraa integroimalla termeittdin funktion f pisteen z; ympéaristossi
pétevid Laurentin sarjaesitysté. (Tarkempi todistus: [3, Lause 10.42].) O

Huomautus 3.14

e Jos osa erikoispisteistd ja& polun ~ "ulkopuolelle” (Ind(z;) = 0) tai jos polku kiertdd osan
pisteistd myotapéivadn, antaa Lauseen ensimméinen tulos kaavan

polun sisélle jaavit erikoispisteet z;

j;f(z)dz = 2ri Z (£ Res(f,2:)),

jossa merkki valitaan kiertosuunnan mukaan.
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e Lausetta voi yleistdéd niin sanotuille meromorfisille funktioille, jotka saadaan ottamalla
rationaalifunktio f/¢ mistd tahansa kahdesta avoimessa joukossa 2 méiritellyistd funktioista
fja g (ks. [3, Mééritelméd 10.41 ja Lause 15.12]).

Kuten aiemmin mainittiin, funktion residyn laskeminen suoraan integroimalla on useimmissa
tapauksissa hankalaa. Joskus tdmén voi tehdé laskemalla koko vastaavan Laurentin sarjan pa#osa,
esimerkiksi tunnettuja sarjakehitelmia kdyttden kuten edellisessd luvussa tehtiin. Jos funktion
eristetyn erikoispisteen laatu tunnetaan, voidaan residy mé&rittaéd suoraviivaisesti derivoimalla ja
ottamalla raja-arvo. Poistuvan erikoispisteen tapauksessa residy on aina 0 ja navoille sen voi laskea
esimerkiksi seuraavaa kaavaa kéyttien.

Lause 3.15 Olkoon funktiolla f napa pisteessd zy kertalukua m. Tdlloin

dm—l
(mi 1)! zh_>Hle dzm—1 ((z=20)"f(2)) .

Res(f, z0) =

Erityisesti, jos f:lld on yksinkertainen napa pisteessd zgy, pdtee

Res(f, z0) = lim ((# — 20)f(2)) -

z—20

TobisTus Tulos seuraa suoraan Lauseen 3.9 kaavasta (3.3), kun huomataan, ettd siind

oleva funktio toteuttaa g(z) = f(z)(z—20)", kun z # 2, ja se on analyyttinen pisteessi

20, joten sen derivaatoille pitee g(™ (z) = lim g™ (z). O
z—2

Esimerkki 3.16 Mairitetdan funktion

residy origossa. Koska

. . 3
m(=f(z) = m o "2 =5
on zf(z) analyyttinen origon ympéristossi, joten funktiolla f on origossa ensimmaéisen kertaluvun
napa. Lisiksi Lauseen 3.15 perusteella Res(f,0) = lim,_,o(2f(2)) = 3/2.

Esimerkki 3.17 Madaritetdan funktion

mcot(mz)

A =
£ = T
residy nollassa Lauseen 3.15 avulla. Koska sinin derivaatta on kosini, on sininkin nollakohdissa
sen derivaatan arvo aina +1 # 0, joten ne ovat kaikki yksinkertaisia. Kuten Esimerkissa 3.10,
seuraa téstd, ettd kotangentilla on origossa ensimméisen kertaluvun napa, joten funktiolla f on
kolmannen kertaluvun napa origossa (Lause 3.9). Suoralla derivoinnilla saadaan Lauseesta 3.15

.1 a2 7 .. d? zcos(mz) 9 .. mzcos(mz) — sin(mz)
Res(f, O) o il—{% 5@(,”2 COt(ﬂ—Z)) B 5 ll_I)I(l) @ SiH(Tf'Z) -7 .11—1;% Sil’l3 (71'2;)
5. —72z sin(7z) w2 Tz . 1 w2
=7 lim - - = —— lim — lim = ——
2—0 37 sin(mwz) cos(mz) sin(rz) 3 2—0 sin(mwz) z—0 cos(mz) 3

missé neljannessd yhtdsuuruudessa turvauduttiin L’Hopital’'n sdantoon.
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" Voo—z1 Pisteesté z; pisteeseen zo kulkeva janapolku,
Veooz () 1= 20 + t(21 — 20), t € [0, 1].
”VQZO” zo-keskisen e-séteisen ympyran kehéd kerran +-suuntaan kiertédva polku,

19, () := 2o + e, t € [0, 27].

"V v zo-keskisen e-siteisen ympyréin yldkehdd +-suuntaan kiertdvé polku,
Y5, () = 20 + g€, t € [0, ).
Ve zo-keskisen e-siteisen ympyrin alakehdd +-suuntaan kiertavé polku,
Vi, (t) = 20 + eelt, t € [—m,0].
,77;" ZO” zo-keskisen e-séteisen ympyran ylikehdd —-suuntaan kiertdvé polku,
Yy (t) = 20 + e, t € [—m,0]. (Polun 7, kénteispolku.)
Ve zp-keskisen e-siiteisen ympyrén alakehdd —-suuntaan kiertévd polku,
Vi (t) 1= 20 +ee”, t € [0,7]. (Polun 7, kiéinteispolku.)
e Origokeskisen e-séteisen ympyrin kehiis kerran +-suuntaan kiertavé polku,

eli 79 = fygo, eli YO(t) := eelt, t € [0, 27].

I A

727, jne. | Kuten yll&, eli jos zg = 0, jitetddn se yleensd merkitsemétta.

Taulukko 3.1: Luvun 3.4 integrointikédyrien lyhennysmerkinnt.

3.4 Reaali-integraalien laskeminen residylauseen avulla

Monet reaaliset integraalit saadaan kitevésti laskettua residylauseen avulla laajentamalla integroi-
misreittid kompleksitasoon. Tdhén valitut esimerkit on valittu siten, ettd ne ovat mahdollisimman
yleisia: laskuharjoitustehtévissa olisi tarkoitus soveltaa johdossa kéytettyd ideaa jossain erikoista-
pauksessa. Monet taulukkointegraalit seuraavat valituista esimerkeisté valitsemalla vapaalle para-
metrille jokin tietty arvo tai derivoimalla parametrin suhteen.

Huom: Tamén luvun integrointipolut rakennetaan janoista ja ympyréin kaarista, joista kay-
tetddn Taulukon 3.1 lyhennysmerkint6ja.

3.4.1 Rationaaliset integraalit koko reaaliakselin yli

Tarkastellaan muotoa

_ Pn(x)
Qum ()

I= j f@de, ) (3.4)

olevia integraaleja, missid Py ja Qjs ovat polynomeja, joiden asteet ovat N ja M. Tarkastellaan
tdssd luvussa tapausta, jossa M = N +2 ja oletetaan, ettd nimittdjipolynomilla Qs ei ole reaalisia
nollakohtia.

Algebran peruslauseen mukaan on polynomilla Q5; korkeintaan M kappaletta nollakohtia.
Numeroidaan nollakohdista yldpuolitasoon kuuluvat z1,...,z,, jossa n on tédllaisten nollakohtien
lukuméiéird. Jos Qps on reaalikertoiminen, niin Qs (2)* = Qar(z*), joten jokaista nollakohtaa zg
kohti my6s sen konjugaatti 2z on nollakohta. Téssé tapauksessa on nollakohtia yhtd monta ylé- ja
alapuolitasossa, joten niitd on vihintéén yksi ja korkeintaan M /2 yldpuolitasossa, elil < n < M/2.
Huomataan myos, ettéd reaalikertoimisen polynomin téaytyy olla parillista astetta tai muuten silla
on vihintdéan yksi nollakohta reaaliakselilla.

Oletuksesta M > N + 2 seuraa, ettd integraali (3.4) suppenee: Suurilla |z|:n arvoilla 16ytyy va-
kiot C1, Cy, joille | Py (z)| < C1|z|Y ja |Qur(x)] = Colz|M. Naméi tulokset niikee suoraan algebran
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peruslauseesta, silld kaavan (1.19) mukaan kun wy ovat polynomin Py nollakohdat piitee

N N N
_ _ zZ—Ww
171w = o [Tl el = vl [T 7% = awl [T 1 - sl
k=1 k=1 k=1

joka menee kohti arvoa |ay| # 0, kun |z] — oo. Néin ollen 16ytyy jokin vakio C, jolla

PN(x)
Qu ()

< C\m|_2,

[e¢] [e¢]
ja koska {r72dr = —/ r~1 =1 < oo, suppenee myds itseisarvon |f| = |Pyx/Qur| yli otettu
1 1

integraali.

Koska Qs ja Py ovat polynomeja, ovat kaikki funktion f erikoispisteet joko napoja tai poistu-
via ja niitd on dérellinen ma#ra. Naista yldpuolistasossa sijaitsevat ylla numeroidut @ y;:n nollakoh-
dat z1,...,2,. Yhtilon (3.4) tyyppid olevat integraalit lasketaan kompleksitasossa residylausetta
kdyttden. Huomataan ensin, ettd (polkujen lyhennysmerkinnét on selitetty Taulukossa 3.1)

R
I= I%i_rpoo f f(z)dz = Rli_r)mOO f(z)dz. (3.5)
“R

Y-R—R

Integrointipolku voidaan tdydentdd yldpuolitasossa kulkevaksi suljetuksi poluksi R-séteisen ym-
pyriankaaren lisiykselld, mésrittelemilld v := y_p_ g + vg - Kun R — o0 on se lopulta niin suuri,
ettd polun ~y sisédn jadvit kaikki ylemmaéssa puolitasossa sijaitsevat erikoispisteet 21, ..., z,. Kos-
ka kayra kiertdd nadmé erikoispisteet kerran positiiviseen kiertosuuntaan, seuraa residylauseesta,
ettd kaikilla riittavan suurilla séteilla R pétee

%f(z)dz = 2mi i Res(f, z) -
b i=1

Toisaalta suoraan viivaintegraalin méédritelmén mukaan

45 F(x)ds — L_JM faz s | s (3.6)

Néisté jalkimméinen integrointipolku kulkee pitkin R-séiteistd ympyridnkeh&é, joten siind |z| = R.
Y14 johdetun fmn ylirajan perusteella pitee télld integrointikiiyrilld aina siis |f(2)| < C|z|72 =
C/R?. Jalkimmiiselle integraalille saadaan siis arvio maksimin ja polun pituuden avulla:

<£7TR:£—>O, kun R — o0.

(2)dz 7 7

TR

Siispd kun puoliympyrin side kasvaa rajatta, kaari-integraali hévidd, ja tuloksista (3.5) ja (3.6)
seuraa

fﬁf(z)dz=J- f(z)dz + f(z)dz—>1I, kun R — .
5 Y-R—>R Tr

Yhdistamélld tamé residylauseeseen, saadaan lopputulos

J f)de = 2mi 3 Res(f(2), 2) |, (3.7)
B k=1

jossa summa kay kaikkien ylemmdssd puolitasossa sijaitsevien erikoispisteiden yli.
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Esimerkki 3.18 Olkoon a > 0. Lasketaan integraali

0

J dx
22 4+a2°
—00

Ratkaisu: Koska (x — ia)(x + ia) = 2% + a2, on nimittijin polynomilla kaksi yksinkertaista napaa
pisteissi +ia. Vain toinen niisti navoista sijaitsee ylemmiissi puolitasossa. Néin ollen (3.7) mukaan
ja Lausetta 3.15 soveltaen,

0
J fix = ori Res(l,ia> ~ o lim 24 M T
2 + a? 22 +a? z>ia (z —ia)(z +1a) 2ia  «a
Esimerkki 3.19 Kvanttikenttiteoriassa tulee usein vastaan integraaleja, jotka saadaan lasketuksi
joko residylauseella tai derivoimalla parametrin suhteen jotakin perusintegraalia. Parametrin suh-
teen derivointimenetelméin teki fyysikkojen keskuudessa tunnetuksi Richard Feynman. Jatkaen
edellistd esimerkkié, kun a > 0, lasketaan integraali

[e¢]
j dzx
(2 4 a2)?”
—o0
Edellisessé esimerkissé johdettiin, etta
0
J dz. 7
2 +a?2 a
—o0
Derivoidaan tédtd parametrin a suhteen,
0 e}
9 J dx T f dz 0
20 | ———5=—— ——— = —.
(22 + a?)? a? (22 +a?)?  2a3
o —o0

Sama voidaan laskea myds tuloksesta (3.7) kun huomaa, ettd nyt z = ia onkin toisen kertaluvun
napa, silli (2% + a?)? = (z —ia)%(z + ia)?,

dz , 1 Cd (z—ia)?
97 Res( ————,ia ) = 27 lim —
J (22 + a?)? i es((z2 + a2)?’ 1a) e & (z —ia)?(z +ia)?

- LN —4mi 4 (—i) T
= —_ 3 = = = -_—
= 2mi Zhnlla( 2)(z + ia) a7 8a(oD) 24

Iteroimalla tdtd voidaan johtaa myds yleinen tapaus (todistus induktiolla), kun n € N,

= - 1-3-5---(2n—3)|.
(22 +a2)r 2202201 [(n— )2 (n— 1)12n—1g2n—1 3:5---(2n —3)

0
J dz T (2n — 2)! T
—0

3.4.2 Péaaarvointegraalit

Edellisessé kappaleessa oletimme, ettéd integrandilla ei ole napoja reaaliakselilla. Mité jos kohtaam-
me kuitenkin yksinkertaisen navan xy? T&lloin integraali ei enééd suppene itseisesti navan kohdalla,
ja joudutaan laskemaan Cauchyn pédarvointegraali (engl. principal value integral)

P.V. Tf(x)dngi_r% lf+ T f(x)da.
= S wode
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Kaytamme lihes samanlaista reitti-integraalia kuin edellisessé kappaleessa, paitsi ettd napa ohi-
tetaan e-séteisen x(-keskisen puoliympyrian kaarella ylemmé&n puolitason kautta: Valitaan v :=
Y-Rozo—c t Vaog.e T Vzot+e—R T Vg, Jolloin saadaan viivaintegraalin mééritelméasté

o¢]
F%Enoo sl_l)IglJr %f(z)dz =P.V. J f(z)dz + Egrél+ f(z)dz + ngnoo f(z)dz. (3.8)
Bt —®© Vag.e R

Riittdd siis tutkia tapausta, jossa R on valittu niin suureksi, ettd kaikki ylemméssé puolitasossa
olevat navat sijaitsevat puoliympyrén sisdpuolella ja € > 0 on niin pieni, ettd vain napa pisteessé
z = xo jad vastaavan kiekon sisddn. Viime kappaleessa osoitimme, ettd suurempi R-sédteinen puo-
liympyrén kaari ei kontribuoi integraaliin, ja tdmé& lasku kelpaa edelleen sellaisenaan.

Tarkastellaan siis pienempéi kaarta, eli polkua ;> _, ja merkitdédn g(z) := (2 — o) f(2). Kos-
ka oletettiin, ettd napa xo on yksinkertainen on t&lloin g analyyttinen pisteessd zg (Lause 3.9).
Toisaalta, koko integrointikayralld on

F(2) = 9(z) _ 9(2) +g(wo) —g(xo) _ g(z0) _ 9(2) — g(20)
Z— 0 Z—x0 Z—x0 z—x9

Pienempi kaari-integraali on siis

[ sz =gy [ oy [ Szl

Z— X zZ — X
Vag.e Vag.e Vag.e

Koska funktio g on derivoituva pisteessi z = xq, on erotusosaméird (g(z) — g(xo))/(z — o)
rajoitettu, eli 16ytyy jokin C, jolle |(g9(z) — g(z0))/(z — xo)| < C pisteen zy ympéristossi, joka
voidaan valita riippumatta luvusta €. Néin ollen voidaan tdmén yli otettua integraalia arvioida
ylh#alta péin funktion maksimin ja kdyran pituuden avulla, eli saadaan

f(z)dz

Yig,e

<Crme—>0, kune—0.

Tamé osa integraalista ei siis tuota mitédén alkuperiiseen raja-arvoon.
Viimeinen jéljelld oleva integraali voidaan laskea suoraan kéyttden kidyrdn parametrisaatiota
Y () i= 20 + e, t € [-7,0]. Viivaintegraalin mégritelmén mukaan

dz S| .

J = f —e(—i)e "t = —irm.
Z— X0 _qxce!

Virg,e

Saadaan siis lopputulos

lim J f(z)dz = —img(xp) .

e—0t
Vig,e
Téassé
g(wo) = lim g(2) = lim (2 — o) f(2) = Res(f, zo)

z—xg Z—Tg
on funktion f residy yksinkertaisessa navassa xg.

Kuten edellisessd kappaleesta, on suljetun polun ~ yli otetun integraalin arvo 2mi kertaa
ylemmésséd puolitasossa olevien erikoispisteiden residyjen summa. Jos numeroidaan nyt jonoon

(21, ..., 2n) kaikki integrandin erikoispisteet, pétee
li li dz = 2mi R 3.9
Rgrgwgégf]gf@) z = 2ri Z_] es(f, zx) (3.9)
¥ Im z,>0
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Yhdistamélla yhtélot (3.8) ja (3.9) saadaan pédarvointegraaliksi saadaan padarvointegraaliksi

o
P.V. f f(z)dz = 27 Z Res(f, zx) + miRes(f, zo) . (3.10)
—® Im z:k>0
Mikali reaaliakselilla on useita yksinkertaisia napoja, voidaan yo. yhtélo yleistdéd seuraavasti:

® n m
P.V. J f(z)dz = 27 Z Res(f, zx) + i Z Res(f, zx) |- (3.11)

e k=1 k=1

Im z,>0 Im z,=0

Tama tulos voidaan siis tiivistad nyrkkisdantoon: reaaliakselilla olevan yksinkertaisen navan yli
integroitaessa otetaan sen residystid mukaan vain "puolet”.

Esimerkki 3.20 Olkoon a > 0. Integraali

ei normaalisti suppene, silld integrandilla on epéjatkuvuuskohta origossa. Integrandin parittomuu-
desta seuraa, etté jos silla olisi jokin arvo, sen tulisi olla 0. Laskemalla sen sijaan pid#darvointegraali

saadaan
a —€ a
P.V.fd—leim fd—x+fd£ —lim(ln_€+lna>—ln1—0.
X e—0 xX €T e—0 —a €

Samaan tapaan voidaan méiritelld hajaantuvan integraalin

0
J xdx
—00
padarvo:
© 0 M
P.V. J rdr = lim f rdx + de:z: =0,
M—oo

“% M 0

missé suoritetaan ensimméiseen integraaliin muuttujanvaihto © — —x.

3.4.3 Rationaaliset trigonometriset integraalit

Tarkastellaan kosinin ja sinin suhteen rationaalisia integraaleja
27
Jf(cos @, sin ¢)do, (3.12)
0

missé f(z,y) on rationaalifunktio. Sijoituksella z = ¢?, dz = ie!?d¢ = izd¢ integrointi siirtyy
kompleksitason yksikkoympyran kaarelle, kiertosuunta vastapéivaan. Talloin

1, : 2.1 1 ; 241
sing = (e —e ) = T, cos = 5% +07) = T,
ja integraaliksi saadaan
2 9 9
1 z2+1 z2—-1
. : do = _ d 3.13
[ reossusinaiao - § Ly (S0 5 e (3.13)
0 o

Y1

jonka voi laskea suoraan residylauseen avulla.



74 LUKU 3. RESIDYLASKENTA

Esimerkki 3.21 Tehd#dén aluksi asiat ”"hankalasti” ja sovelletaan dsken johdettua menetelmé&i
triviaaliin integraaliin:

27

22 +1
fcosqﬁdgb = J T dz.
0 o

71

Integrandilla on 2. kertaluvun napa origossa, ja se on integroimiskéayrén sisédpuolella. Residylauseen
ja Lauseen 3.15 mukaan

241 241 d 241
JHdz—27riRes<22+ 0) ~ 2ri lig — <z2z + ) — 2rilim 2 = 0.

2iz2 iz2 "’ 2—0 dz 2iz2 2—0 i

7w
Esimerkki 3.22 Olkoon n € N. Lasketaan integraali

27

J cos? ¢ de

0

sijoituksella z = e'®. Saadaan

2 1277' 1 2 12n
j€<z+>dz (Z+)dz.

2z iz 221 z2n+l
7P 7Y

Havaitaan, ettd integrandilla on kertalukua 2n + 1 oleva napa origossa. Integraaliksi saadaan

27i (22 + 1) T, 1 ar on
92n; Res( St 0 = gy I (2n)! dz2n (=" +1)7".

2n 2n
+< )z2"+---+( >z4".

n 2n
Ainoa merkitseva termi on verrannollinen tekijadn 2", silld tétd alempaa kertalukua olevat termit
katoavat derivoinnissa ja ylempéé kertalukua olevat rajankdynnilla z — 0. Siispé

Binomilauseen mukaan

(RN (2;>12”k(z2)k - <2(;1) L

k=0

2n

1 Jzn 1 2n 2n
— lim —— (22 4+ 1) = —— 2n(2n—1)---2-1=
G M g (2 U (2n)!<n> n(2n—1) (n>

ja tulos on

27

2
Jcos%gbdgb = 22311-_1(:) .

0

Esimerkki 3.23 Lasketaan integraali

2
J e2c0sd s
0
sijoituksella z = e'®. Saadaan
§ez+l£ = } § Cetds
iz i
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Kehitetdin molemmat eksponenttifunktiot Taylorin sarjaksi ja kdytetdéan residylausetta:
1 dea 2" & 1 1 O o 2"k O o 2"k
TP EES LRI RE R DIPHE el

Residy saadaan summan termeisté, joissa k = n, joten tulos on

27 . 1
JeQ ©0dg = 2 ). ~ 14,3231.
0 n=0

3.4.4 Fourier’'n muunnoksen integraalit

Fourier'n muunnos on yksi tdrkeimmistd menetelmisté ratkaista fysiikassa esiintyvia differentiaa-
liyhtéloita, kuten tyhjion elektrodynamiikan ja vapaan hiukkasen kvanttimekaniikan liikeyht#loita,
tai aalto- ja lampoyhtiloita (tdsté lisdd Ib-kurssilla). Fourier’'n muunnos tuottaa integraaleja, jotka
ovat muotoa

I= J f(z)e**da kE>0. (3.14)

—o0

Néytetdsin tdssd luvussa, miten néitd integraaleja voi laskea kéyttden residylausetta. Oletetaan
tatd varten, ettd funktio f on analyyttinen lukuun ottamatta dérellistd médraa eritettyja erikois-
pisteitd. Numeroidaan ylemmdin puolitason erikoispisteet (z1,...,25,), ja oletetaan, etté reaaliak-
selilla ei lainkaan erikoispisteitd. Tamén lisdksi vaaditaan, ettd funktio f hdvidd ldhestyttiessd
adretontd ylemmdssa puolitasossa; tarkemmin oletetaan, ettéd kaikille tarpeeksi suurille séteille R
16ytyy funktiolle ympyrén ylatason kehélld ylaraja My, joka menee nollaan kun R — o0; kaavana
oletetaan siis, etté

|f(Re'®)| < Mg, kun ¢ € [0,7], ja Jim Mp =0. (3.15)

Niilld oletuksilla voidaan yhtélon (3.14) tyyppiset integraalit laskea tdydentdmilla polkuv_g_, g
suljetuksi poluksi lisddmaélla sen perdén puolikaaripolku «7", juuri niin kuin tehtiin Luvussa 3.4.1.
T&ll6in nimittédin rajalla R — oo saadaan

lim %f ‘kzdz = hm Jf "“dx—&- hm ff ef*dz = T + hm ff . (3.16)

R—®
TR TR

Jotta suljetun polun integraali olisi hyddyllinen, on jiljelle jadvan kaari-integraalin raja-arvo las-
kettava. Selvidd, ettd se itse asiassa katoaa kokonaan. Tamé& tulos tunnetaan Jordanin lemmana.
Silloin kun sitd voi kiyttda, saadaan siis lopputulokseksi

0

J f(z)e**dz = 2ri Zn] Res(f(z)e'**, z) . (3.17)

0 i=1

Lause 3.24 (Jordanin lemma) Olkoon k > 0 ja f toteuttaa luvun alussa mainitut ehdot, eri-
tyisesti hividmisehdon (3.15). Tdlldin

lim f f(z)e**dz = 0|

R—
TR
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Kuva 3.1: Jordanin lemmassa kéytetédén epiyht&lod sinz > 2z vililla [0, 7/2]. Epéyhtélon kertoi-
met on helppo muistaa oheisen kuvan avulla, johon on piirretty funktion sinx kuvaaja ja suoran
kuvaaja, joka kulkee pisteiden sin(0) = 0 ja sin(7/2) = 1 kautta. Suoran yhtéloksi saadaan téstd
27 ja valilla [0,7/2] tosiaan pétee sinz > 2z.

ToDISTUS R-siiteisen puoliympyrin kaarella z = Rel?, dz = iRel?d¢ ja integrointi
tapahtuu kulman suhteen:

IR = Jf(z)eikzdz _ ff(Rei¢)eikRCOS¢_kRSin¢iRei¢d¢,
TR 0

jossa eksponentissa on kiytetty Eulerin kaavaa e!® = cos ¢ + isin ¢. Suoraan oletetun
f:n hividmisehdon perusteella on tissi integraalissa | f(Re!?)| < Mp kaikilla ¢ € [0, 7).
Voimme nyt arvioida integraalia:

|IR‘ < J|f(Rei¢)eichos¢—kRsin¢iRei¢| d¢ < MRRJe—kRsin¢d¢
0 0

jus
2

5 71'
:MRR(fe_kRSirl¢d¢+Je_kRSin¢d¢> :2MRRJe_kRSin¢d¢
0 z 0

missé viimeinen rivi saatiin tekemélld jalkimmaéiseen integraaliin muuttujanvaihto ¢ —
m—¢. Nyt kun 0 < z < 7/2 ja k, R > 0, piitee (vertaa Kuva 3.1)

2¢

< Sinqb — efkRsmqb < 672kR¢/ﬂ'7
s

joten

3 z M

Ir| < 2MRRfe_2’“R¢/“d¢ — 2MgzR / T _om2kRe/m _ RN () kR
—2kR k
0 0
MRﬂ'
< -0,
k

kun R — oo, oletuksen limg .o, Mp = 0 mukaan. Siispd kaari-integraalikin menee
nollaan rajalla R — oo. ]

3.4.5 Fourier’n kosini ja sinimuunnoksen integraalit
Fourier'n muunnos voidaan ottaa myos kiyttéen joko kosineja tai sinejé eksponenttifunktion e**
sijaan. Strategiana on tdméintyyppisissi integraaleissa ilmaista kosini ja sini funktion e'** reaali-
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ja imaginéériosina:

cos(kz) = Re (e!F®), sin(kz) = Im (e'*®)
Téssa vaiheessa voi myos helposti tarvittaessa vaihtaa reaaliparametrin & merkin positiiviseksi,

silld cos(—kz) = cos(kx) ja sin(—kz) = —sin(kx). Tadmén jélkeen voidaan kéyttdd Jordanin
lemmaa, kunhan funktio f toteuttaa edelld vaaditut ominaisuudet.

Esimerkki 3.25 Olkoon k > 0 ja a® < b?. Lasketaan integraali
r k
f cos(kx) de
2 + 2ax + b?
—o0

huomaamalla, ettd se on reaaliosa integraalista
eik:z:
I:= ———dz.
J 22 4 2ax + b?
—a0
Nimittajalla on yksinkertaiset kompleksiset nollakohdat pisteissé
Ty =—atya® -0 =—-a+i\b?—a?.

Téssd v/b? — a? > 0, joten niisté ainoastaan x; = —a+ivb? — a? sijaitsee ylemmiéssé puolitasossa.
Nyt residylauseen ja Jordanin lemman mukaan

o0
ikx ikz
1= J ¢ dzr = 27riRes( ¢ ,w+>
—00

(@)@ —a) —a)(z )

ekt eik(—a+i\/b2—a2) T
= 2mi = 2mi—— = e
Ty — X 2iv/b% — a? Vb2 —a?
Téamén reaaliosasta saadaan alkuperdisen integraalin arvo. Itse asiassa sen imagindériosasta saa
myo6s samalla vaivalla vastaavan sini-integraalin arvon, eli yhteenvetona

—ika—k+/b2—a?

0]

sin(kz) _ T kPt
f Fr2m BT Tt sin(ka)
—0o0
[ cos(ka)

cos(kx . —kvBE—aZ
f F 2 BT cos(ka)
—0o0

Ottamalla jéalkimmaéisessd raja a — 0 saadaan integraalikaava, jossa k,b > 0, mutta negatiiviset
arvot 10ytyvit myOs symmetriaa kayttaen:

[ cstho) g,

_ Eefkb.
x2 + b2 b

—0
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