Luku 2

Sarjat ja analyyttisyys

2.1 Lukusarjat

Lukujono on numeroitu kokoelma kompleksilukuja u,, € C. Téssd jokon € Ntain=1,2,..., N
jollain N € N. Ensimmaéisessé tapauksessa lukujono on &éreton, toisessa tapauksessa se on dérellinen
ja jonon pituus on N. Adrettomists lukujonoista kiytetdin myos lyhennysmerkintojd (uy, ug, . . )
tai (un)nen, ja ddrellisistd vastaavasti (up,uz,...,uy) tai (u,)Y_;. Jos on selviii mistd indek-
sijoukosta on kyse, niin jonoa merkitéin yksikertaisuuden vuoksi joskus myos pelkistaan (uy,).
Lukujono eroaa kompleksitason osajoukosta siiné, ettd jonossa voi sama luku toistua useaan ot-
teeseen ja jonon luvut on ”jirjestetty”. Adreton lukujono suppenee kohti kompleksilukua z € C,
jos limy, 00 |ty — 2| = 0 ja tétd merkitddn lim, oo u, = 2.

Asrettomasta lukujonosta (uy,)nen muodostetaan sitd vastaava osasummien jono (sy)nyen
kaavalla

N
SN = E Uy, .

n=1

Jos osasummien jono suppenee, sanotaan etti lukujonosta (u,, ),en muodostettu sarja suppenee,
ja télloin merkitdan

o] N

E U, = lim sy = lim E Uy -
N —oc0 N—o0

n=1 n=1

Suppenevia sarjoja kidytetddnkin yleensd approksimoimaan jotain tuntematonta suuretta z, ni-
mittdin suoraan mééritelméasté seuraa, etté z ~ Y, u, tarkkuudella |z — " | u,|, joka saa-
daan mielivaltaisen pieneksi ottamalla osasummaan tarpeeksi termeji, eli kasvattamalla N:&a.
Téassé esiintyvéd virhettd z — > u, kutsutaan sarjan ji#innostermiksi ja se on sama kuin
jonon (un41,uN+2,...) muodostama sarja Y n Un.
. . . . . . oo .

Jos osasummien jonolla (sy) ei ole raja-arvoa, sanotaan ettd sarja ), u, hajaantuu.

Erityisesti, jos jono (sy) on reaalinen ja kasvaa rajatta, se hajaantuu. T#lléin siis sy — oo, kun

N — 00, ja tdtd merkitddn
o0
D un =00,
n=1

vaikka my0s téssd tapauksessa sarjan sanotaankin hajaantuvan.

2.1.1 Geometrinen summa ja sarja

Tirked erikoistapaus saadaan lukujonosta (1,q,q2,¢3,...), kun ¢ € C on annettu: tiiti tapausta
kutsutaan geometriseksi sarjaksi. Sarja on hyodyllinen, silli sen osasummat sy, N € N, voidaan
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laskea helposti:

N-1 N-1 N-1 N—1 N-1
svi=> " = (l=qsn=) "= "' =1+> ¢"-> ¢ —-¢"=1-¢".
n=0 n=0 n=0 n=1 7j=1
Niin ollen, jos g # 1, voidaan tulos jakaa puolittain (1 — ¢):lla, ja saadaan
N-1
1-— qN
ddt=g——.  a#L (2.1)
—q
n=0
Jos ¢ = 1, on my6s jokainen ¢™ = 1 summassa, joten tilloin Zf::l q" = N.
Koska |¢V| = |¢|V, niihddén heti, ettéd [¢V| — 0 jos |¢| < 1. Télléin siis geometrinen sarja
suppenee, ja saadaan tulos
= 1
Zq”:i, lq] < 1. (2.2)
n=0 q

Jos |g| > 1 on |¢"| — oo, joten sarja selviisti hajaantuu. Sama pitee itse asiassa myos |¢| = 1, silld
télloin jonon termeille pétee |¢™| = 1, joten |¢™| /4 0 kun n — oo (seuraavassa luvussa néhdéén,
miksi tdstd seuraa, ettd sarja hajaantuu). Esimerkiksi kun ¢ = 1 saadaan sy = N — o0, ja kun
q = —1, saadaan sy = 1, kun N on pariton, ja sy = 0, kun N on parillinen. Téllainen vuorotteleva
jono on kylld rajoitettu, mutta se ei suppene kohti mitdin kompleksilukua.

Kerdtdian ndmé tulokset lauseeksi.

Lause 2.1 Geometrisen sarjan osasummille pdtee

N-1 1—q"
Zq”:{l_q’ o (2.3)
"0 N, kung=1.
Geometrinen sarja suppenee jos ja vain jos |q| < 1, ja tdlloin sen summa saadaan kaavasta
- 1
Sat=——, lal<l. (2.4)
—q
n=0
N
Esimerkki 2.2 Kun N € N ja z € R, laske ) sin(nz) =sinz +sin2z + --- 4+ sin Nz.
n=1

Ratkaisu: Sovelletaan geometrisen summan kaavaa. Tdhin on monia tapoja, jotka kaikki tuotta-
vat viahin erilaisen esityksen vastaukselle. Ehké kaikkein siistein esitys saadaan tekemélld lasku
seuraavasti: koska = € R, patee Eulerin kaavan perusteella ja kiyttéen tietoa sin0 = 0,

N N N
Z sin(nx) = Z sin(nz) = Im <Z eln“‘?) .
n=1 n=0 n=0

Jéljelld oleva summa voidaan laskea sijoittaen ¢ = e kaavaan (2.3). Jos ¢ = 1, on Zfz\’:O eln® =
N +1 € R, joten 22;1 sin(nz) = 0. Jos g # 1, saadaan

“elr | w2 _gw/2z © —2isin(z/2)

i oin® _ ﬁ:(eix)n _ L (@M et et ND) s —2isin((N + 1)x/2)
1
Tésta on helppo ottaa imaginédériosa kiyttden Eulerin kaavaa, silld € R, joten

N sin(Nz/2) sin((N+1)z/2)
D e
—_ 0, kun z € {27k |k € Z} .
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2.1.2 Sarjojen perusominaisuuksia

Seuraavat sarjojen perusominaisuudet seuraavat suoraan madritelmisté ja raja-arvojen laskusadnnoista.

1. Jos > u, = s, niin Y au, = as kaikille vakioille a € C.
n=1 n=1

2. Jos Y up=sja Yy, v, =t niin Y (u, +v,) =s+t.

n=1 n=1 n=1

oo
3. Jos > wu, suppenee, niin lim w, = 0. (Silld u, = s, — $p—1 — s — s =0, kun n — c0.)

n=1 n—roo
&)
4. Jos jono (uy) et mene nollaan, kun n — oo, niin sarja > wu, hajaantuu.
n=1

Esimerkki 2.3 Kohtaa 2 voi kdyttdd myos jakamaan jokin annettu sarja kahteen osaan. Esi-
merkiksi, jos sekéd parillisten ettd parittomien indeksien muodostamien osajonojen, (ug,)nen ja
(u2n—1)nen, sarjat molemmat suppenevat, pitee

Zun: Z Uy + Z Uy, -
n=1

n parillinen n pariton

Kuten Esimerkissé 2.5 nédhdéén, voi ehdosta lim w, = 0 tarkistaa vain sen hajaantuuko sar-
n—oo

ja, silld siitd ei suoraan seuraa, ettd sarja suppenisi. Sarjojen suppenemisen tarkistaminen onkin
tyoladmpéa, silld yleenséd osasummille ei 16ydy mitédén eksplisiittistd kaavaa, padinvastoin kuin geo-
metriselle sarjalle kévi. Erilaisia suppenemistesteja kdydaédn lapi tulevissa luvuissa, mutta seuraa-
vasta yleisesté tuloksesta voi joskus olla apua.’

[ee]
Lause 2.4 (Cauchyn suppenemisperiaate) Sarja > wu, suppenee, jos ja vain jos kaikilla € >
n=1

0 loytyy raja-indekst N. € N, jonka jilkeen
luj +ujpr + - +ugl <e, kunk>j > N..

Tamén testin etu verrattuna suoraan jonon (sy) suppenemisen todistamiseen on, ettd sitd varten
ei tarvitse yrittda arvata mitd arvoa kohti jono suppenee.

Seuraavassa esimerkissé tarkastellaan jonoa u, = 1/n, jolle selvisti pétee u, — 0, kun n —
oco. Havaitaan kuitenkin, ettd vastaava sarja hajaantuu, joten téstd saadaan esimerkki siitd, ettd

o0
yksinkertaisen ehdon u,, — 0 tarkistaminen ei riiti osoittamaan sarjan Y w, suppenemista.
n=1

o0
Esimerkki 2.5 (Harmoninen sarja) Osoitetaan, ettd harmoniselle sarjalle > 1 = oco.
n=1
N
Ratkaisu: Koska jonon jokainen termi on positiivinen, niin selvisti osasummien sy = > % jono
n=1
on kasvava. Tarkastellaan indeksien N = 2™ M € N, muodostamaa osajonoa ja niytetiin, etti
se kasvaa rajatta kun M — oco. Téastd seuraa suoraan, ettd myos limy oo Sy = 00, niin kuin

tehtéavissa pitda osoittaa.

L(MAT) Cauchyn suppenemisperiaate on suora seuraus siiti, ettd osasummien jono (s ) suppenee, jos ja vain jos
se on Cauchy-jono, sillé kumoamalla yhteiset termit néhdéén, ettéd aina kun k > 4, s, —s; = w41 +ujpo+-- - +ug.
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Kiintedlla M, jaotellaan osasumman termit uudelleen 2™, m = 0,1, ..., M, mittaisiin patkiin.
Jokaisessa pétkéssd voidaan kayttdd alkuperdinen jonon véhenevyyttid. Néin saadaan tulos
M-12
1 1 1 1
— 14 = Z 4z =1
o +2+(3+4)+ DI
m=0 j=1
M—1 2™ M—1 M—1
2m 1 M
SN e I R DOEEE B
m=0 j=1 m=0 m=0

kun M — oo. Néin ollen osajono (s,um) kasvaa rajatta.

2.1.3 Positiivitermiset sarjat

Jonon (u,) muodostamaa sarjaa kutsutaan positiivitermiseksi, jos u, > 0 kaikilla indekseilld
n. Néilld sarjoilla on monia helpottavia ominaisuuksia, jotka eivéit pade yleisesti sarjoille.

1. Posititvitermisen sarjan osasummat muodostavat aina kasvavan jonon.

&) o0
2. Positiviterminen sarja Y u, joko suppenee tai Y u, = oo.
n=1 n=1

3. Positiivitermisen sarjan termit voi aina jdrjestdd uudelleen: Jos p : N — N on bijektio, pétee

Z Up(k) = Z Uy, myos silloin jos summa antaa ddrettomén. (Numeroituville joukoille N
k=1
bijektioita p N — N kutsutaan my6s permutaatioiksi.)

4. Iteroidussa posititvitermisessd sarjassa voi summausjdarjestyksen aina vaihtaa:
oo

PI)ITNES 3) BneS

1k=1 k=1n=1

Huomautus 2.6 Namaé tulokset ovat positiivitermisten sarjojen erikoisominaisuuksia, ja niité ei
voi ilman lisdehtoja kiyttédd suoraan reaalisille sarjoille. Esimerkiksi, jos >~ u, on reaalinen
sarja, joka suppenee, mutta sen itseisarvojen sarja hajaantuu, E;OZI lun| = oo, loytyy jokaista
reaalilukua 7 € R kohti jokin permutaatio p, jolla > >, Up(n) = 7. (Lisdtietoja 16ytad esim. Wi-
kipediasta kohdasta Riemann rearrangement theorem.) Palataan tarvittaviin lisiehtoihin Luvussa
2.1.4.

Positiivitermisilld sarjoilla onkin yleensd helpompi tutkia sarjan suppenemista ja arvioida sar-
jan jaddnnostermien suuruutta.

Madritelmi 2.7

e Jono (v,) on jonon (u,) majorantti, jos v, > u, kaikilla n.

e Jono (v,) on jonon (u,) minorantti, jos v, < u, kaikilla n.

Lause 2.8 (Vertailuperiaate) Olkoot (u,) ja (v,) positiivitermisii jonoja, joille loytyy sellai-
nen vakio C > 0, etti jono (Cv,) on jonon (u,) majorantti jostain indeksisti No alkaen,

Uy, < Coy,, kun n > Ny.

o0 [e.e]
1. Jos majoranttisarja suppenee, eli Y v, < 00, suppenee myds sarja »_, Un, ja sen jaidnndstermid
n=1 n=1
votdaan arvioida majoranttisarjan jadnnostermilld:

0< Y u, <C D vn, kun N > N, .

n>N n>N
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(o] o0
2. Jos minoranttisarja hajaantuu, eli > u, = oo, pitee myds > v, = oo.
n=1 n=1
TobpisTUs Oletuksen mukaan pitee (u,):n osasummille seuraavat epéiyhtilot aina kun
N > Ny

N N N N
sN::Zun: Zun+ Zung Z Up + Z Cv, = Zun+C’Zvn.
n=1

n<Ng n=Np n<Ng n=No n<No n=~Ng
(2.5)

oo

Niin ollen, jos ) v, < oo, on jadnndstermi )\ v, aina positiivinen, silléd jokai-
n=1

nen v, oletettiin positiiviseksi. Siten kaavan (2.5) mukaan osasummille pitee sy <

D oneny Un + CY 5N, vn < 00, joten jono (sy) on ylhéiltd rajoitettu ja kasvava.
Tillaiset reaalilukujonot aina suppenevat. Kun N > Ny, péitee jisinnostermille

M

M
0< g U, = lim E u, < C lim vn:C’E Up .
M— o0 M — o0
n>N n=N+1 n=N+1 n>N
Niin ollen saatiin ensimméinen vertailuperiaatetulos todistettua.

Toista tulosta varten huomataan, etté oletuksista seuraa, etti

N No—1 1
N SR SRR S
n=1 n=1 n=Ny
N
jossa Y. wu, — 0o kun N — oo. Néin ollen osasummien jono (Sy) kasvaa rajatta, ja
n=N
o 0
siis )" vy, = o0. O
n=1

Huomautus 2.9 Niin kuin ylla ndhd&an yleisestikin, etta ddrellisen mddrdn termejd poistaminen
jonosta (uy) ei vatkuta sarjan ), u, suppenemiseen. Summan arvohan voi toki téstéd poistami-
sesta muuttua.

Sarjasta voi lisiksi aina poistaa termit, joille u,, = 0, silli tdméi ei vaikuta osasummajonon
suppenemiseen tai raja-arvoon (pois lukien triviaali tapaus, jossa u, = 0 kaikilla n).

Soveltamalla vertailuperiaatetta geometrisen sarjan tunnettuihin suppenemisominaisuuksiin
saadaan:

Lause 2.10 (Cauchyn testi) Oletetaan, etti (u,) on positiiviterminen sarja.

o0
1. Jos loytyy 0 < q < 1, jolla (u,)/™ < q kaikillan, sarja > u, suppenee ja sen jidnnéstermille
=1
pdtee "
g+

0< Y un<— haikilla N.
n>N —a

2. Jos (up)"™ > 1 kaikilla n, on > u, = 0.

n=1

Tobistus Kohta 1: Ehdosta seuraa, ettd 0 < wu, < ¢" kaikilla n ja Lauseen 2.1
mukaan majoranttisarja (¢™) suppenee, silli ¢ < 1. Vertailuperiaatteen mukaan t&llin
>, Un < 00 ja sen jadnnostermille pétee

N+1

k=0 k=0 1 q

n>N n>N
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Kohta 2: Ehdosta seuraa erityisesti, ettd w, > 1 kaikilla n, joten lim,, . u, # 0.

o0
Niin ollen sarja Y u, hajaantuu. g
n=1
Kuten kaikissa suppenemistesteissé, on Cauchyn testissékin kyse lopulta pelkiistdén jonon (u,)
asymptoottisesta kdyttdytymisestd kun n — oo. Sovelluksissa onkin usein helpompi tarkastel-
la pelkéstddn jonon (u}/ ") raja-arvon kiiyttiytymisti, kuten Lauseessa 2.16 todistetaan. Usein
raja-arvo ei kuitenkaan ole olemassa sellaisenaan ja testid varten tarvitaan sen yleistysté, limes
superioria, joka kdydaan lapi seuraavaksi.

Miiritelmé 2.11 Reaalilukujonon (u,) supremum eli tarkka yldraja on pienin luvuista M €
R, joilla un < M kaikilla n. Tatd pienintd yldrajaa merkitddn sup,, u,. Jos jonolla ei ole ainoata-
kaan ylirajaa M, merkitidn sup,, u, = 00.

Esimerkki 2.12 Jonojen (0,1,0,1,0,1,...), (-1,1,-1,1,-1,1,...) ja (1,0,0,0,0, .. .) supremum
1. Jos u, :==1—27" n € N, pdtee my0Os sup,, u, = 1, silld u,, < 1 aina, mutta lim, ,. u, = 1.
Jonolle (u,) := (1,-2,3,—4,5,—6,...), eli kun u,, = (—1)"~!n, pitee sup,, u, = oo.

Tarkastellaan edelleen jotain reaalilukujonoa (uy,). Kun N € N, merkitdén osajonon (tn+n—1)52 4

tarkkaa ylirajaa Uy := sup,,> y un. Télldin joko Ty = oo kaikilla N tai jono (Wx) on vihenevi,
jolloin se joko suppenee tai véhenee rajatta. Jonolla (uy) on siis aina raja-arvo p := limy 0o Un
joka on oo ensimméisessd tapauksessa ja jokin reaaliluku tai —oo toisessa tapauksessa.

Lause 2.13 Kaikilla reaalilukujonoilla (u,) voidaan mddritelld jonon limes superior kaavalla

limsupu, = lim sup u, € RU{—00,00}.
n—00 N—=oop>N

Silla on seuraavat ominaisuudet

1. Jos jono suppenee, pdtee limsup,, o Un = liMy, o0 U,
2. limsup,,_, ., 4, = 00 jos ja vain jos loytyy osajono (uny, )ren joka kasvaa rajatta.

3. Reaaliluku p € R on jonon (uy,) limes superior jos ja vain jos
(a) kaikilla € > 0 loytyy jonon katkaisukohta N, josta eteenpiin

Up < p+ €, n > Ng,

(b) ja loytyy osajono (un, )kenN 7055a NEpy1 > Ng ja imp_yo0 Upn, = .

Limes superior antaa parhaan mahdollisen yliarajan sille, miten jono (u,) kdyttdytyy indeksin
suurilla arvoilla. Syy miksi lim sup esiintyy usein matematiikassa onkin se, ettd useilla jonoilla ei
ole olemassa lainkaan raja-arvoa, mutta niille 16ytyy aina limes superior.

Annetun jonon (u,) lim sup 16ydetdénkin yleensi iteroimalla yll& olevan lauseen kohtia: ensin
tarkistetaan, onko jonolla jokin raja-arvo (+oo kidyvét tdssid myos), ja jos se loytyy, niin tdmé
raja-arvo on sama kuin jonon lim sup. Jos raja-arvoa ei 10ydy, tarkistetaan seuraavaksi onko jo-
no ylipaataan ylhailtd rajoitettu: jos epéiilee ettei néin ole, voi asian todistaa etsimélld osajono,
joka kasvaa rajatta. Muuten tiedetéddn, ettéd limes superior on direllinen. Etsitdéan se pudottamal-
la jonon alusta pois arvoja ja pyrkiméalld 16ytaméadn jéljelle jadvastd osajonosta jokin arvo, joka
mahdollisimman hyvin approksimoi sen pienintd yldrajaa. Témén voi aina tehd& niin, ettd ap-
proksimaatioiden muodostama osajono on kasvava, joten sille 16ytyy raja-arvo p. Viimeinen asia
on tarkistaa, ettd raja-arvo p varmasti toteuttaa myos ehdon (a) ylli.

Esimerkki 2.14

e Jonon (u,) =(0,1,0,1,0,1,...) alkiot on selvisti rajoitettu luvulla 1 ja toisaalta sen paril-
listen indeksien muodostama osajono koostuu pelkéstdén luvuista 1, joten sen raja-arvokin
on 1. Saadaan siis limsup,,_, . u, = 1.
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Samoin nihdéin, ettd myos jonolle (u,) = (—1,1,—1,1,—1,1,...) on limsup,,_, ., u, = 1.

Jonolle (u,) = (1,0,0,0,0,...) on lim, . u, = 0, joten limsup,, , . u, = 0.

Josu, =1+4+27" neN, on lim,_o u, =1, joten limsup,,_, ., u, = 1. (Huomaa, ettd jono
on vihenevé, joten télle jonolle sup,, u, = u; = 3/2 > 1 = limsup,,_, o, Un.)

Jos u, = (—1)”_1117 n € N, pétee sen parittomille arvoille ugg+1 = 2k+1 — oo kun & — oc.
Néin ollen lim sup,,_, o, Un = 00.

Seuraavan tapainen esimerkki voi tulla vastaan myshemmin késiteltédvien Fourier-sarjojen arvoista.

Esimerkki 2.15 Olkoon u,, = n?—j_l cos (22). Laske limsup,,_, un ja limsup,,_, . (—un).

Ratkaisu: Koska cos on 2m-periodinen, on jono (cos[(2mn)/3]) 3-periodinen. Laskemalla kolme en-
simmaéistd arvoa saadaan tistd jonoksi (—1/2,—1/2,1,—1/2,—1/2,1,...). Toisaalta lim, n?—il =
1. Néin ollen ottamalla jonosta joka kolmas arvo aloittaen jonon kolmannesta alkiosta (eli osajo-
no (usk)) saadaan osajono, jonka raja-arvo on 1. Toisaalta w, < 1 kaikilla n, joten téstd seuraa
limsup,,_, o Un = 1.

Vastaavasti jonolle (—u,,) pétee u, < 1/2 ja sen osajono (—usk+1) suppenee kohti arvoa 1/2.
Néin ollen limsup,, . (—u,) = 1/2.

Limes superioria tarvitaan tdssé monisteessa ldhinné seuraavan lauseen ehtojen tarkistamiseen.

Lause 2.16 Olkoon (u,) positiviterminen jono ja p = limsup,,_, . un!™.

o0
1. Jos p < 1, sarja > u, suppenee ja loytyy q < 1 siten, etti sarjan jadnnostermille pdtee
n=1
0< > u, < qlN_+ql alkaen jostain indeksistd Ny, eli kun N > Ng. Tdllainen q loytyy ainakin
n>N

valiltd |, 24

o0
2. Josu>1, on > u, =o0.
n=1
o0
3. Jos u =1, voi sarja Y u, joko supeta tai hajaantua.
n=1
Huomaa, ettd kun p < 1, suppenee sarja eksponentiaalisesti silla jadnnostermin yldrajan voi
kirjoittaa my6s muodossa e~ (/DN g/(1 — ¢), jossa In(1/q) > In(2/(1 + p)) > 0. Kun g — 1
menee tdssd In(1/q) — 0, silld ¢ > p. Niin ollen hidastuu ylirajan vihenemisvauhti nollaan kun
w— 1.

TobpisTus Kohta 1: Koska p < 1 < oo toteutuvat Lauseen 2.13 kohdan 3 ominaisuudet
(a) ja (b). Kohtaa (a) voidaan soveltaa arvolla € := (1 — u)/2 > 0, eli l6ytyy No, jolla
kaikilla n > Ny,
Q+l—p  14pu

2 2

Koska 1 < 1, on téssé i < ¢ < 1ja (un)n>n, toteuttaa Cauchyn testin talld ¢:n arvolla.
Lauseesta 2.10 seuraa, ettd sarja ) - N, Un SUppenee ja sen jédnnostermi toteuttaa ylla
mainitun ehdon. Valitsemalla pienempié €:n arvoja voidaan myos ¢:n arvoa pienentéi,
mutta néille kaikille pétee aina ¢ > p.

Kohta 2: Jos 1 < pu < oo, 16ytyy Lauseen 2.13 kohdan 3 (b) mukaan osajono
VE = u,llinﬂ k € N, jolle limyg_,oo v = p. Erityisesti siis jostain Ny alkaen pitee
lvg — pu| < e, k > Ny, valinnalla € := (u —1)/2 > 0. Kun k > Ny on siis p — v < ¢,
joten

utm < e =

2u+17u71+u>
2 )

1.

Vp > U — €=
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Niin ollen uy,, = v;* > 1 kaikilla k > Ny, joten témé osajono ei mene kohti nollaa. Jos

u = 00, 16ytyy osajono, joka ei ole rajoitettu, eiké siis mene kohti nollaa. N&in ollen
o0

molemmissa tapauksissa, u,, 4 0 kun n — oo, joten sarja Y w, hajaantuu.

n=1
Kohta 3: Harjoitustehtdvéssa 5.7 on annettu sarja, jolle 4 = 1, mutta joka suppenee.

Yllid néhtiin, ettd harmoninen sarja u, = 1/n hajaantuu, ja sille pitee (u,)Y/" =
exp(—22) — exp(0) = 1, joten sillekin on p = 1. O

Cauchyn testid helppokéyttoisempi, mutta epétarkempi, on seuraava tulos.

Lause 2.17 (d’Alembertin testi) Olkoon u, > 0, n € N. Jos loytyy q < 1, jolla indeksistd Ny

alkaen pite

kun n > No, nun sarja Z Un suppenee ja jaannostermzlle patee
n=1

GN—No
ZunSUNol ; N = Np.
n>N

Jos "” > 1 jostain indeksisti alkaen, sarja Z Uup, hajaantuu.
n=1

TobpisTus Oletetaan ensin, ettd ;*»— < ¢ <1 kunn > No. Kun N > No ja k € N
pétee siis
un ik < qun k-1 < Cunir2 <0 < qruy

Jonoon (un4x)ren voidaan siis soveltaa vertailuperiaatetta, ja saadaan

Z Un—ZUN+k <UNZQ

n>N q

Nain ollen sarja suppenee, ja jadnnostermin estimaatti seuraa sitten kayttadmaélla ite-
raatiota uudestaan muodossa uy < qN_NouN
Jos u“" > 1 aina kun n > Ny, seuraa téstd kaikille kK € N

UNy+k = UNgk—1 = -+ = UN, > 0.

o0
Néin ollen wu,, /4 0 kun n — oo, joten sarja . w, hajaantuu. O
n=1
Huomautus 2.18 Kuten Cauchyn testissé, voin téssékin olevan ehdon tarkistaa kiyttiden raja-
arvoja: esim. jos lim,_, o u“il < 1 toteutuu sarjan suppenemisehto. D’Alembertin testin ja
Cauchyn testin suppenemisvakiot ovat itse asiassa téissid tapauksessa samat, eli tdlloin pétee

Un
Un—1 :

li 1/n -1
1My oo Un = NMp 500

Esimerkki 2.19 Milld muuttujan arvoilla z > 0 sarja y 0 “’T,L suppenee?
Ratkaisu: Cauchyn testissé olevan juuren laskeminen tuntuu hankalalta, mutta d’Alembertin testin

osaméirille taas pitee, nyt kun u, := fl—: > 0 ja olettaen, etti n > 1,

Up 2"(n—1)! =z
” =—g — -0,
n—1 zn—1n! n

kun n — co. Voidaan valita Ny € N joksikin luvuksi, jolle Ny > 2z, ja tdmén jilkeen w, /u,—1 < %
kun n > Ny. Néin ollen d’Alembertin testin mukaan sarja suppenee kaikilla z > 0 ja suppeneminen
on eksponentiaalisen nopeaa ainakin indekseille n > 2x.

Viimeinen tdmén luvun testeisté on kéiteva, jos sarjan termit saadaan jonkin helposti integroita-
van viahenevin funktion avulla. Tall6in sarjan suppeneminen tai hajaantuminen ndhdain suoraan
vastaavan integraalin suppenemisesta.
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Lause 2.20 (Cauchyn integraalitesti) Oletetaan, etti jono (u,) mdidritelldin positiivisen funk-
tion f : [1,00[ = [0,00] avulla kdyttien kaavaa u, := f(n), n € N. Jos f on vdhenevd funktio,
niin sarja Y, U, suppenee tismdlleen silloin kun

/1Oo f(z)dz < c0.

Jos integraali suppenee, voidaan myds sarjan jidnnostermid arvioida sen avulla: aina kun N € N,

f dx<2un /f

N+1 n>N

TobpisTus Kun n € N ja x € [n,n + 1], saadaan funktion f oletetusta vihenemisesté

un = f(n) = f(2) = f(n+1) = upy1 -

Niamé epéyhtilot voidaan integroida? koko vilin yli, josta seuraa

n+1
Up > / fl@x)dx > upyr -

Summataan tdmé arvojen n = N, N +1,..., N + M yli, josta saadaan epayhtélot

N+M N+M+1 N+M+1
> up > / p)de > Y . (2.6)
n=N k=N+1
Jos fl z)dz = oo, kasvaa kesklmmamen integraali rajatta kun N =1 ja M —
00, joten tallom S Lty = 00. Jos [[F f(z)dz < oo, saadaan toisesta epéyhtélosti
tulos
N+M+1 N+M+1 oo
Z ung/ m)dxﬁ/ fz)dz < o0,
n=N+1 N N

joten sarjan osasummien jono on kasvava ja ylhdalta rajoitettu. Néin ollen silld on raja-
arvo, ja siten sarja > u, suppenee. Jadnnostermille saadaan halutut rajat suoraan
ottamalla M — oo kaavassa (2.6). O

Esimerkki 2.21 Milld reaaliluvuilla s Dirichlet’'n sarja suppenee, eli seuraava funktio on dérellinen

o0

1
C(s) == Z o <oo?
n=1
Ratkaisu: Nyt u, = f(n) funktiolle f(x) :=27% & > 1. Jos s <0, on téssid n~* > 1, joten téllsin
o0
U, 7 0 kun n — oo, joten sarja Y. w, hajaantuu.

n=1

Oletetaan tésti eteenpiin, ettd s > 0. Koska f/(z) = —sz~*~1 < 0, on funktio f vihenevi ja

voidaan soveltaa Cauchyn integraalitestid, Lausetta 2.20. Jos s =1 ja M > 1, pétee

M M
/ f(x)dx:/lnlenM%oo,
! 1

kun M — oo. Talloin sarja siis hajaantuu.

2(MAT) Monotoniset funktiot ovat aina Borel-mitallisia, joten mitéin muita oletuksia ei tarvita integraalin
olemassaololle.
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Kun M > 1 ja s # 1, piitee

M

M
1 1 1
/ f(z)dz = / T = + M
! 1

1—s s—1 1—s

Jos s < 1, on téssd potenssi 1 — s > 0, joten M=% — 0o kun M — oo. Cauchyn integraalitestin
mukaan sarja tilloin hajaantuu. Jos s > 1, saadaan M!~° — 0 kun M — oo, joten sek# tdmé
integraali ettd sarja suppenevat. Suppenemisvauhti ei kylld ole pd#td huimaava, jos s = 1, silla
jadnnostermille pétee

1 1 1 1
< < —_—.
s—1(N+1)s-! 7TL>ZNUH73—1N5—1

Vastaus: Sarja ((s) suppenee kun s > 1 ja hajaantuu kun s < 1.

Y114 olevan esimerkin tulos kisittelee kuuluisan Riemannin zeta-funktion méérittelyd sarjan
avulla reaaliakselilla. Huomaa, ettd tdmé tapaus kuuluu siihen luokkaan, jossa " = 1 = ¢” Cauc-
hyn ja d’Alembertin testeissé, joten niiden avulla ei saa mitdén tietoa tdmén sarja suppenemi-
sesta. Zeta-funktion méaédrittelystd arvoilla s < 1 puhutaan lisdd monisteen toisessa osassa, jossa
késitellaan analyyttistd jatkamista.

2.1.4 Kompleksilukusarjojen yleisii ominaisuuksia
Itseisesti suppenevat sarjat

Madritelmd 2.22 Kompleksiarvoisen jonon (u,) mddrddimd sarja on itseisesti suppeneva, jos
sen modulien muodostama posititviterminen sarja suppenee, eli

o0
Z [tun| < 00
n=1

Yksi tdrkeimpié edellisistd positiivitermisten sarjojen sovelluksista onkin ylld olevan itseisen sup-
penemisen tutkiminen.

Itseisesti suppenevat sarjat kdyttdytyviat monessa mielessd hyvin samalla tavalla kuin positii-
vitermiset sarjat. Alla olevaan lauseeseen on keriitty niistd tarkeimpié yleistyksié.

Lause 2.23 Olkoon jonon (u,) mddrddmd sarja itseisesti suppeneva. Tdlloin

o0
1. Sarja Y u, suppenee, ja sen jainndstermille pitee arvio
n=1

D

n>N

<Y funl. (2.7)

n>N

2. Sarjan termit voi jirjestid uudelleen, eli jos p on permutaatio, pdtee
o0 o0
D un = (e
n=1 k=1

Lisdksi, jos (Un.k)n,ken on kokoelma kompleksilukuja, joille

o0 o
ZZ|uﬂk| < 00,

n=1k=1

suppenevat molemmat iteroidut sarjat kohti samaa kompleksilukua, eli on sallittua vaihtaa sum-

mausjarjestystd,
o0 o0 o0
PIDBTTEDD
k=1

n=1 k=1

oo

Un,k -

n=1
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TobisTus Todistetaan tédssd vain 1. kohta. Kaytetédédn sitd varten kaksi kertaa Cauchyn
suppenemisperiaatetta Lauseessa 2.4. Olkoon téatd varten € > 0 mielivaltainen. Koska
sarja » . |u,| suppenee, 16ytyy Cauchyn suppenemisperiaatteen mukaisesti N. € N,
jolle Zi:j |un| < € aina kun k > j > N.. Toisaalta kolmioepdyht#loéd iteroimalla
nahdéén, etta kaikilla k& > j

k
g +wjpr 4+ A ug] < ug| + Jugon] 4+ 4 ug| = Z|un|7 (2.8)
=Jj

joka on pienempi kuin € kun £ > j > N.. Néin ollen my6s sarja ) u, toteuttaa
suppenemisperiaatteen ehdon ja siis suppenee. Sijoittamalla epayhtéléon (2.8) j =
N +1 ja ottamalla & — oo saadaan myos haluttu arvio (2.7) jidnndstermille.

(MAT) Kohdan 2 todistus 16ytyy esimerkiksi Wikipediasta (absolute convergence).
Kohta 3 on seuraus kohdasta 2, kun ensin kiytet#sin bijektiota N? — N tekeméin
kaksoissummasta yksinkertainen summa. Se seuraa myos Fubinin lauseesta sopivalle
joukon N mitalle sovellettuna (engl. counting measure). O

Esimerkki 2.24 Dirichlet’n sarja suppenee itseisesti kaikilla Res > 1, silld kun = Res > 1 ja
y = Res, on kaikilla n € N

n~° = exp(—(z +iy) Lnn) = exp(—z Lnn) exp(—iy Lnn) = n~ " exp(—iy Lnn) .

Koska téssd Lnn € R, saadaan modulille [n™%| = n~?. Esimerkissd 2.21 todistettiin, ettd kun
x > 1, suppenee sarja > -, n~%, joten aina kun Re s > 1 on Dirichlet'n sarja Y -, n~* itseisesti
suppeneva.

Riemannin zeta-funktio voidaan n#in ollen mé#aritelld kaikille arvoille Res > 1 suppenevan
Dirichlet’n sarjan avulla:

= 1
C(S)::ZE’ Res>1.
n=1
Lisdksi jadnnostermin estimaatista saadaan myos epiyhtils |((s)| < ((Res), kun Res > 1.

Vuorotteleva sarja

Maiaritelmi 2.25 Vworotteleva sarja on reaalinen sarja, joka saadaan jonosta, jossa kahden
perdkkdisen termin merkki vaihtuu. Kun oletetaan, ettd jonon ensimmdinen termi on positiivinen,
on vuorotteleva sarja siis aina muotoa

oo

u1—u2+U3—U4+u5—u6+...:Z(—l)”_lun, u, > 0.

n=1

Huomautus 2.26 Sarjat, joiden ensimmaéinen termi on negatiivinen voidaan myos késitella seu-
raavilla menetelmilla. Tata varten riittd4 vaihtaa kaikkien sarjan termien merkit, eli kirjoittamalla
(o ]
sarja muodossa 7 — > (—=1)""1y,”.
n=1

Lause 2.27 (Leibnizin testi) Jos (uy,) on positiwviterminen jono, joka vihenee monotoni-
sesti kohti mollaa, suppenee siitd muodostettu vuorotteleva sarja Zzozl(—l)"_lun ja sarjan
jadannostermille pdtee arvio

> (=) un| <y (2.9)

n>N
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TobisTus Oletuksista seuraa, ettd w, > 0, U, > Up41 ja lim, o0 u, = 0. Néin ollen
voidaan osasummien termit ryhmitelld niin, ettd saadaan aikaiseksi termejé, joiden
merkki on tiedossa: esimerkiksi parilliselle osasummalle pétee

2k
—1
Sop = E (=1)" up = ur — (ug —ug) — (ug —us) — -+ —ugp < Uy .
n=1
Toisaalta sy(p41) = Sa2x + U2k+1 — U2kt2 > S2k, joten parillisten osasummien jono

(sa2x) on kasvava ja ylhdidltd rajoitettu. Néin ollen silld on raja-arvo S := limg_, o Sok-

Parittomien osasummien jonolle pétee talloin sop_1 = Sop + ugp — S, silld oletusten

mukaan lim,, . u, = 0. Téstd seuraa, ettd lim, . s, = 5, eli sarja suppenee.
Jaannostermié varten huomataan, etté

2N+1 2N 42
—1 T —1 _ : —1
S (), = Jim_ S ()" = —ua + Jim S ),
n>2k n=2k n=2k+1
jossa
2N+1 N
(=D =Y (—ugy +ugia) <0,
n=2k j=k
2N+2 N
Yo ()" uy =) (uzjer —unjve) 2 0.
n=2k+1 i=k
Nain ollen,
—ugy < (=)™ tu, <0
n>2k

Samalla tavalla seuraa yhtaloistd (K € N)

2N 2N+1
Z (_1)7171'1,6" = Jlim Z (_1)771*1”” = Ugk—1 + lim Z (_1)n71una
N—o0 N—ooo
n>2k—1 n=2k—1 n—ok

estimaatit
0< > (=)™ tup < ugps .

n>2k—1
Niin ollen jadnnostermin itseisarvolle pétee sekd parittomilla etté parillisilla indekseilld
estimaatti (2.9). O

Esimerkki 2.28 Esimerkiksi jono u,, = % toteuttaa Leibnizin testin ehdot. Néin ollen sarja

&0 -1 n—1
o

suppenee (logaritmin sarjaesitys muistaen huomataan, etti raja on In2). Jos sarjasta otetaan 99
ensimmaistd termid, saadaan approksimaatio, jonka tarkkuus on w199 = 0.01, eli ei vield kauhean
suuri. (Cauchyn testissd néin huonoon tarkkuuteen péitiisiin arvolla ¢ ~ 0.955.)

Tamé sarja tarjoaa siis myos esimerkin sarjasta, joka suppenee, muttei suppene itseisesti.

Cauchyn kertosidinto

Lause 2.29 Oletetaan, etti jonojen (uy) ja (v,) muodostamat sarja suppenevat ja ainakin toi-
nen niisti suppenee itseisesti. Tdlloin
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Alla kiytetadn seuraavaa yleisté karakteristista funktiota, joka on erittidin kitevd tdmén
tyyppisten summien ja integraalien muokkaamisessa.

1 )1, josehto P on totta, (2.11)
Py 0, jos ehto P ei ole totta. ’
Esimerkiksi, jos z on reaaliluku,
1, josx >0,
1oy = 2.12
{=>0} {O, josx <0. ( )

Huomaa, etté tilldin 11,0y + Liz<oy = 1 riippumatta luvun x arvosta.

TobpisTus Lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi Wikipediasta (engl. Cauchy product
tai Merten’s theorem). Todistuksen idean nikee muokkaamalla osasummien Sy :=

N . N .
Y1 Un ja Ty =3, | Uy tuloa seuraavasti

N
SNTn = Z UnUm = Z unvm(:ﬂ-{n+m§N+1} + ﬂ-{n+m>N+1})
n,m=1 n,m=1

Muuttujanvaihdolla k = m + n — 1 ndhd&én, ettd tdssd saatu ensimméinen termi on

N N N+n-1 N N
Z unvm]]-{n+m§N+1} = Z Z unvk7n+1]]-{k§N} = Z Z UnVk—n+1
n,m=1 n=1 k=n n=1k=n
N N N N N k
DI IRHETED D RIS <z ) |
n=1k=1 k=1n=1 k=1 \n=1
Niin ollen se on halutun sarjan N:s osasumma. Todistuksen hankala osa onkin osoittaa,
N
etté oletuksista seuraa, ettd jiljelle jaava termi ) unvmlingmsn41y — 0 kun
n,m=1

N — oo. O

(Lisi) Abelin muunnos eli diskreetti osittaisintegrointi

Tutkitaan kahdesta jonosta (un) ja (vy,) niiden tulojonosta muodostettua summaa arvoilla j < n <
k, eli darellistd summaa Zn —j UnUn. Jos u, on hitaasti muuttuva indeksin n funktiona, voidaan
tdmén summan arvon laskemista usein helpottaa diskreetin osittaisintegroinnin avulla: Aina
kun j < k pétee

Z UnpUp = uka — 'LL]V + Z un+1 (213)
n=j+1
n
jossa V,, := > v; vastaa ”integraalifunktiota” ja w, — tupy1 = —(Du)y, missd (Du)p = tnpi1 — Uy

i=j
on diskreetti derivaatta.

Tobistus Uutta jonoa V,, kédyttden patee v, = V,, — V,_1, jos n > j, kunhan
madritellddn V; = 0 kun ¢ < n. Néin ollen

k k
Zunvn = Zun(‘/nfvn 1 Zunv - Z Um+1vm = Uka+Z *Un_,_l
n=j n=j

_] 1
Siirtamalld tédssd termi n = j yhtdlén oikealle puolelle saadaan (2.13). O

Tétd tulosta soveltamalla saadaan testejé téllaisten tulon avulla muodostettujen sarjojen sup-
penemiselle: sen avulla voi johtaa Dirichlet’n testin ja Abelin testin suppenemiselle (ks. Wi-
kipedia).



50 LUKU 2. SARJAT JA ANALYYTTISYYS

2.2 Funktiosarjat

Funktiosarja tarkoittaa sarjaa, jonka termit ovat parametrin x funktioita. Tarkemmin, jos E on
jokin joukko (esimerkiksi C:n tai R%:n osajoukko) ja u, : E — C, n € N, jono sen kompleksiarvoisia
funktioita, méérittelevat ne funktiosarjan

S(x) :=Zu”(z), re k.

Jos sarja suppenee kaikilla x € F| saadaan néin siis méériteltyd uusi funktio S': £ — C.

n—1

Esimerkki 2.30 Kun valitaan E := C ja u,(z) := ﬁ7 saadaan funktiosarja

ok

S(z) = R

gt

Kun |z| =0, on z = 0, joten vain sarjan ensimméinen termi on nollasta eroava ja S(0) = 1. Koska
|z"] = |2|", voidaan arvoilla |z| > 0 soveltaa Esimerkin 2.19 tulosta. Niin ollen S(z) suppenee
itseisesti jokaisella z € C ja méarittelee siis funktion S : C — C.

Esimerkki 2.31 Valitaan E := [0,1] ja ui(z) := =, up(z) := 2" 1(z — 1) kun n > 2. Kun
x € [0,1] on sarjan osasumma

N N N
sn(z) = Zun(z) =+ Zr" — Zz”fl =z,
n=1 n=2 n=2

Niin ollen, sarja suppenee kaikilla x € [0, 1], ja sen arvoksi saadaan

> 0, kin0<z<1,
S(x) := Zun(a:) z{
n=1

1, kuinxz=1.

Huomataan, ettid vaikka jokainen funktiosta u, ja sy on jatkuva koko vélilld, sarjan méaéritteleméa
funktio ei ole jatkuva pisteessi x = 1. Samoin nahddin, ettd padtepisteessd ei saa vaihtaa raja-
arvon ja ddrettOmén summan jéarjestystéa:

lim S(x):O#l:Z lir{l un ().
nzl’f—) -

x—1—

2.2.1 Funktiosarjan jatkuvuus, integrointi ja derivointi

Esimerkissé 2.31 néhtiin, ettd sarjoilla méaritellylla funktiolla ei vélttamé&tté olekaan endé kaikkia
ominaisuuksia mitd sen termeille ja osasummille pétee. Esimerkissd menetettiin termien jatkuvuus,
ja sama voi tapahtua integroituvuudelle ja derivoituvuudelle. Alla on listattu suhteellisen helposti
tarkistettavia ehtoja, joiden avulla voi varmistaa, ettd esimerkiksi raja-arvon oton jérjestyksen
voi vaihtaa. Namé ehdot ovat riittdvid muttei valttamattomié, eli vaihto-operaatio voi onnistua
vaikkei lauseen ehto toteutuisikaan.

Ensimmaiset tulokset késittelevit integrointia ja ovat hyvin samanlaisia kuin aiemmin summille
annetut tulokset:

(1) Jos un(z) > 0 kaikilla x, voi integroinnin ja summauksen jirjestysti aina vaihtaa (myos jos

tulos on #ireton)? . o
/ (; un@)) da = ;/un(x)dx.

3(MAT) Todistuksen 16ytid esim. lihteesté [3, Lause 1.27].
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(2) Jos (uy) on jono kompleksiarvoisia funktioita, jotka ovat itseisesti integroituvia,

)3 [ uaf@)lds < o,

voi integroinnin ja summauksen jirjestystd vaihtaa®

/ (Ti un(m)> dz = g/un(;ﬂ)dx eC.

Raja-arvon ja derivoinnin vaihtamisesta varten on usein kiteva kéiyttasd seuraavaa Weierstras-
sin majoranttitestia.

Madritelmé 2.32 (Weierstrassin majoranttitesti eli M-testi)
Funktioista u, : E — C, n € N, koottu sarja (u,) toteuttaa Weierstrassin M-testin, jos loytyy
o0

positiiviterminen jono (M), jonka muodostama sarja suppenee, >, M, < oo, ja joilla pdtee
n=1

[un (z)] < M, , kaikilla n .

Testia varten on siis 16ydettavi jotkin koko méérittelyjoukossa pétevit ylarajat funktioille, siten
ettd nédiden yldrajojen muodostama sarja suppenee. Alla olevat tulokset pditevit aina kun funktio-
jono (uy) toteuttaa Weierstrassin M-testin:®

o0
(3) Sarja S(x) := > un(x) suppenee itseisesti kaikissa lihtojoukon E pisteissi x ja miirittelee

n=1
siten funktion S : E — C. Funktio S on rajoitettu ja pétee
o0
|S(z)| < ZM" < 00.
n=1

(4) Raja-arvot voi ottaa termeittiin, eli jos xy € F ja raja-arvot lim, ., u,(x) ovat olemassa
kaikilla n, niin pétee

o0
li = i .
Jim 5(0) = 2 Jim un (@)
n=1
(5) Termien jatkuvuus periytyy sarjalle, eli jos jokainen wu, on jatkuva, niin myés sarja S on
jatkuva funktio E:ssi.

(6) Parametrin yli voi integroida termeittdin kunhan joukko F on rajoitettu (riittii itseasiassa,
ettid [1izepydr < 00).

Sarjan derivoituvuuden tarkistaminen onkin vihidn hankalampaa yleisessd tapauksessa. Talla
kurssilla olemme kuitenkin kiinnostuneita ldhinnd kompleksiderivoituvuudesta eli analyyttisyyden
sdilymisesté sarjoissa. Tatéd varten riittddkin tarkistaa pelkéstéddn, ettd Weierstrassin M-testi to-
teutuu kaikissa alueen () suljetuissa kiekoissa eli riittdéd osoittaa, ettd jokaista zg € 2 ja sellaista
e >0, jolla B.(z9) C €, kohden 16ytyy jono (M,,), jolle

o0
lun(2)] < My, kun |z — 29| < e, ja ZMn<oo.
n=1

Téssa siis jono M,, voi my6s muuttua, kun pistetti zo tai sidettd ¢ muutetaan. Erityisesti ndméa
ehdot tietysti toteutuvat, jos jono toteuttaa Weierstrassin M-testin koko alueessa ().

4(MAT) Todistuksen 16yt#d esim. lihteesté [3, Lause 1.38].
5(MAT) Tulos (3) seuraa Lauseesta 2.23. Tulos (4) seuraa lihteen [3] Lausetta 1.34 soveltaen ja tulos (5) on taas
tdmén seuraus, kiyttden jatkuvuuden perusominaisuuksia. Tulos (6) seuraa soveltamalla aiempaa tulosta (2).
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Lause 2.33 Olkoon 2 kompleksitason avoin joukko ja (uy) jono sen analyyttisii funktioita, eli

un, € H(Q) kaikilla n. Jos jono (uy) toteuttaa Weierstrassin M-testin kaikissa suljetuissa kie-
oo

koissa D C ), mddrittelee sarja S(z) = Y un(2) analyyttisen funktion joukossa Q ja sen deri-

n=1
vaatalle pitee

S'(2)=> up(z), zeQ. (2.14)

TobisTus Oletetaan, ettd zg € €. Koska  on avoin, 16ytyy jokin € > 0, jolla avoin
kiekko Bac(z9) C € ja tillsin myés D = Ba.(29) C Q ja U := B.(2) C D C
Q. Koska u,, € H(Q), on se jatkuva, eli erityisesti jatkuva koko joukossa D C (.
Koska Weierstrassin M-testi oletettiin toteutuvaksi D:ssé, niin seuraa téstd kohdan (5)
mukaan, ettd myos sarja S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € D ja sen médrittelemi
funktio on jatkuva D:sséd. Néin ollen S on jatkuva myos alueessa U C D.

Olkoon « mielivaltainen alueeseen U siséltyvén kolmion reunaa kiertévé polku, niin
kuin Moreran lausetta (Lause 1.53) varten vaaditaan. Koska polun pituus on dérellinen
ja Weierstrassin M-testi toteutuu polulla, voidaan téssé soveltaa kohdan (6) tulosta ja
vaihtaa integrointijéirjestys sarjan summan kanssa. Néin ollen

ﬁS(z)dz - iﬁun(z)dz 0,

Cauchyn lauseen mukaan, silli jokainen u,, on analyyttinen yhdesti yhtenisessd alu-
eessa U, jossa polku ~ kulkee. Voidaan siis soveltaa Moreran lausetta ja péaatelld, etta
S on analyyttinen kiekossa U.

Erityisesti S on siis derivoituva pisteessid zg. Sovelletaan Cauchyn integraalikaavaa
derivaatalle polulla vy (t) := zo + %eit, t € [0,27], joka kiertda kerran pisteen zg ympéri
kiekossa U. Tésté seuraa

o0

S(z) dz up(z) dz
(0) v (2= 20)? 2mi ; v (2= 20)? 2mi
silld integrandissa (:jizgz < M,(2/¢)?, jossa M, on M-testin vakio kiekossa D, ja

néin ollen my6s tdmé integrandissa olevan funktio toteuttaa M-testin oletukset. Tdhéan
voidaan soveltaa Cauchyn integraalikaavaa derivaatalle, silld jokainen w, on analyyt-
tinen U:ssa, ja lopputuloksena on yhtilo (2.14). Huomaa, ettd koska zg oli téssd mie-
livaltainen ja 16ydettiin S’(zp), seuraa téstd myds, ettd S € H(Q). O

2.3 Potenssisarjat

Potenssisarja on funktiosarja, joka muodostetaan antamalla sen kertoimet kompleksilukujo-
nona (a,)52, ja sarjan keskipiste z; € C. Sarjan (n + 1):n elementti on n:n asteen polynomi
Un(2) == an(z — 20)", eli

S(z) ::Zan(szO)":a0+a1(zfzo)+... (2.15)

n=0

Potenssisarja suppenee aina itseisesti pisteessi z = zg ja S(z0) = ao, silld talléin u,(z) = 0
kun n > 1. Sill4 ei tarvitse olla mitdin muita pisteité, joissa se suppenee, mutta kuten seuraavasta
lauseesta kéy ilmi, potenssisarjan suppenemisjoukko on suhteellisen yksinkertainen, silld se koostuu
tietystd avoimesta kiekosta ja mahdollisesti osasta kiekon kehén pisteitd. Tamén kiekon sddetté
kutsutaan potenssisarjan suppenemissiteeksi.
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Lause 2.34 (Cauchyn—-Hadamardin lause) Potenssisarjalle (2.15) loytyy aina suppenemissdide
R € [0, 0], jolla

1. S(z) suppenee itseisesti kaikilla |z — zo| < R,
2. 5(2) hajaantuu kaikilla |z — 29| > R.

Suppenemissdteen voi aina ratkaista kaavasta

1
R= lim sup |a,|'/™ . (2.16)

n—oo
Huomautus 2.35
e Lause ei sano mitédin siitd, mitd tapahtuu suppenemisalueen reunalla, eli kun |z — 2| = R.

e Erikoistapauksessa limsup,, .. |an|"/™ = 0o lauseesta saadaan siis suppenemissiiteeksi R =
0, eli potenssisarja hajaantuu aina kun z # 2.

e Toinen erikoistapaus on limsup,, , . |a,|"/™ = 0, jolloin R = co. Témé tarkoittaa siti, etti

potenssisarja suppenee itseisesti kaikilla z € C.

TobisTus Todistetaan aluksi Abelin lause: Jos potenssisarja (2.15) suppenee jossain
pisteessd w # zg, niin se suppenee itseisesti jokaisella z € C, jolla |z—z¢| < r := |w—20].
Oletetaan siis, ettd w on téllainen piste, jolloin r > 0. Koska sarja S(w) suppenee,
tdytyy erityisesti olla a,(w — 2z9)" — 0 kun n — co. Koska tdmé kompleksilukujono
suppenee, tiytyy sen olla rajoitettu, eli loytyy M > 0, jolla |a,|r™ = |a,(w—20)"| < M.
Jos nyt z on kompleksiluku, jolle |z — 29| < r, pitee vastaavalle potenssisarjan S(z)
termeille .
lan(z — 20)"| = lanpm =20 < aggn,

jossa q := |z — zo|/r < 1. Néin ollen vertailuperiaatteen (Lause 2.8) mukaan itseisar-
vojen muodostama sarja suppenee, joten sarja S(z) suppenee itseisesti.

Sarjan S(z) itseinen suppeneminen on helppo ratkaista Lausetta 2.16 kiyttien. Ole-

tetaan, ettd z # zp ja merkitdéin r := |z — zg| > 0. Potenssisarjan S(z) termien itsei-
sarvot muodostavat jonon (vy,), jossa v, := |an(z — 20)™| = |ax|r™, ja niin ollen os/™ =
rla, /™. Téstd seuraa, ettd limsup,, . o™ = ru, kun v = limsup,, . |an|"/™.
Lauseen 2.16 mukaan S(z) siis suppenee itseisesti, jos rv < 1, ja se el suppene itseises-
ti, jos rv > 1.

Oletetaan ensin, ettd 0 < v < oo ja médritellidn R := 1/v > 0. Jos nyt r < R,
pétee rv = r/R < 1, joten S(z) suppenee itseisesti. Jos taas r > R, tdytyy sarjan S(z)
hajaantua, silld muuten sarjan S(w) pitéisi Abelin lauseen perusteella supeta itseisesti
kaikissa pisteissid w, joilla R < |w—zg| < 7, jolloin kuitenkin |w—z|v = |w—2zo|/R > 1.

Jos v = 0o on myés rv = 0o, joten S(z) suppenee itseisesti vain kun z = 2. Tilloin
ei S(z) voi supeta milliéin z # zg, koska muuten seuraa ristiriita Abelin lauseen kanssa.
Néin ollen, voidaan valita R = 0.

Jos v =0, on aina myds rv = 0. Néin ollen S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € C,
ja voidaan valita R = oo. O



