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Nyt kun € — 0, ldhestyy 75 kéédnteispolkua ?g ja toisaalta, koska f on analyyttinen ja siten
erityisesti jatkuva koko alueessa {1y, kumoavat polkujen v5 ja 5 otetut integraalit toisensa rajalla
e — 0. Niin ollen saadaan

(z)dz:lim/a f(z)dZZgig})/E f(z)dz = f(z)dz,
%, V5,

TRy e—=0 TRy

joka oli tarkoitus osoittaa.

Samaa ideaa voi soveltaa paljon monimukaisemmillekin alueille (esimerkkejd 16ytyy kirjoista ja
hakukoneilla). Niissé kaikissa on ideana, ettd alueen reiét ”leikataan auki” niistd reunalle kulkevilla
janoilla, jolloin saadaan alue, joka on yhdesti yhten&inen.

Esimerkki 1.39 Olkoon a € C annettu.

1. Jos n € Np, on (z — a)” polynomi, ja siten analyyttinen kaikkialla. Niin ollen Cauchyn
lauseen perusteella péatee kaikilla kompleksitason suljetuilla poluilla

j{(z—a)"dz:().

2. Josm € N, on f(z) = (z — a)~™ analyyttinen alueessa €, joka ei ole yhdesti yhtenéinen,
joten Cauchyn lausetta ei voi suoraan soveltaa. Huomataan kuitenkin, ettd aina kun m > 1
on funktion

1
T 1—-m

F(z): (z—a)~(m=1
derivaatta juuri f. N&in ollen Lauseen 1.32 perusteella pétee télloinkin kaikille kompleksita-
son poluille v, jotka eivit kulje pisteen a kautta,

%(z—a)_mdz:o, m>1.
¥

Kun valitaan m = 1 yllad olevassa esimerkissd, kaykin yleensé niin, ettd integraalin arvo ei ole
endd nolla. Tamén integraalin arvo eri a:n arvoilla antaakin mahdollisuuden mitata yhtéd tason
suljettujen polkujen  tarkedd geometrista ominaisuutta, niiden kiertolukua.

Maiédritelma 1.40 Olkoon v tason suljettu polku ja a jokin polkuun kuulumaton kompleksitason
piste. Talloin madritellidan polun v kiertoluku pisteen a suhteen integraalina

1 1
Ind,(a) := 2 z—adz'
gl

Kiertoluvulla (engl. winding number) on seuraavat ominaisuudet, joista osaa tutkitaan harjoitus-
tehtéivissi ja joiden todistus 16ytyy lihteesté [3, Theorem 10.10].

e Kiertoluku on aina kokonaisluku. Sen suuruus kertoo montako kertaa kidyrd v yhteensi
kiertdéd pisteen a ympéri ja sen merkki kertoo kiertosuunnan (positiivinen kiertoluku tar-
koittaa kiertoa vastapéiviin, negatiivinen myotapaiviin).

o Kun kompleksitasosta poistetaan kéyrén « pisteet, jaa jéljelle avoin joukko. Kiertoluku Ind,
sdilyy vakiona jokaisessa tdmén avoimen joukon yhtenéisessé osajoukossa.

e Loytyy R > 0 siten, ettd kdyrd -+ sisdltyy kokonaan avoimeen kiekkoon Bg(0). Kiertoluku
on nolla kaikilla tdmén kiekon ulkopuolella olevilla pisteillé, eli jos a € C ja |a] > R, on
talloin Ind, (a) = 0.

e Yhdistdmalld kaksi aiempaa kohtaa ndhdéédn, ettéd kiertoluku on nolla kdyrdn v ulkopuolella,
eli kdyran ~ kuvan komplementin rajoittamattomassa yhtenéisessd komponentissa.
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(LISA) Selitys sille, miksi integraali Ind., laskee juuri geometrista kiertolukua tulee
logaritmifunktion kaytoksesti. Tarkastellaan yhdesti yhteniistd aluetta, joka saadaan
poistamalla kompleksitasosta suoran puolikas, joka ldhtee pisteestd a ja kulkee siité
negatiivisen reaaliakselin suuntaan, eli aluetta Q := {z € C|z — a & |—00, 0]}. Télléin
(z—a)™! = F/(2), kun F(z) :=In(z — a), z € Q. Koska F € H(), voidaan Lausetta
1.32 kayttad kaikissa polun «y pitkissé, jotka sisiltyvit alueeseen 2. Kohdissa, joissa
~ kulkee yli poistetun suoran, hyppédé F' arvon £27i verran, jossa merkki riippuu siité
kuljetaanko suoran yli ylhddlta alas (+) vai toisin péin (-). Néin ollen integraali Ind., (a)
on summa néiden hyppyjen lukumééristé, ottaen huomioon myds niiden suunta. Tama
vastaa juuri geometrisesti polun v kiertolukua pisteen a ympéri.

Jos luottaa omaan visualisointikykyynsé, voi soveltaa myo6s yleistd versiota Esimerkin 1.38
polunmuokkaustuloksesta. T#ss# tuloksessa on helpotuksena se ettei tarvitse miettid onko alue €2
vhdesti yhten#dinen. Sen soveltamisessa pitdéd kuitenkin olla tarkkana alueen geometrian kanssa:
on taysin oleellista, ettd polkuja muokatessa ei poiketa ulos alueesta €.

Lause 1.41 Olkoot v1 ja v2 kaksi suljettua polkua, jotka voi jatkuvasti muuntaa toisikseen'? alu-

een () sisdlld. Talloin:
1. Aina kun f € H(S),
f f(z)dz :% f(z)dz.
7 Y2
2. Aina kun a & Q, pditee kiertoluvuille
Ind,, (a) = Ind,,(a).

1.7 Cauchyn integraalikaavat

Madritelmé 1.42 Kun v : [a,b] — C on kompleksitason polku, merkitiin polun kuvajoukkoa
"Ran~y” ("Ran” on lyhenne sanasta “range”). Jos Q on jokin kompleksitason alue, on polun
komplementti joukko "Q\ Ran~v”, jota merkitidin lyhyemmin "Q\ v”.

Toisin sanoen "Ran~” koostuu niistd kompleksitason pisteistd, joiden kautta polku ~ kulkee,
Ran+y := {v(¢) |t € [a,b]}. Sen komplementti joukon € suhteen, 2\ v, koostuu niistd 2:n pisteisté,
joiden kautta polku ei kulje: 2\ v:=Q\ Rany := {z € Q]| z # ~(t), kaikilla ¢t € [a, b]}.

Olkoon Q alue, f € H(Q) ja v suljettu polku 2:ssa. Valitaan tdmén jilkeen jokin piste z € Q\~,
jota pidetddn kiinnitettynd. Tallsin on Q' = Q\ {z} myds alue ja koska poistettu piste z ei kuulu
polkuun ~, on v polku myds alueessa €. Méiritellddin sitten erotusosamiiirii muistuttava uusi

funktio

Koska t#ssd nimittéjin nollakohta, eli vakiopiste z, ei kuulu alueeseen €', on rationaalifunktio g
derivoituva: g € H(Q'). Toisaalta, koska z ¢ Ran~, kuten edellisessii luvussa selitettiin, voidaan
médritelld myos kdayrdn ~ kiertoluku pisteen z ympéri integraalina

! 1 [ 1dC

}{g(g) d¢ = % (f(g)zdc_ f(2)2miInd, (). (1.17)

12(MAT) Tarkemmin tissd pitié olettaa, etté polut ovat Q-homotooppisia: kun molemmat polut on parametrisoi-
tu vilille [0, 1], 18ytyy jatkuva kuvaus H : [0,1] X [0,1] — €, jolle H(¢,0) = ~v1(¢), H(0,s) = H(1,s), H(t,1) = v2(t)
kaikilla s,¢ € [0,1]. T&lldin polut I's(¢t) := H(t, s) muodostavat yksiparametrisen perheen polkuja, joka “tekee”
polusta I'gp = 1 polun I'1 = 2.

, ce.

Néiin ollen
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Tésta esityksestd on hyotyd, silld usein kdykin niin, ettd vaikka f,y % d¢ # 0, pétee funktiol-
le g kuitenkin f,y g(¢)d¢ = 0. Tamiin nikemiseksi oletetaan sitten lisiiksi, ettd polku v voidaan
muuntaa pysyen koko ajan alueen Q' sisdlld poluksi ~¢, joka kiertdd e-siteistdé ympyrinkehds
pisteen z ympéri (Esimerkissd 1.38 néytettiin miten muunto onnistuisi, jos tarkoituksena oli-
si pelkiistddn pienentdd ympyrinkehdd kulkevaa polkua). Téllsin Cauchyn lauseen seurauksena
saadusta Lauseesta 1.41 seuraa, etti fvg(g) d¢ = 35# g9(¢)d¢, silla g € H(Q'). Toisaalta, f on
derivoituva pisteessid z € (2, joten kun { — z pétee

O - (=)
(—=z

Koska raja-arvo on olemassa, tdytyy funktion g olla rajoitettu jossain z-keskisessé kiekossa, eli
loytyy M,eo > 0, joilla |g(¢)] < M aina kun |¢| < gp. Niin ollen saadaan sivun 24 kohdan 2

estimaatista arvio
]{ g(C)dC‘ < M|ye|,
’YE

aina kun 0 < ¢ < g¢. Koska polku ¢ kiertad e-siteistd ympyrénkehéé, on sen pituus verrannollinen

9(¢) = — f(2).

siteeseen e, ja pitee siis |[y¢] — 0 kun e — 0. Tésté seuraa, ettd myos ‘f,yg g(¢) d(:‘ — 0kun e — 0,

joten voidaan padtella, etta 567 9(¢)d¢ = 0, kuten kappaleen alussa ennakoitiin.
Niin ollen aina kun ylli mainittu polun ~ kutistaminen voidaan tehdi, seuraa kaavasta (1.17)

f(2)

C—z?m

Tété esitystd kutsutaan Cauchyn integraalikaavaksi. Kuten ldhteessd [3, Lauseet 10.35 ja 13.11]
todistetaan, onnistuu haluttu polun kutistaminen aina, jos {2 on yhdesti yhten&inen alue. Saadaan
siis seuraava térked yleinen tulos.

Lause 1.43 (Cauchyn integraalikaava) Jos Q on yhdesti yhtendinen alue, v on suljettu
polku Q:ssa ja z € Q\ 7y, niin kaikilla f € H(Q) pdtee

/() C7227r1

Tulosta kiytetddn usein valitsemalla polku + siten, ettéd se kiertdd jonkin avoimen joukon g
ympéri kerran vastapéividn ja peittdméalld polku v jollain yhdesti yhtenéiselld alueella €. Jos
télloin f € H(Q), eli jos f on analyyttinen koko isommassa alueessa €2, voidaan f:n arvot esittii
kaikkissa pienemmén joukon pisteissd z € {)g integraalina

C—z27r1

Talloin nimittdin oletusten mukaan kiertdéd polku ~ kaikki pisteet z € €y kerran vastapéivéan,
joten niille kaikille pétee Ind (2) = 1. Jos kiertosuunta kulkeekin mydtipdividn, vaihtuu integraa-
liesityksessd merkki, silld talloin Ind, (2) = —1.

Téastd saadaan siis f:lle integraaliesitys joukkoon )y kayttéden kiintedd polkua . Vastaava
integraaliesitys operaattoreille on yksi tdrkeimmistéa tekniikoista, jolla voidaan approksimoida mo-
nien kvanttimekaanisten systeemien ja stokastisten prosessien ratkaisuja ns. resolventtiesitysta
kéyttaen.

Esimerkki 1.44 Laske integraali
f' 1 d¢
L ¢ —42ri’
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kun ~ kiertdd vastapiiviin jotain seuraavista ympyrankehisté
(a) 9B1(2), (b) 0Bi(-2), (c) 0Bs(0). (1.18)

Ratkaisu: Sovelletaan tissia Cauchyn integraalikaavaa, kiyttien identiteettis (¢ —2)(¢+2) = ¢2—
ja siitd seuraavaa osamurtokehitelméé. Niin ollen kaikilla alueen Qg := C\ {—2, 2} pisteilld ¢ pitee

1 _(<+2)1_(c—2)1:1{ 1 1 }

2—4 (-2 C+2 (-2 (+2
Kohdan (a) polku kulkee yhdesti yhtenéisessi oikeassa puolitasossa Q := {z € C|Rez > 0},
jossa osoittaja f(¢) = (¢ + 2)~! on analyyttinen. Toisaalta polku kulkee kerran positiiviseen

kiertosuuntaan pisteen z = 2 € Q \ v ympiri, joten Cauchyn integraalikaavan mukaan tilloin
1 d¢ _ 1
f,y CZ—42m f(2) — 1
Kohdassa (b) voidaan vabtaavabtl valita Q := {z € C|Rez < 0} ja f(¢) = ((—2)71, ja Cauchyn
integraalikaava antaa ¢ 42 T = f(-2) = -1

Kohdan (c) voi laskea esimerkiksi huomaamalla, ettd isompaa ympyrinkaarta kulkevan polun
voi muokata alueessa €y poluksi, joka on (a)- ja (b)-kohtien polkujen ketju, joten sen tulos on
néiden osaintegraalien summa. Toinen vaihtoehto on kiyttda osamurtokehitelméé, josta seuraa,

etté §. migae; = (Ind,(2) — Ind,(—2))/4 = (1—1)/4 = 0.

Esimerkki 1.45 Hieman monimutkaisempi esimerkki 16ytyy englanninkielisiltd Wikipedia-sivuilta
(http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy’%27s_integral_formula) Sielld niytetdin, miten Cauc-

ja v kiertaa

hyn integraalikaavan avulla voi laskea integraalin f,y g(¢) d¢ arvon, kun g(z) = %

kerran ympyrinkeh#d 0Bs(0).

Cauchyn integraalikaavan pystyy yleistimé&an myos integraaliesitykseksi analyytisen funktion
derivaatoille. Kuten aiemmin mainittiin, on analyyttisen funktion derivaatta aina analyyttinen.
Tasta seuraa, ettd analyyttiselld funktiolla on olemassa kaikkien kertalukujen derivaatat ja alla
oleva tulos kertoo, miten ne voi laskea alkuperéistd funktiota sopivasti integroimalla.

Seuraus 1.46 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille) Olkoon Q) yhdesti yhtendinen alue,
z € Q ja v polku Q:ssa, joka kiertdd kerran z:m ympdri positiiviseen kiertosuuntaan, eli vas-
tapdividn. Talloin kaikilla f € H(Q2) jan € N pitee

|
(n) = _ &d
PO = TG = 5 f i
Oletukset takaavat siis, ettd Ind. (z) = +1 ja z & Ran~y. Tulos pétee yleisemmillekin poluille v, sa-
moin oletuksin kuin alkuperiisessd Cauchyn integraalikaavassa: télloin pitda muistaa liséta kaavan
vasemmalle puolelle kerroin ”Ind. (z)”. Helppo muistisédénté derivaattojen esityskaavalle on, ettéd
Cauchyn integraalikaavaa Lauseessa 1.43 saa ”derivoida mielivaltaisen monta kertaa integraalin
sisGlta” .

(MAT) Todistuksen idea. Koska Ran v on kompakti, 1oytyy aina e > 0, jolle |y(t)—z| >
¢ kaikilla ¢ ja B.(z) C Q. Jos siis |[h| < 5, on my6s Ind,(z + h) = 1 ja Cauchyn
integraalikaavan mukaan

f(z+h %f [ — 1 ]dC.:]{fK)lﬁ—z—(C—z—h)dC
¢

2mi h ((—z—h)((—2) 2ni

joka médiritelméin mukaan on sama kuin f’(z). Kaava piitee siis kun n = 1. Lopputo-
distuksen voi tehdé esimerkiksi induktiolla samanlaista laskua kiyttiden. Huomaa, etté

(€= 2" = (=2 = B = (n+ Dh(C = 2)" + O(R?).
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Esimerkki 1.47 Laske polun ~(t) = 2¢'t, t € [0,27], yli otettu integraali

2
z
—dz.
7{ (z 4 13

Ratkaisu: Polku v kiertdd ympyrankehdd 0B (0) kerran vastapdivdén, joten Ind,(—1) = 1, koska
|—1| < 2 ja singulariteetti z = —1 on siis vastaavan avoimen kiekon sisilli. Sovelletaan téssd
Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille valitsemalla siind n = 2, Q = C ja f(¢) = (2, joka on
derivoituva kaikkialla. Tésté saadaan

2 27 d2
[ R )
5 (z+1) I dz

1.7.1 Liouvillen lause ja algebran peruslause

Tutustutaan seuraavaksi muutamaan Cauchyn integraalikaavojen sovellukseen.

Lause 1.48 (Liouvillen lause) Jos f € H(C) on rajoitettu, se on vakiofunktio. Eli, jos f €
H(C) ja loytyy M > 0, jolle |f(2)| < M kaikilla z € C, niin loytyy co € C, jolla f(z) = ¢o kaikilla
z e C.

TobisTUus Kun z € C ja R > 0, voidaan soveltaa Cauchyn kaavaa derivaatoille kiyttéen
polkua (t) = z + Re'’, jolle Ind, (z) = 1. Saadaan siis

Y S (SRS
Sk S

Integraalin modulia voidaan estimoida kuten sivulla 24 muistaen oletus, ettd |f| on
rajoitettu,
|’V| % _ % R—o0

= — 0.

Niin ollen f’(z) = 0 kaikilla z € C, josta seuraa, etti f(z) = f(0), eli f on vakiofunktio.
(Koska Q = C, Lausetta 1.32 voidaan soveltaa mille tahansaa polulle +,, joka kulkee
origosta pisteeseen z ja tdlloin pétee f(z) — f(0) = f% f(w)dw =0.) O

Funktioita f € H(C) kutsutaan myos kokonaisiksi funktioiksi (engl. entire function). Liou-
villen lauseesta seuraa, etté jos kokonainen funktio ei ole vakio, tdytyy sen olla rajoittamaton.
Esimerkkejé ei-vakioista kokonaista funktioista ovat exp, cos ja sin. Namé kaikki ovat eksponen-
tiaalisesti kasvavia kun ldhestytddn dédretontd sopivasta kompleksitason suunnasta, esimerkiksi
|exp(z)| = eR®* — oo kun Rez — oo.

Liouvillen lauseen avulla voidaan todistaa myos algebran peruslause.

Lause 1.49 (Algebran peruslause) Olkoon P, asteen n polynomi, n € N, eli

n
n—1
P,(z) = E apz® = apnz" + an_12""t+ - +ag,
k=0

jossa an, # 0. Tdlldin loytyy n polynomin nollakohtaa z, € C, k =1,...,n, joilla pdtee

Pu(z)=an [[(z=2), zeC. (1.19)
k=1
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Tosin sanoen polynomit voi esittaé kertoimien ay, sijaan kiyttden myG6s suurimman termin kertoin-
ta a, ja n:84 kompleksilukua, jotka ovat polynomin nollakohtia. Jokainen polynomin nollakohta
16ytyy esityksestd, mutta sama nollakohta voi olla siinéd useita kertoja: nollakohdan esiintymis-
kertojen lukuméardd kutsutaan nollakohdan kertaluvuksi. Jos nollakohdan kertaluku on yk-
si, kutsutaan sitd yksinkertaiseksi nollakohdaksi. Huomaa, ettd algebran peruslauseesta seu-
raa, ettid n:n asteen polynomin nollakohtien kertalukujen summa on aina n. Saatu tuloesitys on
hyodyllinen esimerkiksi, jos polynomi on rationaalifunktion nimittdjéssé, niin kuin myshemmin
tullaan nékemé&an.

Esimerkki 1.50 Polynomilla 2™, n € N, on vain yksi nollakohta z = 0 ja sen kertaluku on n.

Esimerkki 1.51 Polynomilla 323 — (3+6i)2%2 — (3—6i)2+3 = 3(2 —1)(z—1)? on kaksi nollakohtaa:
yksinkertainen nollakohta z = 1 ja toisen kertaluvun nollakohta z = i.

(LISA) Algebran peruslauseen todistus. Osoitetaan ensin, ettd polynomilla P, on aina-
kin yksi nollakohta. Tehdééin vastaoletus, jolloin olisi P,(z) # 0 kaikilla z € C. Koska
P,, on kokonainen funktio olisi tilléin my6s rationaalifunktio 1/P,, kokonainen funk-
tio. Toisaalta, koska kolmioepdyhtilon mukaan |a,z"| — |Pn(2)| < |anz™ — Pu(2)] <
S0 |agl|2], néhdian ettd [Py (2)] > |anz"| =00 ag]z[F > %l R kaikilla | 2] > R,
kunhan R valitaan tarpeeksi suureksi. Koska | P, (2)| on jatkuva, tdytyy silld olla minimi
joukossa |z| < R, joka ei siis voi olla nolla. Néin ollen 1/ P, on nyt rajoitettu kokonainen
funktio. Liouvillen lauseen mukaan 1oytyy silloin ¢y € C, jolla 1/P,(z) = co, eli ¢g # 0
ja Pn(z) = 1/cp kaikilla z € C. Témi ei kuitenkaan voi pitdd paikkaansa, koska P, on
polynomi, jonka aste on viahintdéan yksi, eiké se siis voi olla vakiofunktio. Niin ollen
taytyy loytyd vahintdéan yksi nollakohta z,,. Tamaén jélkeen algebraa kayttden ndhdéan,
ettd 16ytyy polynomi Q,_1(2) = a,2" 1 +---, jolle P,(2) = (2 — 2,)Qn_1(2). Tulosta
iteroimalla seuraa siis esitys (1.19).

1.7.2 Maksimiperiaate

Lause 1.527(Maksimimoduliperiaate) Olkoon Q rajoitettu alue (eli se sisdltyy johonkin kiek-
koon) ja f : Q — C on jatkuva, sekd analyyttinen jokaisessa Q:n pisteessd. Tdlloin |f] saa maksi-
minsa reunalla O, eli loytyy zo € 0N, jolla |f(2)| < |f(z0)| kaikilla z € Q.

Eli lyhyemmin, mutta vihan epitarkemmin: analyyttisen funktion modulin maksimi loytyy aina
sen mddrittelyalueen reunalta. Tulosta voi yleistidé: ks. [3, Lauseet 10.24 ja 11.32]. Siitéd seuraa
myos vastaava minimiperiaate, jonka johto jatetddn harjoitustehtavéksi.

Jos U on avoin ja f € H(U), voidaan tulosta soveltaa aina esimerkiksi suljetuissa kiekoissa
D = B.(z) = {2z € C| |z — 20| < &}, kunhan vain pitee D C U: valitaan = B.(zg), jolloin
Q =D, f|p on jatkuva ja flo € H(Q).

(LISA) Perustelu. Jos zp € Q ja r > 0 on sellainen, ettd B,(zp) C £, voidaan soveltaa
Cauchyn integraalikaavaa kaikilla z € B,.(29) kiiyttien polkua v(t) = 29 + re', joka
kulkee pisteen z ympéri kerran vastapiividn. Jos N € N, niin f¥ € H(Q), koska
f € H(Q). Néin ollen

F)N = ?{ J;(E):;fl, kaikilla N € N ja z € B,.(z0) -

Arvioimalla integraalin modulia sivun 24 estimaatilla ndhdéén, ettéd

_ vl lF(OINY 1
@R =TI < 5 max (e <rege MT
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jossa M := ICmaXI [f(QO)] jad :=1r—]z— 2| > 0 (jos | — z0| = r, pétee kolmio-
¢:|¢—=zo|="r
epayhtdlon mukaan | — z| > | — 20| — |20 — 2| = ). Néin ollen
1

)W—>M, kun N — .

r

) < M (5

Siispé | f(z)| < M aina kun |z — zg| < r, eli |f| saavuttaa maksiminsa kiekon reunalla
0B, (20).

Téta tulosta soveltaen tai valitsemalla integrointipolkuja =y, jotka kulkevat yhé lihempéa
alueen reunaa 92, niahdain f:n jatkuvuutta kiyttien, etti

If(2)] < Crré%élf(é)\, zeN.

Koska 092 on kompakti ja rajoittuma |f] : 92 — R on myos jatkuva, saavuttaa |f|
maksiminsa jossain 0€2:n pisteessi zg.

1.7.3 (Lisd) Moreran lause

Seuraavaa tulosta voi kiyttii osoittamaan, ettd jokin (usein integraalin avulla) annettu funktio
f on analyyttinen. Huomaa, ettd téssd versiossa ei ldhtojoukon 2 tarvitse edes olla yhtenéinen,
joten se on katevi, jos joukon 2 mééritelmé on vahinkdan monimutkaisempi.

Lause 1.53 (Moreran lause) Olkoon Q avoin joukko ja f : Q — C jatkuva. Jos

7( f(2)dz =0,
~v(4)

aina kun A C Q on kolmio, joka sisdltyy Q:aan, ja v(A) on sen reunaa pitkin kulkeva polku, niin
f on analyyttinen Q:ssa.

Todistuksen idea. Kun z, € 2, voidaan valita kiekko V' := B.(z9) C . Kiekossa voidaan
rakentaa F' € H(V) kiyttden zg:sta ldhtevien suorien yli integrointia kuten luvun 1.6.2 alussa
tehtiin. T&lloin pétee f(z) = F'(z) kun z € V, joten f:n rajoittuma V:hen on analyyttisen
funktion derivaatta ja siten tuo rajoittuma on analyyttinen alueessa V. Erityisesti siis on télloin
my0s f'(zo) olemassa. Néin ollen f € H(Q). Lauseen tarkempi todistus 16ytyy viittesté [3, Lause
10.17].
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Luku 2

Sarjat ja analyyttisyys

2.1 Lukusarjat

Lukujono on numeroitu kokoelma kompleksilukuja u,, € C. Téssd jokon € Ntain=1,2,..., N
jollain N € N. Ensimmaéisessé tapauksessa lukujono on &déreton, toisessa tapauksessa se on dérellinen
ja jonon pituus on N. Aérettomistd lukujonoista kéytetiin my'ds lyhennysmerkint6ja (ug, ug, .. .)
tai (un)nen, ja ddrellisistd vastaavasti (uq,us,...,un) tai (u,)"_;. Jos on selviii mistd indek-
sijoukosta on kyse, niin jonoa merkitdén yksikertaisuuden vuoksi Joskus my6s pelkistdin (uy,).
Lukujono eroaa kompleksitason osajoukosta siiné, ettd jonossa voi sama luku toistua useaan ot-
teeseen ja jonon luvut on ”jirjestetty”. Adretén lukujono suppenee kohti kompleksilukua z € C,
jos limy, o0 |upn, — 2| = 0 ja tétd merkitddn limy, oo un = 2.

Adrettomisti lukujonosta (u, ),en muodostetaan sitd vastaava osasummien jono (sy)nen

kaavalla
N
SN = E Up, -
n=1

Jos osasummien jono suppenee, sanotaan etti lukujonosta (u, ),en muodostettu sarja suppenee,

ja télloin merkitaan
o0

nz::lun = ngnoosN = hm Zun.
Suppenevia sarjoja kiytetddnkin yleensd approksimozmaan jotain tuntematonta suuretta z, ni-
mittdin suoraan miiritelméstd seuraa, ettd z ~ 22;1 uy, tarkkuudella |z — 25:1 Un|, joka saa-
daan mielivaltaisen pieneksi ottamalla osasummaan tarpeeksi termejé, eli kasvattamalla N:44.
Jos osasummien jonolla (sy) ei ole raja-arvoa, sanotaan etti sarja fozl u, hajaantuu.

Erityisesti, jos jono (sy) on reaalinen ja kasvaa rajatta, se hajaantuu. T#lléin siis sy — oo, kun
N — 00, ja tdtd merkitddn

o0

Z Uy = 00,

n=1

vaikka my0s téssd tapauksessa sarjan sanotaankin hajaantuvan.

2.1.1 Geometrinen summa ja sarja

Tirked erikoistapaus saadaan lukujonosta (1,q,¢2,¢>,...), kun ¢ € C on annettu: titd tapausta
kutsutaan geometriseksi sarjaksi. Sarja on hyddyllinen, silld sen osasummat sy, N € N, voidaan
laskea helposti:

N-1 N-1 N-1 N-1
svi= Y q" = (I—qsv=Y q"— q”“—lJqu Y@ —qV=1-¢"
n=0 n=0 n=0 n=1 j=1
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Niin ollen, jos ¢ # 1, voidaan tulos jakaa puolittain (1 — ¢):la, ja saadaan

N-1
n 1_qN

d gt = . q#1. (2.1)

n=0 l_q

Jos ¢ = 1, on myos jokainen ¢™ = 1 summassa, joten tilloin Zi::l q" = N.

Koska |¢V| = |¢|V, nihddén heti, ettd [¢"| — 0 jos |¢| < 1. Télléin siis geometrinen sarja
suppenee, ja saadaan tulos

= 1
an:i’ gl <1. (2.2)
n=0 q

Jos |g| > 1 on |¢"| — oo, joten sarja selviisti hajaantuu. Sama pitee itse asiassa myos |¢| = 1, sillid
télloin jonon termeille pétee |¢™| = 1, joten |¢™| /4 0 kun n — oo (seuraavassa luvussa néhdéén,
miksi téstd seuraa, ettd sarja hajaantuu). Esimerkiksi kun ¢ = 1 saadaan sy = N — o0, ja kun
q = —1, saadaan sy = 1, kun N on pariton, ja sy = 0, kun N on parillinen. Télldinen vuorotteleva
jono on kylld rajoitettu, mutta se ei suppene kohti mitdan kompleksilukua.

Kerdtddn ndmé tulokset lauseeksi.

Lause 2.1 Geometrisen sarjan osasummille pdtee

= A 1
Zq”z{l_q’ i (2.3)
"0 N, kunqg=1.
Geometrinen sarja suppenee jos ja vain jos |q| < 1, ja tdlloin sen summa saadaan kaavasta
= 1
Sat=to, ldl<1. (2.4)
—q
n=0
N
Esimerkki 2.2 Kun N € N ja z € R, laske ) sin(nz) =sinz +sin2z + --- 4 sin Nz.
n=1

Ratkaisu: Sovelletaan geometrisen summan kaavaa. Téhdn on monia tapoja, jotka kaikki tuot-
tavat vihén erilaisen esityksen vastaukselle. Ehké kaikkein siistein esitys saadaa tekemaélld lasku
seuraavasti: koska = € R, pitee Eulerin kaavan perusteella ja kiayttéen tietoa sin0 = 0,

N N N
Z sin(nz) = Z sin(nz) = Im (Z e”””) .
n=1 n=0 n=0

iner __

Jéljells oleva summa voidaan laskea sijoittaen ¢ = €@ kaavaan (2.3). Jos ¢ = 1, on ZnN:O e
N +1 € R, joten 25:1 sin(nz) = 0. Jos ¢ # 1, saadaan

N e SN 1 (em)NFL emie/2(] et (NHDY L 9isin(N 4 1)z/2)
Z e = Z(e )t = 1—eiz Tiwj2 w2 ¢ 7 2 si 9
o o —e e —e —2isin(x/2)

Téstéa on helppo ottaa imaginédériosa kiyttden Eulerin kaavaa, silld x € R, joten

N sin(Nz/2)sin((N+1)z/2)
D e
—_ 0, kun z € {27k |k € Z} .
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2.1.2 Sarjojen perusominaisuuksia

Seuraavat sarjojen perusominaisuudet seuraavat suoraan madritelmisté ja raja-arvojen laskusaidnnoista.

1. Jos > u, = s, niin Y au, = as kaikille vakioille a € C.

oo} o0 o0
2. Jos Y up=sja Y v, =t niin > (u, +v,) =s+t.

n=1 n=1 n=1

[ee]
3. Jos > u, suppenee, niin lim w, = 0. (Silld u, = s, — $,—1 = s — s =0, kun n — 0.)
n=1 n—00

o0
4. Jos jono (u,) ei mene nollaan, kun n — oo, niin sarja Y w, hajaantuu.
n=1

Kuten Esimerkissd 2.4 ndhdéén, voi ehdosta lim w, = 0 tarkistaa vain sen hajaantuuko sar-
n—oo

ja, silld siitd ei suoraan seuraa, ettd sarja suppenisi. Sarjojen suppenemisen tarkistaminen onkin
tyoladmpéd, silld yleensd osasummille ei 16ydy mitéén eksiplisiittistd kaavaa, painvastoin kuin
geometriselle sarjalle kivi. Erilaisia suppenemistestejé kaydéasan 1dpi tulevissa luvuissa, mutta seu-
raavasta yleisesti tuloksesta voi joskus olla apua.!

oo
Lause 2.3 (Cauchyn suppenemisperiaate) Sarja Y wu, suppenee, jos ja vain jos kaikilla € >
n=1

0 loytyy raja-indeksi N. € N, jonka jilkeen
|Uj+’uj‘+1+"'+uk|<57 kun k= j > N..

Tamén testin etu verrattuna suoraan jonon (sy) suppenemisen todistamiseen on, ettd sitd varten
ei tarvitse yrittda arvata mité arvoa kohti jono suppenee.
Seuraavassa esimerkissi tarkastellaan jonoa u, = 1/n, jolle selvisti pétee u, — 0, kun n —

oo. Havaitaan kuitenkin, ettéd vastaava sarja hajaantuu, joten téstd saadaan esimerkki siitd, ettéa
o0

yksinkertaisen ehdon u,, — 0 tarkistaminen ei riiti osoittamaan sarjan Y w, suppenemista.
n=1

o0
Esimerkki 2.4 (Harmoninen sarja) Osoitetaan, etté harmoniselle sarjalle > 1 = oc.
n=1

N
Ratkaisu: Koska jonon jokainen termi on positiivinen, niin selvisti osasummien sy = > % jono
n=1
on kasvava. Tarkastellaan indeksien N = 2™, M € N, muodostamaa osajonoa ja niytetiin, etti
se kasvaa rajatta kun M — oo. Téstd seuraa suoraan, ettd myos limy_oo Sy = 00, niin kuin
tehtéavissa pitdd osoittaa.
Kiintedlla M, jaotellaan osasumman termit uudelleen 2™, m = 0,1, ..., M, mittaisiin patkiin.
Jokaisessa pétkissd voidaan kayttad alkuperdinen jonon vdhenevyyttid. Ndin saadaan tulos

1 1 1 M-12m
=1t p (Fe) s Y

m=0 j=1
—12m M1 om 1 M
>§;2m+2m:%2x2m 5201:?_”’0’

kun M — oco. Néin ollen osajono (sqm) kasvaa rajatta.

L(MAT) Cauchyn suppenemisperiaate on suora seuraus siiti, ettd osasummien jono (s ) suppenee, jos ja vain jos
se on Cauchy-jono, sillé kumoamalla yhteiset termit néhdéén, ettéd aina kun k > 4, s, —s; = w41 +ujpo+-- - +ug.



