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Taulukko 1.2: Yhteenveto analyyttisten funktioiden derivointisddnndoisté, jotka pétevit aina kun
niiden laskutoimituksissa on ”jarked” (katso tekstistd tarkemmat oletukset).

Olettaen, ettd f, g ovat sopivia analyyttisid funktioita, péatee:
(f+9)=f+4d
(f9)' =fg+fg (Leibnizin siinto)
<f)/ _J9—dt
g g
d . e ..
&g(f(z)) =g (f(2)f'(2) (ketjusaanto)
d ., 1
—f(w)= ——— kéanteisfunktion derivaatta
aw! = P ( )
Liséksi
izl’c k2"t kez
dz
q N
_ 1
aganz" = ;nanz” , NeN
iez _ ez
dz~

e Kohdasta (4) saadaan, etti

B2 € H(Q), kun @ = C\ {2]sinz = 0} = C\ {knk € Z}.

cot z =

sz

Samoin rationaalifunktiot tan z, tanh z ja coth z ovat analyyttisid alueissa, joista on poistettu
niiden nimitt4jien nollakohdat. Naiden kaikkien ka#inteisfunktiot ovat myos analyyttisid, kun
ne rajoitetaan alueeseen, jossa alkuperiinen funktio on kddntyvé (eli valitaan jokin haara).

e Logaritmin piishaara on analyyttinen alueessa (2 := C\]—o0, 0]. Huomaa, etti In on mdcritelty
koko joukossa C\ {0}, mutta se on analyyttinen vain alueessa® (2, jossa kompleksitasosta on
leikattu pois negatiivinen reaaliakseli ja origo (engl. branch cut). Mé&rittelyjoukosta poistuu
néin pisteet, joissa pddhaara on epéjatkuva.

Paghaaran sijaan voidaan kéyttdd muitakin logaritmin méérittelyalueita. Néille kaikille
pétee ominaisuuden (6) nojalla

1 1

=T exp(lnz) 2z’

1.4.3 Cauchyn—Riemannin yhtilot (CR—yhtilot)

Olkoon f : Q — C differentioituva* tason kuvauksena pisteessi zy = x + iy. Milloin se on lisiiksi
analyyttinen?

3(MAT) Analyyttisyys seuraa kohdasta (6), silli exp : Q1 — Q on bijektio kun Q1 := {z € C||Imz| < 7}.
L&ahtojoukkoa ei voi endd laajentaa ilman ettd se joko lakkaa olemasta avoin tai saatu funktio lakkaa olemasta
injektiivinen.

4(MAT) Téssi differentioituvuus pisteessd zg € (2 tarkoittaa matriisin A € R2X2 15ytymisté, jolle |f(zo + h) —
f(z0) — Ah|/|h| — 0 kun h — 0. T&llsin f on myds osittaisderivoituva pisteessi zo kaikkiin suuntiin, ja 01 f vastaa
matriisin A ensimmaéisti saraketta ja Oz f sen toista saraketta.
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Oletetaan, etté se olisi kompleksiderivoituva ja f'(z9) = a+1ib, a,b, € R. Merkitdin f = u+iv ja
olkoon ¢,, — 0 jokin jono, jolle £, > 0 kaikilla n. Tutkitaan mité tésta seuraa osittaisderivaatoille
soveltaen méadritelmés (1.12).

1. Valitaan h,, = g, jolloin

f(zo0 + hyn) — f(20) — f'(20)hn = u(x + €, y) +iv(z + €0, y) — u(x,y) —iv(z,y) — (a +ib)e,
o (Mot ulng) _ [ueenp)mvey) )

En En

Koska oletettiin, ettd f on kompleksiderivoituva pisteessi zg ja €, = |hy,|, niin voidaan tdmi
yvhtélo jakaa €,:114 ja sen jalkeen ottaa n — oo, jolloin lopputuloksen téytyy olla nolla. N&in
ollen myo6s jaetun yhtélon reaali- ja imaginaariosa molemmat menevét nollaan, ja koska w
ja v ovat reaaliarvoisia, seuraa tésti, etté

Ozu(z,y) = a, Ov(z,y) =b.

2. Valitaan h,, = ie,, jolloin edelleen |h,| = ¢, — 0. Tillsin

fzo+hn) = f(20) = f'(20)hn _ fle+i(y +en)) = flz+iy)

hy, i, (a+1b)
_ (_I)U(I,y—FE:) — U(l‘7y) —ib+ U(CC,y—F&‘;) — ’U(JC,y) —a

n—oo

—— —i(0yu(z,y) +b) + Oyv(z,y) —a.

Toisaalta oletetun kompleksiderivoituvuuden mukaan myos tdmén raja-arvon pitéaé olla nol-
la. Saadaan siis uudet vélttaméattomat ehdot

Oyu(z,y) = —b, Oyv(z,y) =a.

Kohdat 1 ja 2 yhdistédmilld huomataan, etté jos funktio f on analyyttinen pisteessi zp = (z,y),
niin sen reaali- ja imaginaariosa v ja v toteuttavat aina Cauchyn—Riemannin yht&il6t

dul,y) _ 0v(z,)

ox Oy = Re f'(=0),
dv(z,y)  Oulz,y) ,
or oy Im f(z0) -

Itse asiassa my0s kddnteinen tulos pétee:

Olkoon 2 C C avoin ja funktio f : 2 — C differentioituva joukon {2 jokaisessa pisteessa.
Télloin
Opu = Oyv

kaikilla (z,y) € Q.
Dy = — 00 aikilla (x,y)

feH() & {

Néin ollen CR-yhtéloitd voidaan kayttdd tutkimaan onko jokin annettu funktio f analyyttinen,
ks. Esimerkki 1.24.

Lisiiksi CR~yhtéloistd saadaan myos tulos, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imagindiriosa
ovat aina harmonisia funktioita. T#ta tietoa voi kdyttai osoittamaan, etté jokin annettu komplek-
sifunktio ei ole analyyttinen: nimittéin, jos sen reaali- tai imaginaariosa ei ole harmoninen, ei se
voi olla analyyttinen. Samoin tésta seuraa, etté jos jokin annettu reaalifunktio ei ole harmoninen,
ei se voi olla mink#dn analyyttisen funktion reaali- eikd imaginaariosa. Tarkemmin pétee:

e Jatkuvaa reaalifunktiota F : Q C R? — R kutsutaan harmoniseksi, jos se on toteuttaa
differentiaaliyhtélon

V2F(z,y) := 02F(z,y) + 8§F(x,y) =0, kaikilla (z,y) € 2.
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e Jos f € H(), ovat u = Re f ja v = Im f molemmat harmonisia funktioita joukossa €, eli
V2u = 0 = V?v joukon jokaisessa pisteessi.

Naisté toinen kohta n&hdddn osittaisderivoimalla CR-yht&l6itd toiseen otteeseen: koska dyu =

—0z0 ja Oyu = Oyv saadaan 8§u = —0,0,v = —0,0,v = —0%u ja 851} = —02%v seuraa vastaavasti.
(Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvit esim. lahteestd [3, Luku 11].)

Esimerkki 1.24 Osoitetaan, ettd e* € H(C) ja ettd se on itsenséd derivaatta.
Ratkaisu: Méaritelmén mukaan, kun f(z) = e*, on sen reaaliosa u(x, y) = e* cosy ja imaginéiriosa
v(z,y) = e*siny. Niin ollen saadaan kéyttien reaalifunktioiden tunnettuja derivaattoja

Ou=u, Oyu=—e"siny=—v, Ow=v, Oyv=¢e"cosy=u.
Erityisesti CR~yhtilst toteutuvat kaikkialla. Néhdéin siis, ettd f € H(C) ja Re f/ = d,u = u,
Im ' = 0,v = v, joten f' = f.

Esimerkki 1.25 Loytyyko oikeassa puolitasossa Q = {z € C|Re z > 0} méériteltyd analyyttistd
funktiota f, jonka reaaliosa on u(z,y) = e¥/*?
Ratkaisu: Aloitetaan laskemalla u:n osittaisderivaatat

Opu(z,y) = —yz 2" = Bju(z,y) = 2y~ + yPz~H)e!/",

dyu(z,y) =z te?/* = Giu(x,y) =g 2/,
Niin ollen O2u(z,y) # —3§u(x, y) esimerkiksi kun z = 1, y = 0, joten u ei ole harmoninen joukossa
Q). Tésté seuraa, ettei mikdan f: QQ — C, jolle u = Re f, voi olla analyyttinen.

Vastaus on siis kielteinen. Luvussa 1.5.2 ndhdéén, miten funktion f olisi voinut yrittda laskea,
jos w olisi ollut harmoninen.

1.5 Kompleksitason viivaintegraalit

1.5.1 Tason viivaintegraalit

Palautetaan ensin mieleen MAPUsta tuttu tason tavallinen viivaintegraali.

Misritelmi 1.26 Kutsumme tissd tason kdyrdksi kuvausta v : [a,b] — R?, joka on jatkuvasti
derivoituva®.

Tété voi ajatella fysikaalisesti tasossa liikkkuvan hiukkasen ratana 7(t), jossa jokaisella ajanhetkelld
t hiukkasen nopeus r'(t) := %r(t) € R? ja kithtyvyys =(t) siilyvit déirellisini.
Miké tahansa (jatkuva) kuvaus f : R? — R voidaan integroida kiyriid » pitkin:

b
/fdr ::/ fr@)r'(t)dt € R?.
" CTR o

(Tasté sddnnosté kaytettiin MAPUssa merkint&é dr := dg(tt) dt.) Tété integraalia kutsutaan funk-

tion f viivaintegraaliksi polun r yli. Integrointi tehddidn komponenteittain, eli integraalin
tuottaman vektorin j:s komponentti (j = 1,2) on

(Lfdr>j = /abf(r(t))r;(t)dt.

Téarked ominaisuus on, ettd vitvaintegraalin arvo sdilyy muuttumattomana kdyrdn uudelleen-
parametrisoinneissa. Eli jos oletetaan, ettd p : [, 8] — [a,b] on jokin funktio, joka ei vaihda

5(MAT) Kiyri on jatkuvasti derivoituva, jos sen derivaatta ' : Ja, b — R? on jatkuva ja silli on myos raja-arvot
r'(at) ja v’/ (b7).
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vlilld suuntaa (p’(u) > 0) ja kuvaa vilien padtepisteet toisikseen (p(a) = a, p(8) = b), on kiyrin
7(u) == r(p(u)), u € [, B], yli otetun viivaintegraalin arvo sama kuin kiyrén r yli otettu, eli

/;de:/der.

Koska jokainen vili [a, ] voidaan kuvata tillaisella kuvauksella yksikkoviliksi [0, 1], voidaankin
viivaintegraaleja tarkastellessa periaatteessa aina valita kiyrin miirittelyviliksi [0, 1].
Tulos seuraa suoraan derivoinnin tavallisesta ketjusdannosti, jonka mukaan 7 (u) := W =

r’(p(u))p’ (u), vaihtamalla integrointimuuttujaksi ¢ = p(u):

B B b
/ fdF = / F (7 () (u)dus = / F(r () (p(w)p (u)du = / Fr(t)r (B)dt

Kuten MAPUssa, viivaintegraaleja voidaan ottaa myos tason vektorikenttien F : R? — R? yli.

T4all6in merkitdin ,
/F~dr ;:/ ST E(r(t)r) (£)dt.

@ j=1,2

Erityisesti, kaikille tason funktioille f : R? — R voidaan maédritelld vektorikenttd Vf kaavalla
(Vf); = 0;f ja tdmé kenttd on automaattisesti konservatiivinen: jos r on miké tahansa kéyra,
jonka alkupiste on x ja péitepiste y, pateeS

f(y)—f<w>:/Vf~dr.

Maisritelma 1.27 Kdyriin liittyen tarvitsemme myds seuraavia niistd johdettuja kdsitteitd.

o Kiyrdn r: [a,b] — R? pituus |r| mddritelliin sen vauhdin |r'| integraalina,

b
r| = / I (£)]

Sitd vastaavaa kédnteiskdyrad merkitiin v ja se on kaavan v (t) := r(—t) mddrittelemd
kuvaus [—b, —a] — R2.

o Kdyrdiketju R on mikd tahansa ddrellisen monen kdyrin v;, i = 1,2,...n, (jirjestetty) ko-
koelma. Télloin merkitidin R := ri+ro+ - - - +r,. Viivaintegraali kdyrdketjun yli madritellidn
sen osavitvaintegraalien summana

/Rde:an/ fdr. (1.14)
i=1 7T

e Polku on kiyrdketju, jossa ketjun seuraava kdyrd lihtee aina edellisen kdyrdn pddtepisteestd.
Polun léhtopiste on ensimmdisen kdyrdn lihtopiste ja padtepiste vitmeisen kdyrdn pddtepiste.
Kaikki murtoviivat ovat polkuja.

e Polku P on suljettu, jos sen pddtepiste on sama kuin ldihtépiste. Tdatd korostetaan usein
lisiamdlld sitd vastaavaan viivaintegraaliin ympyrd, eli merkitsemdlld

jéjfdP.

6(MAT) Téami tulos seuraa helposti méiritelmisté ja analyysin peruslauseesta, kun oletetaan, ettd f on jat-
kuvasti derivoituva kaikkialla. T&llin nimittdin myos kuvaus g = for : [a,b] — R? on jatkuvasti derivoituva ja
sen derivaatta on ketjusédinnon perusteella g'(t) = 32, 5 9;f(r(£))7i(t) = Vf(r(t)) - v'(t). Sijoittamalla tdma

médritelméin saadaan [ Vf-dr = f; g (t)dt = g(b) — g(a) = f(r(b)) — f(r(a)).
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- : . . P — Ce . 7
e Polun P = ri+ro+---+r, kddinteispolku on P := r,+---+7ro+71. Aina pitee

/Ffdﬁ:—/PfdP.

Polkuja tarvitaan, silld esimerkiksi nelion kehéa kiertdva “hiukkanen” ei kulje kdyrda pitkin,
silla sen kiihtyvyys kulmapisteissd on ddreton, mutta se kulkee kuitenkin polkua pitkin, joka saa-
daan ottamalla kukin sivu omaksi kdyrikseen. Polkuja kdytetdin tasmdalleen niin kuin kayridkin,
taytyy ainoastaan muistaa paloitella integrointi osiin kunkin polun osakdayrdin pddtepisteen kohdal-
la, kuten kaavassa (1.14). Osassa tuloksista téitdkidn ei tarvitse muistaa tehdé: esimerkiksi, jos P
on polku pisteestd x pisteeseen y ja f : R> — R jokin (jatkuvasti derivoituva) tasofunktio, piitee
edelleen

f(y) — f(z) = /PVf-dP-

Nimittéin, jos oikean puolen mééritelmén kirjoittaa auki summana ja sen jilkeen soveltaa saa-
tuihin kdyrien integraaleihin niille johdettua tulosta, saadaan aikaan summa, jossa vélipisteiden
sijoitusarvot kumoavat toisensa ja jiljelle jaa pelkéstdan kaavan vasemman puolen péitepistearvot.

1.5.2 (Lis&d) Analyyttisen funktion rakentaminen annetusta harmonises-
ta reaali- tai imagindiriosasta

Olkoon f analyyttinen alueessa 2 ja tunnetaan siitd sen reaaliosa v = Re f. Aiemmin néhtiin,
ettéd talloin sekd u ettd f:n imagindériosa v = Im f ovat harmonisia ja toteuttavat CR-yhtalot.
Mitd muuta voidaan sanoa imagindériosasta v?

Kiinnitetééin jokin zo = (xo,y0) € Q ja tutkitaan v:n arvoa pisteessi z = (z,y) € Q. Koska
Q on murtoviivayhtenéinen, 16ytyy (murtoviiva)polku P, joka kulkee pisteesti zp pisteeseen z
alueessa (2. Koska v on harmoninen alueessa 2, on se erityisesti siiné jatkuvasti derivoituva, joten
sen tuottama gradienttikenttd on konservatiivinen, niin kuin ylla n&htiin. N&in ollen saadaan

v(z,y) — v(zo,y0) = / Vo -dP.
P

Koska polun kaikki pisteet sijaitsevat (2:ssa, voidaan integrandissa soveltaa CR-yhtéloité, joiden

mukaan Vv = (9,v, 8yv) = (—8yu, Oyu) = <(1) Bl

v(z,y) = Co+/P K(l) _01) Vu} -dP, (1.15)

missé Cp := v(xo, Yo) on jokin reaaliluku. Nahdéin siis, ettd reaaliosa mdadrdd analyyttisen funktion
imaginddriosan vakiota vaille yksikdsitteisesti.
Sama péatee my0s toisin péin, silla CR-yht#loitd soveltamalla saadaan reaali- ja imagindériosan

vilille my6s kaava
u(z,y) :co+/ [( 0 1) V’u] -dP,
S\=1 0
jossa ¢g := u(xo, Yo)-

Molemmat kaavat péatevit kaikille poluille P, jotka kulkevat pisteestid zg pisteeseen z aluees-
sa 2. Jos on tarve etsié eksplisiittinen kaava integraalien arvoille, voi sopivalla polun valinnalla
helpottaa tehtavid merkittavasti, kuten alla olevassa esimerkissd nahdaéan.

) Vu. Téstéd seuraa, ettéi

7(MAT) Seuraa suoraan viivaintegraalin méiritelmist, silld %?(t) = —r/(—t), jonka jilkeen voidaan tehdi
muuttujanvaihto v = —t.
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Esimerkki 1.28 Loytyyko koko kompleksitasossa méariteltyé analyyttistd funktiota f, jonka re-
aaliosa on u(z,y) = 23 — 3xy??
Ratkaisu: Kuten Esimerkissé 1.25 aloitetaan laskemalla u:n osittaisderivaatat

Oou(z,y) =3(a” —y*) = Oju(z,y) =6,
Oyu(z,y) = —6zy = aiu(:v,y) = —6x.

Néin ollen w on harmoninen funktio, joten se voi olla jonkin analyyttisen funktion reaaliosa.
Valitaan zo = (0,0) ja yhdistetéiéin se pisteeseen (z1,y;) kiyttden polkua P, joka ensin kulkee
origosta reaaliakselia pitkin pisteeseen (x1,0) ja siitd imaginédériakselin suuntaisesti pisteeseen
(21,y1). Toisin sanoen P = 11479, jossa

rit) = t(21,0), t€[0,1],  7a(t) = (21,0) + £(0,51) = (w1, ty1), € 0,1].
Niihdéidn, cttd 7, (t) = (21,0) ja 75(t) = (0,41). Koska (‘f _01> Vu(z,y) = <3(x§”y2)>, on
10
LI ) ar- L0 s [ )l

1 1
0 —1
= [P0 () vatraoiae= [ st - et = setn -t
0 0

ri(t) - <0 1> Vu = 0 ensimmiiiselli polulla, jolla y = 0. Niin saadaan

Tésté laskusta ja kaavasta (1.15) saadaan nyt, etté imaginééiriosan v pitéisi olla muotoa v(z,y) =
C + 32%y — 93, jossa C € R. Tamin jilkeen voi vield tarkistaa laskulla, ett# jokaisella tillaisella
v:11a CR-yhtélot toteutuvat.

Vastaus: Kylld 16ytyy, nimittiin kaikki funktiot f(2) = u(z) +iv(2), kun v(z,y) = C + 322y — y3
ja C on jokin reaaliluku, ovat kaikki etsittyji analyyttisid funktioita. Pienelld laskulla huomaa,
ettd itse asiassa tillsin f(z2) = 23 +iC.

1.5.3 Kompleksitason viivaintegraalit

Kompleksitason viivaintegraalit méaaritelladn tdmén jélkeen kompleksitason geometrisen tulkinnan
avulla, eli samastamalla kiyrét 7 : [a, b] — R? kuvausten v : [a,b] — C, y(t) := r1(t)+ira(t) kanssa.
Ainoastaan tulo vaihtuu kompleksilukujen kertolaskuksi.

Maésritelmé 1.29 Kun v : [a,b] — C on kompleksitason kiyrd ja f on kompleksifunktioS,
mddritellidn funktion f viivaintegraali polun v yli kaavalla

b
(/mmz/fmmvwae@.
7 o«

Jos v = y1+ya+ - - -+, on kompleksitason polku, mddritellidin

/fdz::zn: fdz.
vy i=1"v"7Yi

Jos polku v on suljettu, merkitidn tdtd integraalia yleensd

]{fdz.

8(MAT) Téissi tiytyy olettaa jotain sdinnollisyyttid funktiolta f. Riittéd esimerkiksi, ettd f on jatkuva kiyrin
kuvajoukossa.
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Mééritelmén voi purkaa auki myos tavallisten tason integraalien avulla, josta myos helpommin
nékee, miksi ne eivit ole sama asia. Merkitddn v = Re f, v = Im f, ja r(t) = (Re~v(t),Im~(?)),
jolloin ' (t) = 7/(t) =: («(t), B(t)). Talldin siis médritelmén integrandissa oleva kompleksiluku on

F)Y @) = (u+iv)(a+iB) = ua — vB +i(uf + va).

Kuten tason viivaintegraalissa, méaritellian integraali tdméan yli “komponenteittain”, eli reaali-
ja imagin#ériosa integroidaan erikseen. Koska yll&

uer = vB = (u(y(t), —v(v(t)) - 7'(t) Ja uB+va=(0(y(t),uly(t) '),

voidaan kompleksinen viivaintegraali kirjoittaa kahden tason tavallisen vektorikentén yli otettujen

viivaintegraalien avulla:
/deZ/(u,—v)~dr—|—i/(v,u)~dr.
o r r

Té&ta esitysté ei kidytetd endd tdmén jilkeen. Kaytédnnossa siitd on hyodtyé ainoastaan osassa seu-
raavien tulosten johdoista; ne kaikki seuraavat nyt tason viivaintegraalien ominaisuuksista.

(1) Kompleksitasonkin viivaintegraali on lineaarinen: jos «, 8 € C, f, g ovat kompleksifunktioi-
ta, ja v on jokin polku, pétee

LWf+@ﬁb=aLfm+ﬁLg@.

(2) Integraalin modulin arvoa voi helposti arvioida ylspéin

Lfdz

jossa M on funktion f modulin maksimi polulla v ja L := |y| on polun pituus. Ensimméisti
epayhtédlod merkitdén usein lyhyesti
< [ irriazl,
¥

[yfdz

jossa oikealla puolella pitéé siis formaalisti sijoittaa |[dz| = |v/(t)|d¢.

b
S/UMWWMWSML

(3) Viivaintegraalin arvo ei muutu polun uudelleenparametrisoinneissa.

/;fdz/vfdz.

Huomautus 1.30 Polku «(¢) annetaan usein muodossa, jossa se saadaan analyyttisen funktion
f rajoittumana (eli 16ytyy alue Q C C ja f € H(Q), joilla y(¢t) = f(t) kaikilla ¢ € [a,b] C Q).
Tillin voidaan vivaintegraalissa oleva kdyrdin derivaatta laskea f':n avulla, eli pitee ~'(t) =
f/(t). Nimittdin, jos u = Ref, v = Imf, on tilldin ~v(¢) = (u(¢,0),v(t,0)), joten ~'(¢t) =
(0zu(t,0),05v(t,0)) = f'(t) CR-~yhtéldiden perusteella. Alla olevassa esimerkissé kédy ilmi, miksi
tama usein helpottaa laskemista.

4) Polun ~ kiinteispolulle 7 pitee
( ¥ p 7P

Esimerkki 1.31 Olkoon v suljettu kéiyra, joka kiertéé kerran pisteen a € C ympéri R-séteistd ym-
pyriankaarta pitkin positiiviseen kiertosuuntaan, eli vastapiivéin. Laske fv f dz funktiolle f(z) :=
Re z.
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Ratkaisu: Napakoordinaateissa kirjoitettuna voidaan kéyra parametrisoida helpoiten suoraan kul-
man ¢ avulla, jolloin v(t) = a + R(cost,sint), ¢t € [0,27].” Eulerin kaavan mukaan on tillsin
y(t) = f(t), missi f(z) = a+ Re'* on analyyttinen funktio, jolle f’(z) = Rie!*. Huomautusta 1.30
kéyttden saadaan siis

27 27
7{ fdz= / Re~(t)+'(t)dt = / (Rea + Rcost)Rie''dt
vy 0 0

27 27
=1R Re a/ (cost +isint)dt + iR? / cost(cost 4 isint)dt.
0 0

Jéljelle jadneet tavalliset trigonometriset integraalit voidaan laskea esimerkiksi kéyttden iden-
titeetteja

1 1
cos?t = B (1+cos(2t)) ja sintcost= 3 sin(2t) .

Muistaen, etté sinin ja kosinin integraalit 27-mittaisen vilin yli antavat aina nollan (tai kdyttien
niiden tuttuja derivointiséintoja), saadaan tistd

27‘!‘1
%fdz:i}?/ isz?
v 0

1.6 Cauchyn lause

1.6.1 Derivaattafunktion viivaintegraalit

Oletetaan aluksi, ettd v : [a,b] — C on kéyréd alueessa  ja F' € H(Q). Télloin sen derivaatta
F' € H(Q2). Mitd osataan sanoa sen viivaintegraaleista f,y F'(z)dz?

Analyysin peruslauseen mukaan derivaatan integraali muuttuu sijoitukseksi, ja itse asiassa
tasséd kidy myos niin. Erés tapa ndhdé tdmé on ldhted liikkeelle juuri tuosta algebran peruslauseen
tuloksesta reaalifunktioille. Soveltamalla sité erikseen reaali- ja imaginéériosalle saadaan siis

d

b
F(V(b))—F(V(a))Z/ () dt. (1.16)

Téssé olevan derivaatan voi laskea yhdistetyn funktion derivointisisnnslla'®
d
7 F0@®) = F(r())' ().

Niin ollen kaavan (1.16) oikealle puolelle ji##i kompleksiarvoisen viivaintegraalin méiiritelmé, ja
saatiin siis tulos
FOO) - Fo(@) = [ Fa)ds.
¥
Tamé tulos pitee myds, kun v on polku, silld jos v = y1-+y2+ - - - +7x, saadaan polun yli otetun
integraalin madritelméasta

/ F'(2)dz = Y [F(5(5)) = F(75(a;))]

= FOn(b) + 3 Flopa(agn)) = 3 Fly(a) — Fon(an)

= F(n(bn)) = F(y1(a1)) = F(7(b)) — F(y(a)) .

9Koska polku on suljettu, ei viivaintegraalin arvo riipu aloituskulman ¢q arvon valinnasta; téssé valittiin g = 0.
Tamén voi halutessaan ndhdé jakamalla ympyrankaari kahdeksi kdyraksi, joista toinen kiertdd kulmat 0 — ¢o ja
toinen kulmat g — 27.

10(MAT) Huomautuksen 1.30 tapauksessa témé nidhdéén suoraan tavallisista analyyttisten funktioiden derivoin-
tisddnnoistd. Tuloksen voi kuitenkin helposti tarkistaa todeksi myos yleisille jatkuvasti derivoituville kayrille
erotusosamadraé tarkastelemalla.
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Niin ollen saatiin seuraava yleinen tulos.

Lause 1.32 Jos v on polku, joka kulkee pisteesti zy pisteeseen z1 alueessa 2, niin kaikilla F €
H(Q) pitee

F(z1) — F(z0) = /F’(z)dz.

Erityisesti, jos polku v on suljettu pdtee

fiF’(z)dz —0.

1.6.2 Cauchyn lause

Milloin edellisen kohdan tulos voidaan kiéntid, eli jos f € H(Q) niin milloin sille 16ytyy integraa-
lifunktio F € H(Q), jolle f = F'?

Aloitetaan tapauksesta, jossa 10ytyy zg € €2 siten, etté jokaista z € 2 kohti jana zy — z siséltyy
joukkoon €. Erityisesti tdmé onnistuu aina kun  on avoin kiekko B.(zp). Téll6in voidaan kiyttéas
téitéd janaa integrointipolkuna, eli kun z € 2 valitaan integrointipoluksi ~,(t) := tz + (1 — t)zo,
t € [0,1] ja médritelldsin

F()= [ flw)dw = / Fr ()= — z0)dt = (= — 20) / Fltz+ (1 - t)z0)dt.

Y=

Tarkistetaan, ettd niin saatu funktio F': Q — C on derivoituva. Aloitetaan erotuksesta
1
F(z+h) - F(z) = h/ fltz+ (1 —t)zg + th)dt
0

1
+(z—zo)/0 [ftz+ (1 —t)z0 +th) — f(tz+ (1 —t)zo)] dt.

Koska f € H(Q), tistéd seuraa, ettd

F(z+h)—F ! !
lim Fleth) = F() = / fltz+ (1 —t)zp)dt + (2 — zO)/ tf'(tz + (1 —t)zo)dt .
h—0 h 0 0

Niin ollen myds uusi funktio F' € H (). Sievennetéin lopuksi sen derivaatan arvoa osittaisintegroi-
malla (eli huomaamalla, ettd & (¢f(tz+ (1 —t)z)) = f(tz+ (1 —t)z0) +t(z — 20) f (tz + (1 — t)20)),
josta saadaan

1 1

F'(z) = /0 %(tf(tz + (1 —1t)20))dt = /tf(tz + (1 —1t)20) = f(2).
0

Téssd tapauksessa saatiin siis janapolun zg — z yli integroimalla rakennettua integraalifunktio

F € H(Q), jolle F/ = f. Yhdistdmélld tdmi edellisen osan tuloksiin, ndhddén erityisesti, ettd

557 f(z)dz = 0 aina, kun v on suljettu polku alueessa 2.

Jos © on yleinen alue, voi yrittdé lihted yleistaméan téatd konstruktiota aloittamalla jostain
pisteestd zg € Q ja méirittelemilld ensin funktio F' esimerkiksi sopivassa kiekossa B.(zp) C €. Sen
jalkeen voi valita uuden pisteen kiekon sisilté ja toistaa operaatio, mahdollisesti joissain isomassa
kiekossa. Valitettavasti yleisestéd tapausta ei voi endé jatkaa mielivaltaisesti, silld voi kédyd& niin,
ettd jossain vaiheessa uusi kiekko menee jonkin vanhan kiekon péélle, eikd niiden leikkauksen
pisteen uusi arvo enéd olekaan sama kuin mité siithen pisteeseen oli aikaisemmin mééritelty. (Néin
kédy esimerkiksi, kun logaritmia alkaa mé&érittelemién integroimalla analyyttistd funktiota 1/z
alueessa C \ {0}.)

Osoittautuu, ettd kun alueelta 2 vaaditaan uusi geometrinen lisiominaisuus, niin t4méa ongelma
poistuu: riittid olettaa, etti alue @ on yhdesti yhtendinen.
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Maaritelmé 1.33 Kompleksitason alue on yhdesti yhtendinen, jos jokainen alueessa kulkeva
suljettu polku voidaan kutistaa alueen sisdlld pysyen joksikin sen pisteeksi'!.

Ekvivalentteja tapoja ajatella yhdesti yhtendisyytté.:
e Kompleksitason alue on yhdesti yhtenéinen, jos sen siséllé ei ole ”reikiéd”.

e Kompleksitason alue on yhdesti yhtenédinen, jos ja vain jos mitké tahansa kaksi sen polkua
voidaan jatkuvasti muuntaa toisikseen pysyen alueen sisélli.

Esimerkki 1.34 Esimerkkejéa yhdesti yhtendisistd alueista:

e Koko kompleksitaso C, kaikki puolitasot ja kaikki avoimet kiekot B.(zp).

Kompleksitason ”nauhat”, kuten esimerkiksi {z € C| -1 < Imz < 1}.

Yleisemmin, kaikki tdmé#n luvun alussa mainitun ehdon toteuttavat joukot €2 ovat yhdesti
yhtenaiisia.

Jos kompleksitasosta poistetaan suoran puolikas, jd& jiljelle yhdesti yhtendinen alue.

e Jos avoimesta kiekosta poistetaan jana, jonka ldhtopiste on kiekon siséllé ja péaédtepiste kiekon
reunalla, jéa jéljelle yhdesti yhtenédinen alue.

Esimerkki 1.35 Esimerkkejé alueista, jotka eivdt ole yhdesti yhtenéisia:

e Alue, josta on poistettu darellinen mé#ra sen pisteité.
e Kompleksitaso, josta on poistettu dérellinen jana.

e Avoin kiekko, josta on poistettu sen sisilla kulkeva jana.

Lause 1.36 (Cauchyn lause) Oletetaan, etti Q0 on yhdesti yhtendinen alue, v on suljettu polku
O:ssa ja f € H(Q). Tdallvin
j{ f(z)dz=0.
-

(Lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteestéd [3, Theorem 13.11].) Lauseen seurauksina saadaan
seuraavat kaksi tulosta:

Lause 1.37 Oletetaan, etti Q0 on yhdesti yhtendinen alue ja f € H(Q).

1. Jos 1 ja 2 ovat joukossa Q) kulkevia polkuja, joilla on samat ldhto- ja pddtepisteet, pitee

(z)dz= | f(2)d=z.

Y1 2

2. Léytyy integraalifunktio F € H(QY), jolla F' = f. Tdlldin jokaisella alueessa 2 pisteesti zg
lahtevdlld ja pisteeseen zy pddattyvalld polulla v pdtee

F(z1) — F(2) :/f(z) dz.

Tuloksista ensimmaéinen seuraa suoraan soveltamalla Cauchyn lausetta suljettuun polkuun ~ :=
Y147 5. Toisessa tuloksessa on kiiytetty Lausetta 1.32.

11(MAT) Tarkempi matemaattinen mésritelms kuuluu: Alue Q on yhdesti yhteniinen, jos jokaista jatkuvaa
kuvausta v : [0,1] — Q, jolla v(0) = v(1), kohden 18ytyy piste zo € Q ja jatkuva kuvaus H : [0,1] x [0, 1] — Q, jolle
H(t,0) =~(t), H(0,t) = H(1,t), H(t,1) = zo kaikilla ¢ € [0, 1].
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Kuva 1.5: Esimerkkiin 1.38 liittyva integrointipolku, jonka avulla pystyy muuttamaan integroin-
tipolun g, poluksi yg, yhdesti yhtendisen alueen kautta kulkevan polun avulla. Téssé alku-
peréisestd alueesta puuttui ainoastaan origo ja siitd on tehty yhdesti yhtenédinen poistamalla po-
sitiivinen reaaliakseli. Rajalla ¢ — 0 kumoavat polkujen +5 ja 75 yli otetut integraalit toisensa.

Cauchyn lausetta voi kiyttdd myos muokkaamaan integrointipolkua myos alueissa, jotka eiviit
ole yhdesti yhtenéisid. Esimerkiksi alla ndhdéén tdlld tavoin, ettd vaikka Qg := C\ {0} ei olekaan
yhdesti yhtendinen, niin silti jokaisella f € H(€) on integraalin

f(z)dz

TR

arvo riippumaton siteesti R > 0, kun yg(t) = Re'’, t € [0,27], on kerran origon ympéri kiertivi
polku. Kuten mythemmin ndhdéén, ei tédssi voi suoraan kiyttdd Cauchyn lausetta ja voikin olla,
ettd va f(z)dz # 0. Esimerkki ndyttdd myos, etti polkuja muokatessa on tirkedd pitid huolta
polkujen suunnistusten yhteensopivuudesta.

Esimerkki 1.38 Niytetidn, etté ylld olevin oletuksin §7R1 f(z)dz = §7R2 f(z)dz aina kun Ry >
Ry > 0.
Ratkaisu: Tehdddn alueesta Qg yhdesti yhtendinen poistamalla siitd positiivinen reaaliakseli (joka
vastaa suoran puolikasta), eli tutkitaan aluetta ©; := C\ [0, 00 C Q. Approksimoidaan kiyri&
YR, ja YR, tarkkuudella ¢ > 0 uusilla kéyrilld 7% ja 7%,, jotka saadaan poistamalla pisteet,
joiden etiisyys positiivisesta reaaliakselista on pienempi €. Tdmén jélkeen voidaan k&yrien leik-
kauspisteet yhdistdmalld rakentaa alueessa €27 kulkeva suljettu polku ¢ kuvassa 1.5 néytetylld
tavalla. Eli, jos 75 on jana, joka yhdistda leikkauspisteet reaaliakselin yldpuolella oikealta vasem-
malle ja 75 on jana, joka yhdistéé leikkauspisteet reaaliakselin alapuolella vasemmalta oikealle, on
Y=g, —5—"/5—5—<§§%1 +75 alueen Q suljettu polku.

Koska 1 C Qg on yhdesti yhtendinen ja f € H(€), on myés f € H(£4), ja siten Cauchyn
lauseen mukaan kaikilla riittdvén pienilld € > 0

0= st(z)dz:/ﬁz f(z)dz—f—/ﬁygf(z)dz—/ﬁ2 f(z)dz—&-[y f(z)dz.

£
3
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Nyt kun € — 0, ldhestyy 75 kéédnteispolkua ?g ja toisaalta, koska f on analyyttinen ja siten
erityisesti jatkuva koko alueessa {1y, kumoavat polkujen v5 ja 5 otetut integraalit toisensa rajalla
e — 0. Niin ollen saadaan

(z)dz:lim/a f(z)dZZgig})/E f(z)dz = f(z)dz,
%, V5,

TRy e—=0 TRy

joka oli tarkoitus osoittaa.

Samaa ideaa voi soveltaa paljon monimukaisemmillekin alueille (esimerkkejd 16ytyy kirjoista ja
hakukoneilla). Niissé kaikissa on ideana, ettd alueen reiét ”leikataan auki” niistd reunalle kulkevilla
janoilla, jolloin saadaan alue, joka on yhdesti yhten&inen.

Esimerkki 1.39 Olkoon a € C annettu.

1. Jos n € Np, on (z — a)” polynomi, ja siten analyyttinen kaikkialla. Niin ollen Cauchyn
lauseen perusteella péatee kaikilla kompleksitason suljetuilla poluilla

j{(z—a)"dz:().

2. Josm € N, on f(z) = (z — a)~™ analyyttinen alueessa €, joka ei ole yhdesti yhtenéinen,
joten Cauchyn lausetta ei voi suoraan soveltaa. Huomataan kuitenkin, ettd aina kun m > 1
on funktion

1
T 1—-m

F(z): (z—a)~(m=1
derivaatta juuri f. N&in ollen Lauseen 1.32 perusteella pétee télloinkin kaikille kompleksita-
son poluille v, jotka eivit kulje pisteen a kautta,

%(z—a)_mdz:o, m>1.
¥

Kun valitaan m = 1 yllad olevassa esimerkissd, kaykin yleensé niin, ettd integraalin arvo ei ole
endd nolla. Tamén integraalin arvo eri a:n arvoilla antaakin mahdollisuuden mitata yhtéd tason
suljettujen polkujen  tarkedd geometrista ominaisuutta, niiden kiertolukua.

Maiédritelma 1.40 Olkoon v tason suljettu polku ja a jokin polkuun kuulumaton kompleksitason
piste. Talloin madritellidan polun v kiertoluku pisteen a suhteen integraalina

1 1
Ind,(a) := 2 z—adz'
gl

Kiertoluvulla (engl. winding number) on seuraavat ominaisuudet, joista osaa tutkitaan harjoitus-
tehtéivissi ja joiden todistus 16ytyy lihteesté [3, Theorem 10.10].

e Kiertoluku on aina kokonaisluku. Sen suuruus kertoo montako kertaa kidyrd v yhteensi
kiertdéd pisteen a ympéri ja sen merkki kertoo kiertosuunnan (positiivinen kiertoluku tar-
koittaa kiertoa vastapéiviin, negatiivinen myotapaiviin).

o Kun kompleksitasosta poistetaan kéyrén « pisteet, jaa jéljelle avoin joukko. Kiertoluku Ind,
sdilyy vakiona jokaisessa tdmén avoimen joukon yhtenéisessé osajoukossa.

e Loytyy R > 0 siten, ettd kdyrd -+ sisdltyy kokonaan avoimeen kiekkoon Bg(0). Kiertoluku
on nolla kaikilla tdmén kiekon ulkopuolella olevilla pisteillé, eli jos a € C ja |a] > R, on
talloin Ind, (a) = 0.

e (MAT) Yhdistdmiilld kaksi aiempaa kohtaa nidhdéin, ettd kiertoluku on nolla koko kiyrin
~ kuvan komplementin rajoittamattomassa yhtendisesséd komponentissa.
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(LISA) Selitys sille, miksi integraali Ind., laskee juuri geometrista kiertolukua tulee
logaritmifunktion kaytoksesti. Tarkastellaan yhdesti yhteniistd aluetta, joka saadaan
poistamalla kompleksitasosta suoran puolikas, joka ldhtee pisteestd a ja kulkee siité
negatiivisen reaaliakselin suuntaan, eli aluetta Q := {z € C|z — a & |—00, 0]}. Télléin
(z—a)™! = F/(2), kun F(z) :=In(z — a), z € Q. Koska F € H(), voidaan Lausetta
1.32 kayttad kaikissa polun «y pitkissé, jotka sisiltyvit alueeseen 2. Kohdissa, joissa
~ kulkee yli poistetun suoran, hyppédé F' arvon £27i verran, jossa merkki riippuu siité
kuljetaanko suoran yli ylhddlta alas (+) vai toisin péin (-). Néin ollen integraali Ind., (a)
on summa néiden hyppyjen lukumééristé, ottaen huomioon myds niiden suunta. Tama
vastaa juuri geometrisesti polun v kiertolukua pisteen a ympéri.



