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Esimerkki 1.7 Toisen asteen yhtilén az? +bz +c = 0, a,b,c,€ C, a # 0, ratkaisukaava siilyy
ennallaan kompleksiratkaisuja etsittédessé, eli yhtdlon ratkaisut ovat

 —bEVb? —4ac
S a—

Tésséa nelijuuren kohdalle kdy kumpi tahansa kompleksijuurista, sillda mahdollinen toinen juuri
saadaan kertomalla se —1:114.

24 (1.7)

Esimerkki 1.8 Lasketaan kaikki juuret </—2 — 2i.

Ratkaisu: Havaitaan, ettd z ;= —2 — 2i = 22/, kun 2’ = —1 — i. Esimerkin 1.5 mukaan |2/| = v/2
ja Argz’ = —3T Koska Arg2 = 0, saadaan téstd suoraan |z| = 2%/2 ja Argz = —3. Juuren
padhaaralle wy pétee siis

1
lwo| = (2%/%)Y/3 = V2, Argw0:§Argz:—g.

Muut kaksi juurta ovat wy ja wa, joilla |wy,| = |wo| ja Argwe + 2% € argw,,, m = 1,2, eli

T 137

ol =vZ, T cagur, |wsl=v3, T cargus.

12 12
Kuvassa 1.3 on néytetty miten juuria voi etsid myos geometrisesti.
Vastaus: Juuret ovat wg, w1, ws, joille pétee |wo| = |wi| = |wa| = V2 ja Argwy = -5, Argw, =

5T

Sm _lm
127

Argwy = — 55"

Huomautus 1.9 Joissain erikoistapauksissa juurille 16ytyy my6s esitys tavallisten nelié- ja kor-
keampien juurten avulla. Esim. koska

(D) ()=

cos (57T> —7_1+\/§ sin (57T> 1+\/§
12 2\/§ ) 2\/5 )

12

COS( 117r> 14++3 g < 117r) 1-+/3
I— - — 5 111 —_ s
12 2v/2 12 2V2

voidaan ylla olevat juuret kirjoittaa myos muodossa

wo=1—1, wlzé(—l—k\/g—i—i(l—k\/i’;)), wQ:%(—1—\/§+i(1—\/§)).

1.3 Kompleksimuuttujan alkeisfunktiot

Téssé luvussa kiaydédan 1api tavallisimpia kompleksifunktiota. Nama ovat kompleksiarvoisia ku-
vauksia kompleksitason joltain osajoukolta, eli kompleksifunktiot ovat kuvauksia f : U — C, jossa
U c C. Kompleksifunktion f reaaliosa on reaalifunktio v : U — R, joka mééaritellidn kaavalla
u(z) = Re f(z). Vastaavasti sen imaginé#iriosa v : U — R maééritellddn kaavalla v(z) = Im f(z).
T4ll6in usein merkitédén suoraan u = Re f ja v = Im f, jolloin f(z) = u(z) + iv(z) kaikilla z € U.

1.3.1 Polynomit

Kompleksifunktio P, : C — C, missd n € Ny, on n:n asteen polynomi, kun

n
P,(z) = Zajzj =agt+aiz+--+az", z€C,
§=0

jossa a; € C kaikilla j ja a, # 0. Jos a, = 0, on P, edelleen polynomi, mutta jotain alempaa
astetta. Huomaa, etti ylli on médritelty 2° := 1 kaikilla z € C.



8 LUKU 1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

w1

Wy

wo

L L I
-2 -1 0 1 2

Kuva 1.3: Esimerkin 1.8 juurten wg, wy, we sijainti kompleksitasossa. Kaikki juuret sijaitsevat
V/2-séiteisen ympyrin kehélli, tasavilein jaoteltuna.

Esimerkki 1.10 Funktio f(z) = 22, z € C, on toisen asteen polynomi. Koska f(z + iy) =
(x+iy)? = 22 — y? +i2zy, saadaan ettii sen reaaliosa toteuttaa u(z,y) = 2 — y? ja imaginiiiiriosa
v(z,y) = 2zy.

1.3.2 Kompleksitason eksponenttifunktio ja sen johdannaiset

Palautetaan ensin mieleen tuttu reaalinen eksponenttifunktio exp : R — R, joka toteuttaa derivaat-
takaavan % exp(z) = exp(z). Arvoa e := exp(1l) ~ 2.718 kutsutaan Neperin luvuksi ja merkitidin
my6s exp(z) = e*. Mddritelliin kompleksiarvoinen eksponenttifunktio kaikille z = (z,y)
kaavalla

exp(z) = exp(z + iy) := €*(cosy +isiny). (1.8)

Niin saadaan siis kuvaus exp : C — C. Kun z € R on exp(xz) = exp(z,0) = e, joten
kuvaus on eksponenttifunktion laajennus kompleksitasoon. Tamé laajennus on tietyssid mielessi
yksikésitteinen, kuten analyyttistd jatkamista késittelevéssa luvussa ndhdain myshemmin. Myos
kompleksiargumentilla kiytetéidn jatkossa lyhennysmerkintdé exp(z) = e, z € C.

Kun z = 0 saadaan mééritelmésté tirked Eulerin kaava

elV :cosy+isiny‘, y€R,

ja sen erikoistapauksena, kun y = 7w, Eulerin identiteetti:

e =cosT+isinr=-1 = .

Tamé on yksi matematiikan yllattavimmistd tuloksista. Siind yhdistyvit tirkeimmét matemaat-
tiset vakiot (yhteenlaskun neutraalialkio 0, kertolaskun neutraalialkio 1, Neperin luku e, ympyréin
kehén ja halkaisijan suhde 7 seki imaginédériyksikko i) seké operaatiot (yhteenlasku, kertolasku
ja potenssiin korotus).

Vertaamalla magritelmaa kompleksiluvun napakoordinaattiesitykseen ndhdééan suoraan, ettéa
aina

lexp(z)| = eR°%, Imz € arg(exp(2)). (1.9)

Néin ollen saadaan tulon summakaavaa (1.5) soveltamalla

exp(z1,y1) exp(x1,y2) = €”'e”? (cos(y1 + y2) +isin(yr + y2)) = exp(x1 + 22, y1 + y2) -
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Taméi todistaa, ettéd eksponenttifunktion tirked summausominaisuus e %2 = e%1e®2 siilyy en-
nallaan kompleksilaajennukselle. Pienellé laskulla voidaan téstd johtaa seuraavat tulokset

eerw — ezew ,

- . - 1
e et =e P =el=1 = e #0jae "= —,
e

ek — 02627k — o2 (cos(27k) + isin(27k)) = €1 = 7,

missé z,w € C ja k € Z. Viimeisesti yhtéilostd niemme, ettd exp(z) on 2wi-periodinen funktio eli
se on 2m-periodinen imagindériakselin suuntaan.

Esimerkki 1.11 Funktion f(z) = e* = e*(cosy + isiny) reaaliosa on siis u(z,y) = e*cosy ja
imagindériosa v(z,y) = e* siny.
Sinin ja kosinin kompleksilaajennukset

Tunnetusti kosini on parillinen ja sini pariton funktio, eli cos(—y) = cosy ja sin(—y) = —siny.
Néin ollen, kun z € R, saadaan Eulerin kaavasta tulos

—i

e ¥ =el("%) = cosz —isinz.

Yhdessé alkuperéisen Eulerin kaavan kanssa tésté seuraa
1 iz —iz
cosz = 5(6 +e 7)),
1 . .
sinz = f(elz —e ). (1.10)
i

Niita kaavoja kédytetddn nyt médritteleméasn kosinin ja sinin laajennukset koko kompleksi-
tasoon. Erityisesti yhtélot (1.10) pétevit téillsin kaikilla z € C, ja kosinin ja sinin arvot reaaliar-
gumenteilla siilyvéit ennallaan.

Jatetddan harjoitustehtéviksi osoittaa, etta reaalifunktioille tutut trigonometriset muunnoskaa-
vat pétevit myos kompleksilaajennuksille: esim. cos? z 4+ sin® z = 1 kun z € C. Toinen téirked omi-
naisuus joka periytyy kompleksilaajennuksille on nollakohdat: jos z € C ei ole reaalinen nihdéaén,
ettd cos z # 0 # sin z. (Taméi pétee kosinille, sinille ja eksponenttifunktiolle, muttei yleisesti. Esi-
merkiksi kuten alussa todettiin, polynomeilla voi olla nollakohtia, jotka eiviit kuulu reaaliakselille.)

Hyperboliset funktiot

Léaheistd sukua kosinille ja sinille ovat vastaavat hyperboliset funktiot, jotka maéritellasin komplek-
siluvuille kuten reaalitapauksessakin, kidyttien eksponenttifunktiota:

1 1
coshz := i(ez—i—e_z), sinh z := i(ez—e_z), zeC.

Vertaamalla néitd médritelmiin (1.10) huomataan, etté

cosh z = cos(iz) , sinh z = —isin(iz),

cos z = cosh(iz), sin z = isinh(iz) . (1.11)

Trigonometriset funktioiden laskukaavoista saadaan siis useita vastaavia relaatioita hyperbolisille
funktioille. Esimerkiksi aina pétee

2 .12
cosh®z —sinh“z=1.



10 LUKU 1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

1.3.3 Alkeisfunktioiden rationaaliversiot

Jos P, ja @, ovat polynomeja, méiritelliéin vastaava rationaalifunktio R(z):

P, (2)
Qm(2)

jolloin P,, on rationaalifunktion osoittaja ja Q. sen nimittiji. Jos Q,, on astetta m > 0, al-
gebran peruslause sanoo, ettid joukossa {z € C| @, (z) = 0} on vihintdén yksi ja korkeintaan
m (eri) lukua. Niin ollen vaikka polynomit onkin méiiritelty koko kompleksitasossa, puuttuu ra-
tionaalifunktioiden méérittelyjoukosta aina jotain sen pisteitd. Jos m = 0, niin @,,(z) = 0 kaikilla
z, joten tésséd tapauksessa R(z) ei ole mééritelty millaén z.

R(z) := kaikilla z € C, joilla Q,,(2) #0,

Trigonometristen funktioiden rationaaliversiot antavat méa#ritelmét

tan z := e kaikilla z € C, joilla cosz #0 < z # +T + 27k, ke 7,
Cos 2 2

cot z := C.OSZ kun sinz #0 & z# 7wk, ke Z.
sin z

Vastaavat hyperboliset funktiot méaritelldaan

inh
tanh z = L7 kun coshz # 0 < z;«éiiz +i27k, ke Z,
cosh z 2
sh
cothz := C_Ob : kun sinhz #0 < z#irk, ke Z.
sinh z

Niiden madrittelyjoukot on saatu suoraan vastaavista trigonometristen funktioiden nollakohdista
kdyttiden yhtiloitd (1.11). Esimerkiksi siis cosh z = 0 jos ja vain jos cos(iz) = 0.
Joskus vastaan tulee myos suoria kddnteislukufunktioita: kosekantti (csc) ja sekantti (sec)

1 1

CSCZ = secz =

sinz’ cosz’
ja niiden hyperboliset vastineet (sech ja csch). Niidenkin méirittelyjoukoista téytyy poistaa kaikki
nimittdjien nollakohdat.

1.3.4 Alkeisfunktioiden kianteisfunktioita

Kuvauksen F : X — Y kéénteiskuvaus on kuvaus G : ¥ — X, jolle pitee G(F(z)) = x ja
F(G(y)) = y kaikilla z € X ja y € Y. Kaikilla kuvauksilla F' ei ole kdénteiskuvausta, mutta jos
sellainen 16ytyy, on se yksikésitteinen: talloin sanotaan, ettd kuvaus F' on kédntyva ja merkitdan
F~!':=@G. Jos F on kisntyvi, on myos F~! kiintyva ja sen kiinteiskuvaus on alkuperdinen F.
Kuvauksen k#antyvyys voidaan tarkistaa tutkimalla onko se bijektio: kuvaus F' : X — Y on
kdantyva jos ja vain jos F' saavuttaa jokaisen Y:n pisteen ja kahdella eri X :n alkiolla on aina eri
kuvat Y:sséd. Vaikka F itse ei olisikaan kidntyvé, voidaan siitd rakentaa bijektioita sopivasti sen
ldhto- ja maalijoukkoa rajoittamalla. Kuten alla huomataan, saadaan niitd sopivasti yhdistamalla
moniarvoisia funktioita, jota ovat usein hyddyllisid yhtéloiden ratkaisujen esittdmisessa.

Esimerkki 1.12 Polynomi P(z) = 22 ei ole kisintyvii kuvauksena R — R, silld esim. P(—1) = 1 =
P(1), joten pisteet —1 ja 1 kuvautuvat samaksi pisteeksi. Lisiiksi P(x) > 0, joten P ei mydskiin
saavuta mitddn negatiivisia reaaliarvoja. Sen sijaan kun rajoitetaan seké ldhto- ettd maalijoukko
ei-negatiivisiksi reaaliluvuiksi, saadaan kddntyvd kuvaus F': Ry — R4, jolla F(x) = P(z) kaikissa
lahtojoukon pisteissd. Tamé rajoittuma ei kuitenkaan ole missdédn mielessd yksikésitteinen, silla
bijektio saadaan esimerkiksi myos rajoittamalla kuvaukseksi |—oo, 0] — R..
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Kuva 1.4: Logaritmin pashaaran Ln(x +1iy) reaaliosan (vasen kuva) ja imagindériosan (oikea kuva)
kuvaajat.

Logaritmi

Kun z € C on annettu, kerdtddn kaikki yhtélon e = z ratkaisut w joukoksi In z, jota kutsutaan
z:n kompleksilogaritmien joukoksi tai vain (kompleksi)logaritmiksi. Lyhyesti siis

Inz:={weCle¥==z}.

Aiemmin n#htiin, ettd e # 0 kaikilla w € C. Néin ollen ei luvulla z = 0 ole yhté#n logaritmia,
jaln0 = 0. Kun z # 0, saadaan logaritmit ratkaistua modulin ja argumentin avulla. Nimitt#in,
jos w = (u,v) € C, saadaan eksponentin laskuséénnsistd (1.9)

eV=z = |zl=le"=¢", vearg(z).
Koska |z] > 0, on yhtilolla e* = |z| tasan yksi reaalinen ratkaisu, joka saadaan tavallisen logaritmin
“Ln” avulla: v = Ln|z| € R. Toisaalta, jos v on miki tahansa z:n argumentti, saadaan télloin
eutlv = glelv = |z]el¥ = 2z, joten u + iv € Inz. Valitsemalla argumentiksi v p#ihaaran arvo
saadaan maéariteltyd logaritmin piddhaara

Ln(z) :=|In(2) := Ln|z| +iArg(z)|, z#0.

Molempia notaatioista kiytetdan paihaaralle. Kuvassa 1.4 on esitetty padhaarafunktion kuvaaja:
huomataan, ettd Re Ln(z) on jatkuva funktio lukuun ottamatta singulariteettia origossa, mutta
imaginéériosalla Im Ln(z) on epdjatkuvuus koko negatiivisella reaaliakselilla, eli kun z < 0. Tar-
kemmin, kun z. := —r +1ie, r > 0 ja ¢ — 0, ylhidltd ldhestyttdessd pitee Lnz, — Ln|z| 4+ ir =
Ln zg, € > 0, ja alhaalta taas Lnz. — Ln|z| — ir = Lnzg — i27m, € < 0. Kun z on positiivinen re-
aaliluku, on Arg(z) = 0, joten péihaara on tavallisen logaritmifunktion laajennus kompleksitason
kuvaukseksi C \ {0} — C.

Y14 saatiin my6s luokiteltua kaikki muutkin yhtalon e = z ratkaisut. Nama voidaan tiivistaa
kédyttden tunnettua z:n argumenttien parametrisointia tulokseksi

Inz={lnz+i2rk|keZ}.

Toisin sanoen, jos z # 0, on yhtdlolld e¥ = 2 &d#rettomin monta ratkaisua, jotka saadaan ko-
pioimalla paddhaaran ratkaisua imagindariakselin suuntaan 27:n mittaisin askelin ylos ja alaspéin.
(Huomaa samankaltaisuus kompleksiluvun argumentin mééritelmén kanssa.)

Yleinen potenssi z¥

Jos z,w > 0, méadritelldédn niiden potenssi kidyttéden tavallisia eksponentti- ja logaritmifunktioita,
kaavalla z¥ = exp(w Ln z). Tama kaavaa yleistetdén suoraan mééritteleméin kompleksilukujen
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potenssin pdihaara

LW . gW Inz _ ew(Ln|z|—‘,—1Argz) .z 7& 0.

Yleisesti tulee potenssiin korottamisestakin ddretén médrd arvoja, jotka méaritellddn kaavalla
2wl = gwlnz olj

Z{w} — {ew(ﬁz—i-iQTrk) ‘ ke Z} — {ZweiQTrkw ’ ke Z} .z ;é 0.

Jos z = 0, mééritellddn vain kokonaislukupotenssit (algebran avulla): 0™ = 0, kun n € N;.
Joskus my6s 0" = 0, kun r > 0. Liséksi polynomeissa ja potenssisarjoissa on kéytossd merkinta
29 = 1 kaikilla z € C, eli my6s kun z = 0.

Huomautus 1.13 Tamé& midritelmé yleistdéd useita “samannikoisid” aiemmin esiintyneitd méa-
ritelmié. Erityisesti, aina kun n € Ny ja z # 0 péteviit seuraavat tulokset.

o 21"} sisiltiid vain yhden alkion, joka on 2" = z-z---2 (n kertaa), kuten algebrallisesti
kuuluisi ollakin. (Tdmé& nidhddén de Moivren kaavaa soveltamalla.)
e Myos 2{~"} sisiltis vain yhden alkion, (z71)™.

o 211/7} igsltis kaikki juuret {/z, eli yhteensd n eri arvoa. Néin ollen se yhtyy aiempaan
madritelméadn. MyoOs juuren padhaara vastaa kompleksipotenssin paihaaraa.

e ¢ = exp(z), eli exp(z) vastaa kyseisen kompleksipotenssin péihaaraa.
e Kaava z{wtglw}l = (za){w} pitee joukoille, mutta z*a® = (za)™ on yleisesti totta vain jos
a > 0.

o 2% = ywtw pashaaralle, mutta yleensd joukkoina 2w}z {w'} £ p{wtw’}

Arkus- ja areafunktiot

Trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden ké#nteisfunktiot saadaan aina esitettyd kompleksi-
logaritmia kayttden. Tatd tapahtuu alla olevaa menetelméd seuraten:

1. Esitetdén ensin haluttu funktio eksponenttimuodossa.

2. Valitaan muuttujaksi yht#lossi esiintyvi eksponentti, esimerkiksi v = e® tai u = e!*. Talloin
e *=1/utai e * =1/u.

3. Ratkaistaan yhtélo w:n suhteen.

4. Kirjoitetaan z u:n funktiona logaritmia kiyttéen.

Samaa algoritmia voi joskus kéyttdd myo6s yleisempien alkeisfunktioita siséltdvien yhtéloiden rat-
kaisemiseksi.

Esimerkki 1.14 Funktion arcsin z, z € C, muodostaminen.
Tarkoituksena on siis etsid kaikki yhtdlon sinw = z ratkaisut. Sinin méa#ritelmédn mukaan yhtilo
toteutuu tédsmaélleen silloin kun

eV — o7 = 2z,
Merkitisn tissid u = e/, jolloin u # 0 ja 1/u = e~'*. Yhtilo voidaan siis kertoa u:lla ja havaitaan,
ettd se on yhtapitava yhtalon

u? —1—2izu =0

kanssa. Sovelletaan tdhén toisen asteen yhtélon ratkaisukaavaa, ja saadaan ratkaisuiksi

U+

%Nz +/—422 1 4
_ Az > 12,
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Tamaén jilkeen etsitdin yhtélon u = e kaikki ratkaisut. Lopputulos on helpointa esittii kiyttien
moniarvoisia funktioita muodossa

arcsin z = —iln (iz +(1— 22){1/2}> .

Kaavasta saa siis koko ratkaisujoukon yhtilolle sinw = z. Jos w € arcsin z, 16ytyy o € {£1} ja
k € Z, joilla w = —iln (iz + ov/1 — 22) + 27wk. Huomaa, etté iz + ov/1 — 22 ei koskaan ole nolla,
joten siitd voi aina ottaa paddhaaran logaritmin.

Arkussinin pdahaaraksi kutsutaan yleensa funktiota

Arcsin z := arcsin z := —iln (iz +v1-— z2) .
Téllsin, kun |z| < 1, saadaan laskimestakin 16ytyva arkussinin arvo, joka kuuluu vilille [—7 /2, 7/2].

Esimerkki 1.15 Etsitdén kaikki yhtalon sin z 4 cos z = 2 ratkaisut, kun z € C.
Ratkaisu: Sinin ja kosinin médritelmistd nahdaén, ettd yhtalo on yhtapitdava yhtélon

iz 1 4 1 + —iz 1 + 1 =92
“\ait2)"° % 2)
kanssa. Merkitsemilld v = e'# ja kertomalla yht#lé puolittain termilld 2u saadaan ekvivalentisti

w?(—i+1) —4du+i+1=0.

Tamén ratkaisut ovat

AR /P-4 -0 (1 +0) L2442
u= 50— 1) =(1+1) 5

Koska 2 4+ v/2 > 0 on sen argumentti nolla molemmilla merkeills ja ratkaisujoukoksi saadaan
z=—iln(141i) —iLn[(V2 £ 1)/V2] + 21k = g +2rk —iln(V2+1), keZ,

jossa viimeisessi yhtdsuuruudessa on kiytetty Esimerkin 1.3 tulosta ja tavallisen logaritmin sum-
makaavaa.

1.4 Kompleksifunktion derivaatta ja analyyttisyys

1.4.1 Kompleksitason perusominaisuuksia
Kompleksitason avoimet joukot ja alueet
Jatkossa tullaan tarvitsemaan seuraavia luokitteluja kompleksitason osajoukoille:

e Kun zp € C jae > 0, on joukko B(20) := {z € C||z — 20| < €} zp-keskinen e-séiteinen avoin
kiekko. Témén kickon reuna on ympyrinkaari {z € C||z — 29| = €} ja sitd merkitdén

0Bc(zp). Vastaava suljettu kiekko on néiden yhdiste, B.(z9) := {z € C| |z — 20| < €}.
e () on avoin, jos jokaista zg € (2 kohden 16ytyy jokin e-séiteinen kiekko, joka kuuluu 2:aan.

e Joukko Q2 C C on yhteniinen, jos sen mielivaltaiset pisteet z, w € €2 voi yhdistdd murtovii-
valla, joka siséltyy 2:aan.

e (2 C C on alue, jos se on avoin ja yhtendinen.

Esimerkki 1.16 Esimerkkeji alueista:

o Koko kompleksitaso C ja kaikki sen avoimet kiekot B.(z¢)
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Puolitasot, jotka saadaan pisteisté jonkin tason suoran toiselta puolelta. Esimerkiksi saadaan
néin ylipuolitaso {z € C|Im z > 0}, alapuolitaso {z € C|Im z < 0}, seké oikea ja vasen puo-
litaso, {z € C|Rez > 0} ja {z € C|Rez < 0}.

Kahden alueen yhdiste on alue, jos niilld on yhteisié pisteita.
Jos alueesta poistetaan dérellinen maaré pisteitd, jaa jéljelle aina alue.

Jos alueesta poistetaan sellainen joukko pisteitd, ettd joukon pisteiden vélinen etéisyys ei
mene koskaan nollaan, jii jiljelle aina alue. Esimerkiksi joukko C \ {27k |k € Z} on alue,
silld poistettavan joukon kahden pisteen etdisyys on aina vahintdéan 2.

Jos kompleksitasosta poistetaan jokin #dérellinen jana, tai puolikas suora, jaa jéljelle alue.

Esimerkki 1.17 Esimerkkejéa avoimista joukoista, jotka eivdt ole alueita:

Kahden alueen yhdiste, jos niilla ei ole yhteisid pisteité.

Kompleksitaso, josta on poistettu kokonainen suora. Esimerkiksi ylé- ja alapuolitason yhdiste
{z € C|Im z # 0} ei ole alue.

(MAT) Kompleksitason topologisia perusominaisuuksia

Seuraavat tulokset kidydain yleensa lapi topologian kursseilla ja niiden todistukset 16ytyvét esimer-
kiksi kirjoista [5, 6]. Ndihin voi palata myshemmin opinnoissa topologian kurssin kidymisen jélkeen.
Topologisesti kompleksitaso on sama kuin taso R? ja sen topologia on metriikan d(z, w) := |z — w|
madraama. Erityisesti siis

Metriikan avoimet ja suljetut kiekot, seké niiden topologinen reuna on maééritelty jo ylli.

Jos © C C on avoin, koostuu sen reuna 952 niisté pisteistd w € C, joilla w ¢ ), mutta kaikilla
e > 0 loytyy jokin z € B.(w) N .

Joukko €2 C C on yhtendinen, jos ja vain jos se on murtoviivayhtenéinen, eli jos sen mieli-
valtaiset pisteet z,w € (1 voi yhdistdd murtoviivalla, joka siséltyy {2:aan.

Q C C on alue, jos se on avoin ja yhtendinen.
Jokainen avoin {2 C C voidaan esittda yhdisteend erillisisté alueista.

Jos A C C on kokoelma erillisié pisteité (eli jos jokaiselle A:n pisteelle zy 16ytyy B:(z0), jossa
ei ole muita A:n pisteitd), on C\ A on alue.

Avoimet konveksit joukot ovat alueita.

Jatkuvuus ja jonojen suppeneminen C:ssd, osittaisderivaatta

Kompleksilukujonon (w,) suppeneminen kohti kompleksilukua zy mééritelldéan:

wy, = 20, kunn - o0 & lim |w, — 29| =0
n— o0

Rew, — Rezy ja
Imw,, — Im zg

Téssd (Rewsy,) ja (Imw,) ovat reaalilukujonoja.
Oletetaan, ettd Q C C ja f: Q — C. Kun w, zg € Q ja z € C, tarkoittaa raja-arvomerkinté

lim f(w)=2z < f(w,) — z ainakun w, € Q, n € N, ja w, — 2

w—r2Z0
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eli téillsin oletetaan, ettd jokaisen :n sisélld olevaa jonon (w,,), joka suppenee kohti pistetté zo,
tdytyy saada aikaan jono (f(wy,)) joka suppenee kohti jonon valinnasta riippumatonta kompleksi-
lukua z. Erityisesti funktion siis tdytyy supeta kohti samaa arvoa joka suunnasta ldhestyttéiessa.
Tamé késite liittyy suoraan funktion f jatkuvuuteen, joka mé#iritelldan

f on jatkuva pisteessi 29 € @ & lim f(w) = f(z20)
w— 2o

< Ref jalIm f ovat jatkuvia pisteessd zg

Kun oletetaan lisdksi, ettd 2 on avoin, voidaan puhua myos funktion f osittaisderivaatois-
ta. Naméa mééritellidn samastamalla f vastaavan tason kuvauksen kanssa, eli ajattelemalla sité
funktioksi Q C R? — R? ja tarkastelemalla sen osittaisderivaattaa jonkin annetun tason vektorin
suuntaan. Toisin sanoen,

funktiolla f on osittaisderivaatta pisteessd zy € 2 suuntaan z € C
< funktiolla g(t) := f(z0 + tz), t € R, on derivaatta pisteessd t = 0
< reaalifunktioilla Re g(¢) ja Im g(t) on derivaatat pisteessd t = 0

Olkoon zg = (z,y) = x + iy. Erityisesti koordinaattiaskelien 1 = (1,0) ja i = (0,1) suuntaan
saadaan osittaisderivaatat

O[]z = Onf(z +iy) = lim flatt+iy) — flz+iy)

t—0 t ’

O2f|z0 = 0, f (2 +1y) = lim fla+ily + ti) ~fatiy)

1.4.2 Kompleksiderivaatta ja analyyttisyys

Olkoon téstéd eteenpéin ) C C avoin ja epétyhja ja f: Q — C.

Madritelmd 1.18 f on (kompleksi)derivoituva pisteessi zg € 2 jos raja-arvo

lim f(w) = f(20)

w—r 20 w — 2o

on olemassa. Tdlloin raja-arvoa kutsutaan funktion f derivaatakst pisteessi zg ja merkitidn

F(z0) = tim LW =FGo)

w—r 2o w — 2o

Derivaatan mééritelmé voidaan kirjoittaa toisin purkamalla auki raja-arvojen mééritelmi.
Saadaan tulos, ettd f on derivoituva pisteessi zg derivaatan arvolla f’(zg) tiismaélleen silloin kun
kaikilla kompleksilukujonoilla (h,,), joilla h,, # 0 ja zo + h, € §2, pétee

|f(z0 + hn) — f(20) — f'(20)
[P

fnl 0. (1.12)

(Tésséd sovellettiin kaavaa |a/b| = |a|/|b|, joka pétee myds kompleksiluvuille, kunhan b # 0.) Koska
téssé kidytetidn kompleksituloa kertolaskussa f/(zg)h,, on yhteys funktion f osittaisderivaattoihin
epésuora (ks. Cauchyn—Riemannin yhtilot alla).

Esimerkki 1.19

a) (Vakiokuvaus) Jos f(z) =a € C, on f(w) — f(z) = 0 aina, joten saadaan f'(z) = 0 kaikilla
z €.
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b) (1. asteen polynomi) Jos f(z) =bz+a, a,b € C, on f(w) — f(z) = bw — bz = b(w — z). Kun
w # z, saadaan siis
flw) = f(2)

w—z

=b,
joten f'(z) = b kaikilla z € Q.

Maaritelmé 1.20

e Jos f:Q — C on derivoituva jokaisessa pisteessd zy € ), kutsutaan sitd analyyttiseksi eli
holomorfiseksi funktioksi joukossa §2.

e Kiintein avoimen joukon Q C C kaikkien analyyttisten funktioiden kokoelmasta kdytetdin
merkintic H(Q) (H = holomorfinen).

Merkintdd ” H(Q)” tullaan jatkossa kiyttdmidn ldhinnd lyhennysmerkintind, nimittdin 7 f €
H(Q)” tarkoittaa samaa kuin ” f on kompleksiarvoinen ja -derivoituva funktio joukossa 2”.

Kompleksiderivaatalle patee hyvin samanlaisia laskusidintoja kuin reaalifunktioiden derivaa-
toille. Alla on listattu niistd térkeimmét: huomaa néistd erityisesti yhdistetyn kuvauksen ket-
jusdanto, jonka avulla pystyy helposti rakentamaan uusia analyyttisid funktioita tunnetuiden ana-
lyyttisten funktioiden avulla (ks. Esim. 1.21-1.23 alla).

(0) feH(Q) = [ €H(Q). (Vastaava tulos suunnatuille derivaatoille ei ole tottal)
(1) f,9€H®) = [fH+geHQ)ja(f+9)(z)=f(2)+7(2)

(2) (Tulon derivaatta eli Leibnizin sdénto:)
fge HE) = fge H(Q)ja(f9) (2) = f'(2)9(2) + f(2)g'(2)-

(3) Yhdistetyn kuvauksen ketjusddnto: jos f € H(R2), Q1 C C on avoin ja f(Q) C ; sekid
g € H(Q), pitee yhdistetylle kuvaukselle h = g o f (eli funktiolle h(z) = g(f(z)))

he HQ) ja h'(2)=d(f(2))f(2) kaikilla z € Q.

Niistéd saadaan seurauksina:

e Koska vakiofunktion derivaatta todettiin nollaksi, saadaan kohdasta (2) sdénté myos vakiolla
kertomiselle: f € H(?), ce C = c¢f € HQ) ja (cf)(z) = cf'(2).

e Kohtaa (2) iteroimalla nihdéén, ettd 2™, n € N, ja siten myos kaikki polynomit ovat ana-
lyyttisid kaikkialla, eli kuuluvat joukkoon H(C). Induktiolla voi myés helposti tarkistaa,
ettéd

d

@z" =nz"t. (1.13)

(Tapaus n = 1 tehtiin jo ylli. Muuten saadaan induktio-oletuksen avulla L 2"+ = 4 (227 =
dz dz

dozngzdon=1.2"42 n2""l = (n+1)2")

e Kiinteisalkion otto, f(z) = 1/z, on analyyttinen koko méérittelyalueessaan Q = C \ {0} ja
sille pitee f’(z) = —1/22. (Todistus jitetiiéin harjoitustehtiiviiksi.) Niin ollen myds 2™ €
H(Q) aina kun m € Ny, ja ketjusdénnostd seuraa, etti

d d 1 1
-m = m2" = L,

P MR P
Kaava (1.13) piitee siis myos kompleksifunktioille kaikilla n € Z, z # 0.

Soveltamalla viimeistéd tulosta ketjusdantoon saadaan hyodyllinen rationaalifunktiotulos:
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(4) Olkoot fi, fo € H(Q). Oletetaan, ettd Qp C Q on avoin ja fo(2) # 0 kaikilla z € Q. Tillin

1
h € H(Qyp), erityisesti aina — € H ().
f2 f2
Eli kaksi analyyttista funktiota voi jakaa keskenddn ja analyyttisyys sdilyy, kunhan muistaa

poistaa kaikki nimittdjan nollakohdat.

Alla olevissa sovelluksissa oletetaan tunnetuksi, ettd exp € H(C) ja %ez = e”. Tama4 todiste-
taan myohemmin Esimerkissé 1.24.

Esimerkki 1.21 Missi alueessa funktio f(z) = exp((z — 1)7!) on analyyttinen ja miki on sen
derivaatta?

Ratkaisu: Funktio on yhdiste kahdesta kuvauksesta, f(z) = h(g(z)), jossa h(w) = exp(w) ja
g(z) = (2 —1)71. Téssd g on analyyttinen lukuun ottamatta nimitt#ijin nollakohtia, joita on vain
yksi, z = 1. Sen derivaatta on ¢’(z) = —(z—1)~2. Toisaalta h on analyyttinen kaikkialla ja h’ = h.
Niin ollen, ketjuséfinnén perusteella f on analyyttinen alueessa 2 = C \ {1} ja sen derivaatta on

F'(z) = =(z = 1) 2exp((z — 1)7).

Esimerkki 1.22 Missi alueessa funktio f(z) = 1/(e*—1) on analyyttinen ja miké on sen derivaat-
ta? (Taméa funktio tulee vastaan statistisessa fysiikassa Bosen—Einsteinin statistiikkaa késitelless.)
Ratkaisu: Kayttden edellisen tehtédvin apufunktioita g ja h n&hdddn, ettd nyt f(z) = g(h(z)).
Edellisten tulosten ja ketjusdinnén perusteella f on siis analyyttinen lukuun ottamatta pisteita
z, joissa h(z) = 1, eli aina kun z ¢ Inl. Saadaan siis tulos, ettd f on analyyttinen alueessa
O =C\ {i2wk | k € Z}, jossa sen derivaatta on

1 e® 1 1 1

4 — e = _ = — - .
f(z) = (ez—l)Qe €27 — 9% 4+ 1 e — 24 e~ 2 2coshz —1

Kiédnteiskuvauksille pétee seuraava kiitevi tulos, jonka todistus onkin jo vihdn hankalampi [3,
kohdat 10.29-10.33]:

(5) Jos Q on alue ja f € H(Q), on joukko f(£2) joko myos alue tai siséltééd vain yhden pisteen.
(6) Olkoon € alue ja f € H(Q2) on injektiivinen eli f(z) # f(w) kun z # w. Télléin

i) E:= f(Q) on alue
ii) f'(z) # 0 kaikilla z € Q2

iii) Kéénteiskuvaus g : E — Q on analyyttinen ja

! —71 iki
g (w) = o) kaikilla w € E.

Eli, jos jossain alueessa mdadritelty analyyttinen funktio on kidntyvd, on sen kddnteiskuvaus
myds analyyttinen.

Taulukossa 1.2 on esitetty yhteenveto ylld mainituista derivointisdédnndéisté, ja alla kdydédan lapi
tdrkeimpié seurauksia alkeisfunktioiden derivoituvuudelle.

Esimerkki 1.23

e Saannosté (3) seuraa, etti kaikilla ¢ € C, e°* on analyyttinen koko kompleksilukujen joukossa
ja (f—zecz = ce®?. Siispé funktioiden

sin z, cosz, sinhz, coshz € H(C)
derivaatat ovat

cosz, —sinz, coshz, sinhz.
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Taulukko 1.2: Yhteenveto analyyttisten funktioiden derivointisddnndoisté, jotka pétevit aina kun
niiden laskutoimituksissa on ”jarked” (katso tekstistd tarkemmat oletukset).

Olettaen, ettd f, g ovat sopivia analyyttisid funktioita, péatee:
(f+9)=f+4d
(f9)' =fg+fg (Leibnizin siinto)
<f)/ _J9—dt
g g
d . e ..
&g(f(z)) =g (f(2)f'(2) (ketjusaanto)
d ., 1
—f(w)= ——— kéanteisfunktion derivaatta
aw! = P ( )
Liséksi
izl’c k2"t kez
dz
q N
_ 1
aganz" = ;nanz” , NeN
iez _ ez
dz~

e Kohdasta (4) saadaan, etti

B2 € H(Q), kun @ = C\ {2]sinz = 0} = C\ {knk € Z}.

cot z =

sz

Samoin rationaalifunktiot tan z, tanh z ja coth z ovat analyyttisid alueissa, joista on poistettu
niiden nimitt4jien nollakohdat. Naiden kaikkien ka#inteisfunktiot ovat myos analyyttisid, kun
ne rajoitetaan alueeseen, jossa alkuperiinen funktio on kddntyvé (eli valitaan jokin haara).

e Logaritmin piishaara on analyyttinen alueessa (2 := C\]—o0, 0]. Huomaa, etti In on mdcritelty
koko joukossa C\ {0}, mutta se on analyyttinen vain alueessa® (2, jossa kompleksitasosta on
leikattu pois negatiivinen reaaliakseli ja origo (engl. branch cut). Mé&rittelyjoukosta poistuu
néin pisteet, joissa pddhaara on epéjatkuva.

Paghaaran sijaan voidaan kéyttdd muitakin logaritmin méérittelyalueita. Néille kaikille
pétee ominaisuuden (6) nojalla

1 1

=T exp(lnz) 2z’

1.4.3 Cauchyn—Riemannin yhtilot (CR—yhtilot)

Olkoon f : Q — C differentioituva* tason kuvauksena pisteessi zy = x + iy. Milloin se on lisiiksi
analyyttinen?

3(MAT) Analyyttisyys seuraa kohdasta (6), silli exp : Q1 — Q on bijektio kun Q1 := {z € C||Imz| < 7}.
L&ahtojoukkoa ei voi endd laajentaa ilman ettd se joko lakkaa olemasta avoin tai saatu funktio lakkaa olemasta
injektiivinen.

4(MAT) Téssi differentioituvuus pisteessd zg € (2 tarkoittaa matriisin A € R2X2 15ytymisté, jolle |f(zo + h) —
f(z0) — Ah|/|h| — 0 kun h — 0. T&llsin f on myds osittaisderivoituva pisteessi zo kaikkiin suuntiin, ja 01 f vastaa
matriisin A ensimmaéisti saraketta ja Oz f sen toista saraketta.
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Oletetaan, etté se olisi kompleksiderivoituva ja f'(z9) = a+1ib, a,b, € R. Merkitdin f = u+iv ja
olkoon ¢,, — 0 jokin jono, jolle £, > 0 kaikilla n. Tutkitaan mité tésta seuraa osittaisderivaatoille
soveltaen méadritelmés (1.12).

1. Valitaan h,, = g, jolloin

f(zo0 + hyn) — f(20) — f'(20)hn = u(x + €, y) +iv(z + €0, y) — u(x,y) —iv(z,y) — (a +ib)e,
o (Mot ulng) _ [ueenp)mvey) )

En En

Koska oletettiin, ettd f on kompleksiderivoituva pisteessi zg ja €, = |hy,|, niin voidaan tdmi
yvhtélo jakaa €,:114 ja sen jalkeen ottaa n — oo, jolloin lopputuloksen téytyy olla nolla. N&in
ollen myo6s jaetun yhtélon reaali- ja imaginaariosa molemmat menevét nollaan, ja koska w
ja v ovat reaaliarvoisia, seuraa tésti, etté

Ozu(z,y) = a, Ov(z,y) =b.

2. Valitaan h,, = ie,, jolloin edelleen |h,| = ¢, — 0. Tillsin

fzo+hn) = f(20) = f'(20)hn _ fle+i(y +en)) = flz+iy)

hy, i, (a+1b)
_ (_I)U(I,y—FE:) — U(l‘7y) —ib+ U(CC,y—F&‘;) — ’U(JC,y) —a

n—oo

—— —i(0yu(z,y) +b) + Oyv(z,y) —a.

Toisaalta oletetun kompleksiderivoituvuuden mukaan myos tdmén raja-arvon pitéaé olla nol-
la. Saadaan siis uudet vélttaméattomat ehdot

Oyu(z,y) = —b, Oyv(z,y) =a.

Kohdat 1 ja 2 yhdistédmilld huomataan, etté jos funktio f on analyyttinen pisteessi zp = (z,y),
niin sen reaali- ja imaginaariosa v ja v toteuttavat aina Cauchyn—Riemannin yht&il6t

dul,y) _ 0v(z,)

ox Oy = Re f'(=0),
dv(z,y)  Oulz,y) ,
or oy Im f(z0) -

Itse asiassa my0s kddnteinen tulos pétee:

Olkoon 2 C C avoin ja funktio f : 2 — C differentioituva joukon {2 jokaisessa pisteessa.
Télloin
Opu = Oyv

kaikilla (z,y) € Q.
Dy = — 00 aikilla (x,y)

feH() & {

Néin ollen CR-yhtéloitd voidaan kayttdd tutkimaan onko jokin annettu funktio f analyyttinen,
ks. Esimerkki 1.24.

Lisiiksi CR~yhtéloistd saadaan myos tulos, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imagindiriosa
ovat aina harmonisia funktioita. T#ta tietoa voi kdyttai osoittamaan, etté jokin annettu komplek-
sifunktio ei ole analyyttinen: nimittéin, jos sen reaali- tai imaginaariosa ei ole harmoninen, ei se
voi olla analyyttinen. Samoin tésta seuraa, etté jos jokin annettu reaalifunktio ei ole harmoninen,
ei se voi olla mink#dn analyyttisen funktion reaali- eikd imaginaariosa. Tarkemmin pétee:

e Jatkuvaa reaalifunktiota F : Q C R? — R kutsutaan harmoniseksi, jos se on toteuttaa
differentiaaliyhtélon

V2F(z,y) := 02F(z,y) + 8§F(x,y) =0, kaikilla (z,y) € 2.
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e Jos f € H(), ovat u = Re f ja v = Im f molemmat harmonisia funktioita joukossa €, eli
V2u = 0 = V?v joukon jokaisessa pisteessi.

Naisté toinen kohta n&hdddn osittaisderivoimalla CR-yht&l6itd toiseen otteeseen: koska dyu =

—0z0 ja Oyu = Oyv saadaan 8§u = —0,0,v = —0,0,v = —0%u ja 851} = —02%v seuraa vastaavasti.
(Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvit esim. lahteestd [3, Luku 11].)

Esimerkki 1.24 Osoitetaan, ettd e* € H(C) ja ettd se on itsenséd derivaatta.
Ratkaisu: Méaritelmén mukaan, kun f(z) = e*, on sen reaaliosa u(x, y) = e* cosy ja imaginéiriosa
v(z,y) = e*siny. Niin ollen saadaan kéyttien reaalifunktioiden tunnettuja derivaattoja

Ou=u, Oyu=—e"siny=—v, Ow=v, Oyv=¢e"cosy=u.
Erityisesti CR~yhtilst toteutuvat kaikkialla. Néhdéin siis, ettd f € H(C) ja Re f/ = d,u = u,
Im ' = 0,v = v, joten f' = f.

Esimerkki 1.25 Loytyyko oikeassa puolitasossa Q = {z € C|Re z > 0} méériteltyd analyyttistd
funktiota f, jonka reaaliosa on u(z,y) = e¥/*?
Ratkaisu: Aloitetaan laskemalla u:n osittaisderivaatat

Opu(z,y) = —yz 2" = Bju(z,y) = 2y~ + yPz~H)e!/",

dyu(z,y) =z te?/* = Giu(x,y) =g 2/,
Niin ollen O2u(z,y) # —3§u(x, y) esimerkiksi kun z = 1, y = 0, joten u ei ole harmoninen joukossa
Q). Tésté seuraa, ettei mikdan f: QQ — C, jolle u = Re f, voi olla analyyttinen.

Vastaus on siis kielteinen. Luvussa 1.5.2 ndhdéén, miten funktion f olisi voinut yrittda laskea,
jos w olisi ollut harmoninen.

1.5 Kompleksitason viivaintegraalit

1.5.1 Tason viivaintegraalit

Palautetaan ensin mieleen MAPUsta tuttu tason tavallinen viivaintegraali.

Misritelmi 1.26 Kutsumme tissd tason kdyrdksi kuvausta v : [a,b] — R?, joka on jatkuvasti
derivoituva®.

Tété voi ajatella fysikaalisesti tasossa liikkkuvan hiukkasen ratana 7(t), jossa jokaisella ajanhetkelld
t hiukkasen nopeus r'(t) := %r(t) € R? ja kithtyvyys =(t) siilyvit déirellisini.
Miké tahansa (jatkuva) kuvaus f : R? — R voidaan integroida kiyriid » pitkin:

b
/fdr ::/ fr@)r'(t)dt € R?.
" CTR o

(Tasté sddnnosté kaytettiin MAPUssa merkint&é dr := dg(tt) dt.) Tété integraalia kutsutaan funk-

tion f viivaintegraaliksi polun r yli. Integrointi tehddidn komponenteittain, eli integraalin
tuottaman vektorin j:s komponentti (j = 1,2) on

(Lfdr>j = /abf(r(t))r;(t)dt.

Téarked ominaisuus on, ettd vitvaintegraalin arvo sdilyy muuttumattomana kdyrdn uudelleen-
parametrisoinneissa. Eli jos oletetaan, ettd p : [, 8] — [a,b] on jokin funktio, joka ei vaihda

5(MAT) Kiyri on jatkuvasti derivoituva, jos sen derivaatta ' : Ja, b — R? on jatkuva ja silli on myos raja-arvot
r'(at) ja v’/ (b7).



