Kayttoohjeita ja merkintoja

Monisteessa on mukana myos lisimateriaalia, jota ei ehditd kdyméan lapi perusteellisesti luen-
tojen aikana. Kohdat, joihin on lisétty teksti ” (LISA)” siséltdvat hieman harvemmin tarvittavia
tuloksia tai perustulosten tarkennuksia. Néihin tuloksiin kannattaa kylld tutustua, mutta niiden
ulkoa muistamista ei oleteta kurssikokeessa.

Lisdksi osaan tuloksista on lisétty matemaattisia tarkennuksia, jotka tunnistaa merkinnésté
”(MAT)”. Néissé osioissa tdydennetdin matemaattisia yksityiskohtia, kuten tarkennuksia lausei-
den oletuksiin. Tarkennuksista joudutaan kuitenkin joskus kiyttdméan matemaattista késitteistoa,
joka tulee tutuksi vasta my6hemmin mahdollisissa matematiikan opinnoissa. Namé osiot voi siis
myo6s huoletta hypata yli ja palata niithin tarpeen vaatiessa matematiikan opintojen karttuessa.

Monisteessa oletetaan, ettd seuraavat matemaattiset lyhennysmerkinnit ovat tuttuja.

Lyhennysmerkintoja luvuille ja lukujoukoille:

[a, b] Suljettu vili a:sta b:hen, eli niiden reaalilukujen x joukko, joille a < x < b

Ja, b Avoin vili a:sta b:hen, eli niiden reaalilukujen z joukko, joille a < z < b

R Reaalilukujen joukko. Merkitdén myos R = |—o0, 0o

R2 Taso, eli kaksikomponenttisten vektorien joukko. Kun « € R?, on x:m en-

simméinen komponentti x; ja toinen komponentti zo ja talloin merkitddan
x = (71, 72). Merkitdin myos R? =R x R = {(z,y) |* € R,y € R}

Ry Ei-negatiivisten reaalilukujen joukko [0, c0]

N Luonnollisten lukujen joukko {1,2,...}

No Luonnolliset luvut ja nolla, eli joukko {0,1,2,...}

z Kokonaislukujen joukko {...,—2,-1,0,1,2,...}

i Imaginaariyksikko

C Kompleksilukujen joukko {z + iy |z,y € R}

0 Tyhja joukko, eli joukko jonka alkioiden lukumé&éra on nolla. Voidaan merkitéa

mydos § = {}.
Muita matemaattisia merkintojd:

€ x € X tarkoittaa, ettd x kuuluu joukkoon X. Kéytetddn usein lyhennysmer-
kintédné, eli "z € R” luetaan "z on reaaliluku”.

¢ x ¢ X tarkoittaa, ettd x ei kuulu joukkoon X

=, = 7A:= B’ ja”B =: A” molemmat tarkoittavat, ettd A mééritelladin samaksi
kuin (jo tunnettu) B

P=Q Ehdosta P seuraa, ettd ehto @) toteutuu

P& Q@ Ehto P toteutuu jos ja vain jos ehto @ toteutuu

{z | P(x)} Joukko, joka koostuu alkioista x, joille ehto ” P(z)” pétee.

{zr e X|P(x)} Joukko, joka koostuu joukon X alkioista x, joille ehto ”P(z)” pétee. Esim.
Ja,b[={z € R|a <z < b}.

f: X—=>Y Kuvaus f lihtojoukolta X maalijoukkoon Y. Tarkoittaa siis sdant6a, jossa

jokaista z € X kohti annetaan f(x) € Y. Esim. f : R — R tarkoittaa tuttuja
reaalifunktioita.

(MAT) Kuvaus f mééritelldin matematiikassa sen graafin eli kuvaajan kaut-
ta, joka on tulon X x Y osajoukko {(z, f(z))|x € X}. (Vaikka kaikki X x Y
osajoukot eivét ole mink#dn funktion graafeja, kukin osajoukko voi olla kor-
keintaan yhden funktion graafi ja se médrdéd funktion yksikésitteisesti.)

Joukkojen A, B kasittelyssd kaytettivid merkintdja:

AUB Yhdiste, mééritelldén joukkona {z |z € A tai « € B}
ANB Leikkaus, médritelldéin joukkona {x |z € A ja x € B}
A\ B Erotus, mééritellddn joukkona {x € A |z & B}
ACB A siséltyy B:hen,elix € A=z € B

ii



Sisalto

Esipuhe . . . . .. e e i
Kéayttoohjeita ja merkintGja . . . . . . . . Lo ii
1 Analyyttiset funktiot 1
1.1 Kompleksiluvut . . . . . . . .. 1
1.2  Kompleksilukujen perusominaisuuksia . . . . . .. .. ... Lo 2
1.2.1 Kompleksiluvun argumentti arg z ja sen pdihaara Argz € |—m, 7| . . . . . . 3

1.2.2 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti z* . . . . . .. ... ... ... ..... 4

1.2.3 de Moivren kaava ja kompleksijuuret . . . . . . .. ... oL 5

1.3 Kompleksimuuttujan alkeisfunktiot . . . . . . .. ... ... ... o000 7
1.3.1 Polynomit . . . . . . .. L 7
1.3.2 Kompleksitason eksponenttifunktio ja sen johdannaiset . . .. ... .. .. 8
1.3.3  Alkeisfunktioiden rationaaliversiot . . . . . ... .. ... ... ... .... 10
1.3.4  Alkeisfunktioiden kdanteisfunktioita . . . . . . .. ... ... L. 10

1.4 Kompleksifunktion derivaatta ja analyyttisyys. . . . . . .. .. ... ... ... .. 13
1.4.1 Kompleksitason perusominaisuuksia . . . . . . .. ..o 13
1.4.2 Kompleksiderivaatta ja analyyttisyys . . . . . . ... ... ... 15

1.4.3 Cauchyn-Riemannin yhtdlot (CR-yhtdlot) . . ... .. ... ... ... .. 18

iii



Luku 1

Analyyttiset funktiot

1.1 Kompleksiluvut

Alkuperidinen motivaatio: Kaikilla reaalikertoimisilla polynomiyhtélcilld ei ollut ratkaisuja re-
aalilukujen joukossa R. Esimerkiksi ei 16ydy reaalilukua z, jolle 2% + 1 = 0. Osoittautui, etti rat-
kaisuja 16ytyy aina jos "lisdtddn” reaalilukuihin uusi alkio ”i”, joka toteuttaa kertolaskusddnnon

i2 = —1 (t&llsin i e voi olla reaaliluku).

Témi laajennus on osoittautunut erittéiin hyodylliseksi sekd matematiikassa (algebran perus-
lause, analyyttisten funktioiden teoria, matriisien diagonalisointi, ... ) etté fysiikassa (aaltoyhtdlon
ratkaiseminen Fourier-muunnoksen avulla, Schrédingerin yhtilo, .. .).

Mséaritelmé 1.1 (Algebrallinen) Olkoon i = imaginddriyksikks® (engl. imaginary unit). So-
vitaan, ettd i = —1 € R ja muuten kaikki normaalit reaalilukujen laskusddnnot patevit. Olkoon C
ndin saatujen kompleksilukujen (engl. complex number) joukko.

Osoittautuu, etté jokainen kompleksiluku z € C voidaan esittdé kahden reaaliluvun z ja y avulla
summana: z = x + iy. Talloin « on z:n reaaliosa, merkitddn "Rez”, ja y on z:n imaginddriosa,
merkitddn ”Im z”. Esitys reaali- ja imagindériosan avulla on yksikésitteinen ja tdydellinen, eli jos
z € C, niin aina I8ytyy tasan yksi pari z,y € R, joille z = x + iy. Taméin takia voidaankin sanoa,
ettd C:n alkiot ja tason R? pisteet ovat samastettavissa, ja usein puhutaankin siksi kompleksitasosta
C. Tasta eteenpdin kiytetdankin kompleksiluvuista myos esitystéd tason vektoreina, eli jos ¢ = Re z
jay = Im z, niin z = 2 + iy voidaan kirjoittaa myos muodossa z = (z,y) € R?, vrt. Kuva 1.1.

Kayttamalld maaritelmén mukaisia tavallisia laskusdéantoji, saadaan kahden kompleksiluvun
z1 = (z1,91) ja 22 = (z2,y2) tulolle kaava

2120 = (71 +iy1) (T2 +1y2) = 2122 + 121y +iy120 +12y192 = (122 — Y1y2) + (2192 + 22151) (1.1)
ja niiden summalle kaava
214+ 20 = (1 +1iy1) + (w2 +iy2) = 21 + @2 +iy1 + iy = (1 + x2) +i(y1 + y2) - (1.2)

Usein onkin parempi ajatella kompleksilukuja tason pisteini ja téstd saadaan konkreettisempi
maéadritelmé, jota voi kayttad ylla annetun abstraktin algebrallisen version sijasta.

Madritelmé 1.2 (Geometrinen) Ldihdetdin liskkeelle reaalilukupareista (x,y), eli otetaan C =
{(z,y) |z,y € R}. Identifioidaan x-akseli reaalilukujen R kanssa ja y-akseli puhtaiden imaginddri-
lukujen iR kanssa.

1Suomen kielessi seké imaginiéri- ettd imaginaari-etuliite ovat hyviksyttévis.
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‘ Im 2
Z = (xvy)
y ,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,
T = |Z| \\\
\\\ (p

Rez
Kuva 1.1: Kompleksiluvun z = x 4 iy geometrinen esitys karteesisissa (z = (z,y)) ja napakoordi-
naateissa (z = (r cos p, rsin ¢)).

Jos &1 = (1,0) ja & = (0,1) ovat R%mn yksikkdvektorit, identifioidaan siis kompleksiluvut 1 = &;
yhteydessi: kun z = (z,y) € C, pitee

ja i = ey. Talloin paddytddn samaan esitykseen kuin mistd puhuttiin algebrallisen mééritelméan

z=xé1 +yés =x+1y.

Jotta algebrallinen ja geometrinen mééritelma olisivat yhtépitédvit, mééritelladn yhteenlasku C:ssi
kiiyttien kaavaa (1.2) ja kertolasku kaavalla (1.1). Nihdiiin, ettéd (1.2) vastaa tavallista R2-
vektorien yhteenlaskua:

(z1,91) + (22, 92) = (21 + 22,91 + ¥2) -
Jos z = (,0) € C, vastaa (1.1) tavallista vektorin kertomista skalaarilla a € R,

223 = (@, 0)(2,2) = (aw2, ay2) = (@2, 42) ,
ja yleisesti saadaan (1.1):sté kertolaskusiéintod
(21, 91) (22, y2) = (2122 — Y1y2, T1Y2 + T2y1) - (1.3)
Eli kompleksitaso C vastaa vektoriavaruutta R?, mutta sithen on mddritelty lisdksi ylimddrdinen
kertolaskuoperaatio (1.3). Kertolasku on selvisti vaihdannainen, eli

221 = (T2,Y2)(T1,y1) = (21, 91)(T2,¥2) = 2122..
Yhteenveto kompleksilukujen laskusddnnoéisté 16ytyy taulukosta 1.1.

1.2 Kompleksilukujen perusominaisuuksia
Kun z = (z,y) =z +iy € C on

e Re z := z = z:n reaaliosa

e Im z := y = z:n imagin&iriosa
o |z| ;== /22 + 92 = z:n moduli eli itseisarvo. Témi on sama kuin R%m vektorin (z,y)
normi. Niin ollen kolmioepéyhtélot patevit: kaikilla zq, 2o € C,

[z1] = l22] | < [21 — 22| < [21] + [22].
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Taulukko 1.1: Yhteenveto kompleksilukujen laskusidinnéistéi.

Kaikilla z,2’,w € C pétee

z+2)+w=2z+ (2 +w) z+2 =242
(22" )w = 2(Z'w) 22 =22

w(z +2') = wz + w2’

Lis#ksi kompleksiluvuille 0 = (0,0), 1 = (1,0), i= (0,1) ja —1 = (—1,0) péitee kaikilla z € C

z4+(—2)=0 —z=(-1)z
ii=-1

Kéadnteisluvut 2! = 1/2 mairitelliéin seuraavan tuloksen avulla.
Jos z # 0, 16ytyy tasan yksi 271 € C jolla 271z =1.

Nollan kddnteisluku 701" jétetddn médrittelemiitté (se antaa formaalisti dérettémiin).
Kéaanteisluvun perusominaisuuksia ovat

%:: ab™' =b7la, b#0
(be) ' =c 1o, b,c#0
% = % , b,c#0 (laventamissaanto)
1
— =-1, ! = —i
-1 1

1.2.1 Kompleksiluvun argumentti arg 2z ja sen piddhaara Argz € |-, 7]

Jokainen tason piste, ja néin ollen mikd tahansa kompleksiluku, voidaan esittdd napakoordinaa-
teissa z = (x,y) = (rcos p,rsinp) = r(cos ¢, sin ), jossa r > 0 ja ¢ € R ovat miké tahansa pari,
joilla z = r cos ¢ ja y = rsin . Tilldin r = |z| on sama kuin z:n moduli, ja lukua ¢ kutsutaan z:n
argumentiksi eli vaihekulmaksi. (Ks. kuva 1.1.)

Vaikka moduli r on aina z:n yksiké&sitteisesti maaraama, ei argumentti koskaan ole yksik&sit-
teinen. Funktiot cos ja sin ovat 2m-periodisia (eli pétee esim. cos(yp + 27) = cos ), joten jonkin
annetun argumentin g lisiksi myos jokainen ¢ + 27k, k € Z, kelpaa z:n argumentiksi. Komplek-
siluvun z kaikkien argumenttien joukkoa merkitddn arg z:lla. Trigonometristen funktioiden
ominaisuuksia kdyttden ndhdisn, ettd arg0 = R ja

argz = {@o + 21k |k € Z} , kun z #£ 0, (1.4)

jossa oo on mikd tahansa argumentti, eli yhtéloparin Re z = |z| cos ¢, Im z = |z|sin ¢ ratkaisu.
Argumentin pdihaara Arg z on niisté ratkaisuista se joka kuuluu vilille |-, 7]. Kun z = 0, ei
arvoa Arg z médritelld lainkaan.

Pddhaara médrittelee siis funktion Arg : C \ {0} — ]—m,x], jota numeerisissa kirjastoissa
kutsutaan usein nimelld “atan2” (pidihaaran méérittelyvilin, eli funktion kuvajoukon, valinnassa
on joskus eroja, joten se kannattaa tarkistaa erikseen ennen kiyttod). Huomaa, ettd z — argz
et médrittele tavallista kuvausta, vaan niin sanotun moniarvoisen funktion, silla jokaista z € C
kohden se antaa vastaukseksi useita kompleksilukuja. Kaavasta (1.4) nihdéén, ettd kaikilla z # 0
pétee arg z = {Arg z + 27k | k € Z}.
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Jos Rez > 0, saadaan Argz laskettua suoraan arkustangenttifunktion avulla, kiyttien sen

pédhaaraa arctan : R — |7, Z[. Pétee nimittdin
Imz

Argz = arctan ——, kun Rez > 0.
Rez

Yleinen tapaushan (z # 0) saadaan etsimélld ¢ € |—m, 7], joka toteuttaa yhtdloparin

. _ Rez
{Cosgo = a0

sinp = IT“'Z .

Jos Re z > 0, on oltava cos ¢ > 0, joten silld jakamalla ndhdéadn, ettd tdytyy aina péited

Imz  sing
Rez cosyp

Koska tan(¢ 4+ 7n) = tan(yp), kaikilla k& € Z, on tilld yhtdlslld enemmén ratkaisuja kuin alku-
periiselld yhtéloparilla. Erés niisté ratkaisuista on ¢o = arctan i22 € |—Z, Z[ C ]—m, 7). Koska
lpo| < 5, on siis cospg > 0, joten vain jos Rez > 0 voi olla Argz = ¢¢. Harjoitustehtévini voi
tarkistaa, ettd tdmé ehto riittdéd ja Argz = g aina kun Re z > 0.

Yleisessd tapauksessa saadaan ratkaisu kidyttiden funktiota atan2, joka méaéritelladn kaavalla

2 arctan (y> , kuny#0taiz >0,
24y 4z

atan2(z,y) := T, kuin 2 <0jay =0,

ei madaritelty, kinz=0=y.

Tilloin pétee siis Argz = atan2(x,y) kun z = (z,y) = x + iy € C\ {0}. Kaavan johto jitetddn
harjoitustehtivaksi.

Esimerkki 1.3 Olkoon z = 1 4 i. Etsitdéin kompleksiluvun z moduli ja argumentin pddhaara.
Ratkaisu: Nyt z = (1,1), joten Imz = Rez = 1 > 0. Niin ollen voidaan soveltaa ylli olevia
kaavoja suoraan, ja saadaan

2] = vV1+1=v2, Argz:arctanl:%.

1.2.2 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti z*

Kun z = (z,y) = z + iy, méiritelldin sen liittoluku eli kompleksikonjugaatti? kaavalla z* :=
x — iy. Tason kuvauksena siis (x,y) — (z, —y), joten kompleksikonjugointi vastaa kompleksitason
peilausta reaaliakselin suhteen (Kuva 1.2). Selvésti

* %
Rez:zzz , Imz:z i .

2i
Alla muutamia perusominaisuuksia, jotka seuraavat suoraan méiritelmistd: kun z, z1, 29 € C,
()" ==z, (z1+ 20)* = 2] + 25, (z120)* = 2725 .
Kompleksikonjugoinilla on my6s suora yhteys itseisarvoon, koska
e =22 = (x+iy)(z —iy) =22 —i%y? = 2% + 9% = |2,

Tamén avulla saadaan kaava z # 0:n kédnteisluvulle z—1:

B _ _ z T — iy
1 |2z 1 1

= |zl="Z|=

_ -1 _

1=2z2z

2Matematiikassa liittolukua merkitddn usein yliviivalla, eli ”Z”. Fysiikassa tétd merkintis kiytetdsn jo monessa
muussakin tarkoituksessa, ja kompleksikonjugointi merkitédin tavallisesti ”z*”.
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A Im z
D 2 = (z,y)
i Rc:
y
2 = (o)

Kuva 1.2: Kompleksiluvun z = z + iy konjugaatti z* = x — iy.

Esimerkki 1.4 Ratkaistaan yhtdlé Re (1/z) = ¢, jossa ¢ # 0 on annettu reaalivakio.
Ratkaisu: Jos z on ratkaisu, tdytyy erityisesti siis olla z # 0. Merkitdin z = (z,y), ja sovelletaan
yll& olevaa esitystd kdanteisluvulle
1 .
c:Ref:Rex Yo <
z .’E2 + y2 :172 + y2

& x2+y2—£20
c

1\? 1\?
- 2: N
o (ra) =)

jossa viimeisessé vaiheessa on sovellettu nelicksi tdydentdmistd. Viimeinen kaava méérittelee ym-
pyrian kehéin, jossa ympyrin sidde on 1/(2|c|) ja keskipiste reaaliakselilla pisteessd (1/(2c¢),0).
Yhtélon ratkaisu koostuu siis tdmén ympyrin kehiin pisteistd, poislukien piste (0,0), jossa al-
kuperéinen yhtélo ei ole méaritelty.

Miten tilanne muuttuu, jos ¢ = 0?7

1.2.3 de Moivren kaava ja kompleksijuuret

Kirjoitetaan z1, zo € C napakoordinaateissa:
z1 = r1(cos p1 +isingy), 29 = ro(CoS 2 + isin¢s) .
Téstéd saadaan uusi esitys tulolle zq 2o, silla

2129 = r17r2(cos 1 + isin p1)(cos pg + isin o)
= r172(C0S 1 COS (g — sin 1 sin s + 1(cos Y1 sin Yo + sin @1 cos @)
= rira(cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2)), (1.5)

jossa viimeisessé vaiheessa sovellettiin tunnettuja kosinin ja sinin ominaisuuksia. Néin ollen |21 29| =
r172 ja ©1 + @2 € arg(z122). Nidhdiin siis, ettd kompleksilukujen tulon voi laskea myds kertomalla
niiden modulit ja laskemalla vaiheet yhteen. Erityisesti, jos |w| = 1 ja Argw = g niin kuvaus
z — wz vastaa geometrisesti vektorin kiertoa origon suhteen kulman g verran.

Esimerkki 1.5 Olkoon z = —1 — i. Etsitdén kompleksiluvun z moduli ja argumentin pdihaara.
Ratkaisu: Naméa voidaan laskea myos suoraan kaavoihin sijoittamalla, mutta ndytetdéan téssd miten
laskun voi tehdd myos ilman atan2-kaavan muistamista. Esimerkissd 1.3 laskettiin, ettd kun w =
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l1+ion |w =2 ja Argw = Z. Koska 2 = —w = (—1)w ja Arg(—1) = , néhdéén tulon

napakoordinaattiesityksestii suoraan, ettd |z| = | — 1|jw| = |w| = V2 ja ¢ € argz jos ja vain jos
loytyy k € Z, jolla ¢ = Arg(—1) + Argw + 27k = ‘%r + 2mk. Niin ollen pddhaaran arvo saadaan
valitsemalla k = —1, eli Argz = —%”. (Huomaa, ettd padhaaran arvo loytyy aina |¢|:n minimisti.)

. _ : _ 37
Vastaus: |z| = v/2 ja Argz = —3T.
Tulosta (1.5) n kertaa iteroimalla ndhd4én, ettd kaikilla z € C ja n € N pitee
2™ = |z|"(cos ¢ + isin )™ = |z|"(cosny + isinnyp) ,

kunhan ¢ € arg z. Kun |z| = 1, saadaan de Moivren kaava:

’(cosgaJrisingo)”:cosncpqtisinngo‘ neN, peR.

Esimerkki 1.6 Kaavan avulla voidaan johtaa trigonometrisid identiteetteji. Esimerkiksi kun n =
2 saadaan sen reaali- ja imaginéériosasta tutut summakaavat:

(cos p + isin )? = cos 2p + isin 2p
= c0s2p = cos® p —sin? sin2¢p = 2sin@cos . (1.6)

Yht#lon w™ = z ratkaisut eli juuret w = {/z

Kompleksiluvun z € C n:s juuri (n € N) on miki tahansa yhtélén w™ = z ratkaisu w € C, jota
merkitdin w = {/z. Jos z = 0, on ainoa ratkaisu w = 0. Néytetiin seuraavaksi miten juuret
voidaan ratkaista de Moivren kaavaa kayttdmalld kun z # 0.

Oletetaan, ettd z € C ja ¢’ € arg z on annettu ja merkitddn v = |z|. Jos w € C ja ¢ € argw,
r = |w|, pétee siis

w = r(cosy +isinyp), z=1'(cos¢’ +isiny’).

De Moivren kaavaa soveltaen nihdéén, ettd kun n € N ja 7’ > 0

w'=z <& 1r"(cosnyp +isinng) =r'(cosy’ +isiny’)

& " =17’ cosny = cos ja sinng = sin g’
/
m
& T:(r’)l/”jago:ﬁ—&—%r—, meZ.
n n

Niin ollen kun 2z # 0 16ytyy tasan n ratkaisua w € C, jotka saadaan valitsemallam = 0,1,...,n—1,
tal mitkéd tahansa muut n peridkkéistd kokonaislukua (huomaa, ettd esim. m = 4+n jam = 0
antavat saman kompleksiluvun w).

Juuren pésihaara saadaan kun valitaan ¢’ = Arg z, m = 0. Télloin Argw = n~! Arg z ja siten
pidhaaran ratkaisulle pétee | Argw| < 7 /n. Positiivisille luvuille Argz = 0, joten myds Argw =
0, ja pdidhaara antaa siis tutun positiivisen juuren arvon. Péd#haaran ratkaisun tunnistaa myos
siité, ettd sen reaaliosa on suurin, eli se on ratkaisuista ”oikeanpuolimmaisin” kun ne piirretdéan
kompleksitasoon.

Téssd vaiheessa tulee ongelmia merkintéjen suhteen, silld ei ole mitdéan yleisesti hyviksyttyé
tapaa erottaa toisistaan juuren péadhaaraa, mielivaltaista juurta, ja kaikkien juurten joukkoa. Esi-
merkiksi ”71/—1” voi lahteesté riippuen tarkoittaa padhaaran arvoa i, kumpaa tahansa juurista =i,
tai joukkoa {—i,1} joka sisdltd4 molemmat juuret. Tdssd monisteessa kiytetidin seuraavia konven-
tioita ellei toisin mainita.

2/n Tarkoittaa juuren padhaaraa

Vz Tarkoittaa nelidjuuren padhaaraa

Yz Tarkoittaa mitd tahansa juurista. Erityisesti siis &/z = +/2

241/n} Tarkoittaa kaikkien juurten kokoelmaa. Tille ei ole miti&n vakiintunutta mer-

kintédéd, mutta sitd tarvitaan suhteellisen harvoin.
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Esimerkki 1.7 Toisen asteen yhtilén az? +bz +c = 0, a,b,c,€ C, a # 0, ratkaisukaava siilyy
ennallaan kompleksiratkaisuja etsittédessé, eli yhtdlon ratkaisut ovat

 —bEVb? —4ac
S a—

Tésséa nelijuuren kohdalle kdy kumpi tahansa kompleksijuurista, sillda mahdollinen toinen juuri
saadaan kertomalla se —1:114.

24 (1.7)

Esimerkki 1.8 Lasketaan kaikki juuret </—2 — 2i.

Ratkaisu: Havaitaan, ettd z ;= —2 — 2i = 22/, kun 2’ = —1 — i. Esimerkin 1.5 mukaan |2/| = v/2
ja Argz’ = —3T Koska Arg2 = 0, saadaan téstd suoraan |z| = 2%/2 ja Argz = —3. Juuren
padhaaralle wy pétee siis

1
lwo| = (2%/%)Y/3 = V2, Argw0:§Argz:—g.

Muut kaksi juurta ovat wy ja wa, joilla |wy,| = |wo| ja Argwe + 2% € argw,,, m = 1,2, eli

T 137

ol =vZ, T cagur, |wsl=v3, T cargus.

12 12
Kuvassa 1.3 on néytetty miten juuria voi etsid myos geometrisesti.
Vastaus: Juuret ovat wg, w1, ws, joille pétee |wo| = |wi| = |wa| = V2 ja Argwy = -5, Argw, =

5T

Sm _lm
127

Argwy = — 55"

Huomautus 1.9 Joissain erikoistapauksissa juurille 16ytyy my6s esitys tavallisten nelié- ja kor-
keampien juurten avulla. Esim. koska

(D) ()=

cos (57T> —7_1+\/§ sin (57T> 1+\/§
12 2\/§ ) 2\/5 )

12

COS( 117r> 14++3 g < 117r) 1-+/3
I— - — 5 111 —_ s
12 2v/2 12 2V2

voidaan ylla olevat juuret kirjoittaa myos muodossa

wo=1—1, wlzé(—l—k\/g—i—i(l—k\/i’;)), wQ:%(—1—\/§+i(1—\/§)).

1.3 Kompleksimuuttujan alkeisfunktiot

Téssé luvussa kiaydédan 1api tavallisimpia kompleksifunktiota. Nama ovat kompleksiarvoisia ku-
vauksia kompleksitason joltain osajoukolta, eli kompleksifunktiot ovat kuvauksia f : U — C, jossa
U c C. Kompleksifunktion f reaaliosa on reaalifunktio v : U — R, joka mééaritellidn kaavalla
u(z) = Re f(z). Vastaavasti sen imaginé#iriosa v : U — R maééritellddn kaavalla v(z) = Im f(z).
T4ll6in usein merkitédén suoraan u = Re f ja v = Im f, jolloin f(z) = u(z) + iv(z) kaikilla z € U.

1.3.1 Polynomit

Kompleksifunktio P, : C — C, missd n € Ny, on n:n asteen polynomi, kun

n
P,(z) = Zajzj =agt+aiz+--+az", z€C,
§=0

jossa a; € C kaikilla j ja a, # 0. Jos a, = 0, on P, edelleen polynomi, mutta jotain alempaa
astetta. Huomaa, etti ylli on médritelty 2° := 1 kaikilla z € C.
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w1

Wy

wo

L L I
-2 -1 0 1 2

Kuva 1.3: Esimerkin 1.8 juurten wg, wy, we sijainti kompleksitasossa. Kaikki juuret sijaitsevat
V/2-séiteisen ympyrin kehélli, tasavilein jaoteltuna.

Esimerkki 1.10 Funktio f(z) = 22, z € C, on toisen asteen polynomi. Koska f(z + iy) =
(x+iy)? = 22 — y? +i2zy, saadaan ettii sen reaaliosa toteuttaa u(z,y) = 2 — y? ja imaginiiiiriosa
v(z,y) = 2zy.

1.3.2 Kompleksitason eksponenttifunktio ja sen johdannaiset

Palautetaan ensin mieleen tuttu reaalinen eksponenttifunktio exp : R — R, joka toteuttaa derivaat-
takaavan % exp(z) = exp(z). Arvoa e := exp(1l) ~ 2.718 kutsutaan Neperin luvuksi ja merkitidin
my6s exp(z) = e*. Mddritelliin kompleksiarvoinen eksponenttifunktio kaikille z = (z,y)
kaavalla

exp(z) = exp(z + iy) := €*(cosy +isiny). (1.8)

Niin saadaan siis kuvaus exp : C — C. Kun z € R on exp(xz) = exp(z,0) = e, joten
kuvaus on eksponenttifunktion laajennus kompleksitasoon. Tamé laajennus on tietyssid mielessi
yksikésitteinen, kuten analyyttistd jatkamista késittelevéssa luvussa ndhdain myshemmin. Myos
kompleksiargumentilla kiytetéidn jatkossa lyhennysmerkintdé exp(z) = e, z € C.

Kun z = 0 saadaan mééritelmésté tirked Eulerin kaava

elV :cosy+isiny‘, y€R,

ja sen erikoistapauksena, kun y = 7w, Eulerin identiteetti:

e =cosT+isinr=-1 = .

Tamé on yksi matematiikan yllattavimmistd tuloksista. Siind yhdistyvit tirkeimmét matemaat-
tiset vakiot (yhteenlaskun neutraalialkio 0, kertolaskun neutraalialkio 1, Neperin luku e, ympyréin
kehén ja halkaisijan suhde 7 seki imaginédériyksikko i) seké operaatiot (yhteenlasku, kertolasku
ja potenssiin korotus).

Vertaamalla magritelmaa kompleksiluvun napakoordinaattiesitykseen ndhdééan suoraan, ettéa
aina

lexp(z)| = eR°%, Imz € arg(exp(2)). (1.9)

Néin ollen saadaan tulon summakaavaa (1.5) soveltamalla

exp(z1,y1) exp(x1,y2) = €”'e”? (cos(y1 + y2) +isin(yr + y2)) = exp(x1 + 22, y1 + y2) -



