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Sovellusesimerkki: palloharmoniset funktiot

Wikipedian kohdasta "spherical harmonics” kopioituna

m Palloharmonisia fuktioita (FYMM Il:n asiaa) kaytetaan
"esittamaan” pallon pinnalla méariteltyja funktiota sarjana

(vrt.

Taylorin sarja)

m Niitd kdytetdan ratkaissmaan monia luonnontieteissa
esiintyvia differentiaaliyhtaléita, Fourier'n sarjan tapaan

m Esimerkkeja:

the representation of multipole electrostatic and
electromagnetic fields

computation of atomic orbital electron configurations
representation of gravitational fields, magnetic fields of
planetary bodies and stars, etc.

characterization of the cosmic microwave background radiation
in 3D computer graphics, spherical harmonics play a role in a
wide variety of topics including indirect lighting (ambient
occlusion, global illumination, precomputed radiance transfer,
etc.) and modelling of 3D shapes.
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Kertausta: Taylorin sarja

[e.e]
Oletetaan, ettd S(z) = > an(z — zp)", jossa potenssisarjan
n=0

suppenemissade R > O:
m S on analyyttinen suppenemissiteen sisalla

m Derivaattakaavasta seuraa, ettd S(")(z) = a,n!, joten sarja
on funktion S Taylorin sarja:

= S(2)
S@) =Y 2z - )"
n=0
m Jos f on analyyttinen pisteen zy ymparistossa kiekossa B, (zp),

suppenee sen Taylorin sarja (a, = o )(ZO)) kohti funktiota f
koko kiekossa ja sarjan suppenemissade R > r
(eli f(z) = S(z) kaikilla |z — zp| < r, mutta yhtasuuruus voi
pated kauempanakin pisteesta zp)



3 Funktion esittdminen Laurentin sarjana

Oletetaan, etta funktio f on derivoituva rengasaluessa A, r(2), jonka
keskipiste on zg € C, sisdsdde r > 0 ja ulkosdde R > r. Talloin funktiolla

f on Laurentin sarjaesitys koko rengasalueessa,
o0

f(z) = Z an(z — 20)", kun r <|z—2z| <R

n=—0o0

m Kertoimet saadaan viivaintegraalista polun v = 7220, r<p<R,yl

_ [ fQ d
a,,—]g(< e”Z

— Zo)"+1 o2mi’

m Tarkea erikoistapaus: r = 0, jolloin sarjan kerroin a_; on funktion f
residy pisteessd zy. Residy kertoo funktiosta kehittamispisteen
ympari otetun integraalin arvon:

Res(f, z) :fo f(()$
Yz

, 0<e<R
27 ¢



4 Rationaalifunktion f = F/G residyn laskeminen, |

Funktion f(z) = % residyn laskeminen pisteessd zy, jossa F ja G ovat

molemmat derivoituvia:

1 Koska F, G ovat derivoituvia, ne voidaan molemmat
kehittaa Taylorin sarjaksi pisteen zy ymparistossa

o0 o0
E an(z — z0)", E bm(z — z9)™
n=0 m=0

2 Etsitaan
ng := pienin n, jolla a, # 0 = F:n nollakohdan aste
mo := pienin m, jolla b, #0 =  G:n nollakohdan aste
= F(2)=(z—2)"F(2), Fi(z) = Z Ak ny (2
k=0

6(z) = (- 2)™Gi(2), Gi(2) = busm(z
k=0
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Rationaalifunktion f = F/G residyn laskeminen, |

Koska tassa F1(zy), Gi(z) # 0, on fi(z) := F1(z)/Gi(z) derivoituva
funktio pisteessid zj ja sille patee f1(z0) # 0

(z —20)"F1(2)
(z —20)™Gi(2)

Merkitddn m := mg — ng

= f(z)= =(z—2z)™ ™f(z)

Jos ng > mg, on zy poistuva erikoispiste =  Res(f,z) =0
ja zp on funktion f (jatkeen) asteen —m nollakohta

Jos ng < mg, zy on funktion f napa, jonka kertaluku on m,

m—1 (m—l)z
Res(f. ) = oy Jim [z - )'"f(z)]—fl(m_(l)‘})

(m — ) zZ—2y
Usein esiintyva erikoistapaus: mg = ng + 1, jolloin zg on funktion f
yksinkertainen napa

Res(f,zp) = zli—>n;0 [(z = 20)f(2)] = fi(20)
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f = F/G residyn laskeminen, tapa I

Funktioiden F, G Taylorin kehitelmien sijaan voi navan asteen m etsia
my0s suoraan raja-arvoja ja L'Hopital'n sdant6a (kerrataan se pian)
kayttamalla:

1 lIteroidaan seuraavaa algoritmia alkaen arvosta m = 0:

m Tutkitaan suppeneeko raja-arvo

lim [(z —20)"f(2)]?
z— 2y
m Jos raja-arvoa ei l16ydy, kasvatetaan lukua m yhdella ja
kokeillaan etsia raja-arvo uudestaan
m Jos raja-arvo on olemassa ja aarellinen, on zy funktion f
kertaluvun m napa ja siirrytdan laskemaan residyn arvoa

m Huom: Taylorin sarjaan perustuneen laskun perusteella
algoritmin taytyy pysahtya jollain m < oo! (Paitsi, jos G =0
kaikkialla)



f = F/G residyn laskeminen, tapa I

2 Jos m =0 (eli lim,_,, f(z) on olemassa), on zy poistuva
erikoispiste ja Res(f,z) =0

3 Jos m =1, on saatu raja-arvo suoraan residyn arvo (eli
Res(f,zp) = lim,—, [(z — 20)f(2)])

4 Jos m > 1, kaytettdan yleistd kaavaa residyn laskemiseksi

m—1 (m—1) 2
Res(f, 20) = (m i 1)1 Jim ;zrm [(z = 20)"f(2)] = fl(m(l)(:)

Tasta algorimista on eniten hyotya, jos epailee, ettd napa on
yksinkertainen (silloin riittd4 kahden raja-arvon tarkastelu, joista toinen
antaa suoraan residyn arvon)



L'Hépitalin saantd (analyyttiset funktiot)

Oletetaan, ettd F, G ovat analyyttisia pisteen z = zy ymparistossa ja
F(z0) = 0= G(2). Jos G'(z) # 0, patee

iim &) _ i £02) _ F(20)
z— 27y G(Z) z—27g G/(Z) G/(Z())

Jos G'(zp) = 0 # F'(z), on lim,_, , % = 0.

Jos G'(z) = 0 = F’(z), voidaan kaavaa iteroida uudestaan

m Muuttujanvaihto (esim. w = 1/z, jne.) on joskus hyédyllinen ennen
derivoinnin aloittamista

m Napaa etsiessa lahdetdan aina liikkeelle nimittajan nollakohdasta, el
G(z) =0 = joko voidaan kayttaad L'Hopitalin saantéa tai
F(z0) # 0, jolloin lim,_,, |F(2)/G(z)| = o0

m Reaalifunktioille kaavaa voi soveltaa paljoin yleisemminkin (ks.

Wikipedia) raja-arvoihin, joille ZEZ; = 707 g e




9 Residylause

Olkoon Q yhdesti yhtendinen alue (esim. avoin kiekko tai
puolitaso) ja f on funktio, joka on analyyttinen Q:ssa lukuun
ottamatta sen pisteitd zi, ..., z,. Jos v on alueessa Q2 kulkeva
suljettu polku, joka valttaa kaikki f:n erikoispisteet z;, patee

?é f(2)dz = 271’3 Ind, (z7) Res(f, z)
v i=1

m Lause seuraa muokkaamalla ensin kaikki integrointipolut
kiertamaan erikoispisteitd ja sen jalkeen integroimalla kunkin
erikoispisteen Laurentin sarjaa termeittdin
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Kuinka residylausetta kaytetaan?

Residylause mahdollistaa erilaisten kompleksitason
viivaintegraalien laskemisen helposti, kunhan integrandin
analyyttisominaisuudet tunnetaan

Tata tulosta voi soveltaa myos reaali-integraaleille:
1 Kaéytetaan integrointimuuttujaa sopivasti valitun
kompleksitason polun parametrisointina

2 Taydennetdan nain saatu kompleksitason viivaintegraali
suljetuksi poluksi, johon residylause tepsii

3 Lasketaan polun sisdan jaaneet residyt

Kyse on kuitenkin pitkalti kasityosta, kun etsitdan sopivaa
polkua ja sen parametrisointia, mutta juuri tdman takia
menetelmaa on vaikea "automatisoida” symbolisen laskennan
kirjastoihin



11 Paaarvointegraalit

YIla on oletettu, ettd reaaliakselilla ei saa olla napoja. Mita tehda,
jos xo € R on yksinkertainen napa?

Talloin paadytaan padarvointegraaliin, joka maaritellaan

p_v._Z Flx)dx = i ( I /)

o0 Xo+e€
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Paaarvointegraalit

YIla on oletettu, ettd reaaliakselilla ei saa olla napoja. Mita tehda,
jos xop € R on yksinkertainen napa?

Talloin paadytaan padarvointegraaliin, joka maaritellaan

P.V. 7f(x dx = ||m / /

—0o0 Xo+e€

Luvussa 3.4.2 on selitetty, miten residylausetta voidaan soveltaa
tassakin tapauksessa, lopputuloksena

PV/ x)dx = 27i Z Res(f, zx) + mi Z Res(f, zk)

k=1 k=1
Im z,>0 Im z,=0

Eli, reaaliakselilla olevan yksinkertaisen navan yli integroitaessa
otetaan sen residystd mukaan vain "puolet”



12 Rationaaliset trigonometriset integraalit

Tarkastellaan kosinin ja sinin suhteen rationaalisia integraaleja:

kun f(a, b) on rationaalifunktio, miten lasketaan
27

/ f(cos ¢,sinp)de?

0



12 Rationaaliset trigonometriset integraalit

Tarkastellaan kosinin ja sinin suhteen rationaalisia integraaleja:

kun f(a, b) on rationaalifunktio, miten lasketaan
27

/ f(cos ¢,sinp)de?

0

Sijoituksella z = €'?, dz = ie'?d¢ = izd¢ integrointi siirtyy

kompleksitason yksikkéympyran kaarelle,

2 +1
2z

21 o Lo et =
ST cos —2e e =

sing = l( 19 _‘¢)

ja integraaliksi saadaan residylauseelle sopivasti

27
224+1 22-1
)d d
/(cosgb,smgb o= j{olz < 7 3L z

0
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Fourier'n muunnoksen integraalit

Fourier'n muunnos tuottaa integraaleja, jotka ovat muotoa

| = / f(x)e™dx, k>0

Lisataan taas puolikas ympyrankehan integraali:

lim 7( f(2)e*edz = I + lim / f(2)dz
o R—o00 A
Tr

R—o0

Jos f on analyyttinen pois lukien eristettyja erikoispisteita,

m reaaliakselilla ei lainkaan erikoispisteita

m ylemmdssa puolitasossa erikoispisteet (zi, ..., z,)

Usein Jordanin lemma = limg_,» [ f(z)dz =0, joten

Tr
oo

/ f(x)e'™dx = 27712 Res(f(z)eikz, z,-)

i=1

— 00



Jordanin lemma

Olkoon k > 0 ja
f havida ldhestyttiessd dareténtd ylemmdassa puolitasossa,

|f(Re'®)| < Mg, kun ¢ € [0,7], ja Jim Mg =0.
—00
Talloin
R—o0

lim /f(z)eikzdz =0
TR

. /

08
06
04

0.2




15 Lisaa analyyttisten funktioiden nollakohdista

m Analyyttisen ei-vakion funktion nollakohdat ovat aina
eristettyja, eli 16ytyy jokin kiekko, jonka ei sisalld muita
funktion nollakohtia

m Analyyttiselld ei-vakiolla funktiolla on déarellinen
madard nollakohtia kaikissa maarittelyalueeseensa
siséltyvissa suljetuissa kiekoissa

m Olkoon Q alue ja (z,) sen pistejono, jossa mikaan piste ei
toistu kahdesti ja jolle lim,_,00 2z, =z € Q. Jos f,g € H(Q)
ja f(zn) = g(zn) kaikilla n, patee talloin f(w) = g(w) kaikilla
w e

Esimerkiksi, jos f(z) = g(z) jollain janalla, joka sisaltyy niiden
analyyttisyysalueeseen, on f = g koko analyyttisyysalueessa.



16 Aiarettdomyyspiste ja Riemannin pallo

m Merkitadn /aajennettua kompleksitasoa Coo := C U {0}
(muita usein kaytettyjd merkintdja ovat C ja C)

m Laajennus voidaan samastaa pallonpinnan S? kanssa, jolloin
sitd kutsutaan Riemannin palloksi

m Samastaminen tapahtuu stereografisen projektion avulla

$?={xeR||x|=1} ={(a,b,c) eR®|® + b* + * =1}
e a b
55 — Co, (a,b,c)n—><1c,16)

P71 Co = S2, z+ (2Rez,2lmz7 2| — 1)

|z|2+1

m Projektio kuvaa "etelanavan” (0,0, —1) origoon,
"paivantasaajan” (a, b, 0) yksikkéympyralle ja "pohjoisnavan’
(0,0, 1) tasoon lisattyyn darettomyyspisteeseen oo



17 Aarettdmyys erikoispisteen3

Myds pistettd co voidaan kasitellda analyyttisen funktion
mahdollisena erikoispisteena: tehddin muuttujanvaihto ja
tutkitaan funktiota f(1/w) pisteen w = 0 ympdristéssa
m Olkoon f funktio, joka on analyyttinen jonkin sateen Ry > 0
ulkopuolella, eli pisteissa z, joille |z| > Ry.

(e.)
= |6ytyy Laurentin sarja f(z) = Y. anz", |z| > Ro.
n=—o0

m Jos a, = 0 kaikilla n > 0, niin co on poistuva erikoispiste

m Jos a, = 0 kaikilla n > m > 0 ja a,, # 0, niin co on napa,
jonka kertaluku on m

m Jos |{n € N|a, # 0} | = oo eli jos Laurentin sarjan
saannodllinen osa ei ole darellisen pituinen, niin oo on oleellinen
erikoispiste



18 Residy aarettomyydessa

Jos dareton on funktion f eristetty erikoispiste, on sen residy co:ssa

1
Res(f, 00) = o i% f(z)dz=—a_;
i

'R

m a_; on edelld annetun Laurentin sarjan termin z~1 kerroin
m R > Ry, kun Ry on jokin Laurentin sarjan sisasade

m Tassa valitaan kiertosuunta negatiiviseksi, jotta se olisi
positiivinen muuttujanvaihdon w = 1/z jalkeen

Residyjen summa on nolla
Olkoon f analyyttinen joukossa C., paitsi pisteissa zi, ..., z,, m € Ny,

Z Res(f, z,) + Res(f,00) = 0.
n=1
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Argumentin periaate ja Rouchen lause

Jos D on suljettu kiekko funktion f analyyttisyysalueessa,
m Ny = funktion f nollakohtien lukumaara (x kertaluku) D:ssa
m Py = funktion f napojen lukumaara (x kertaluku) D:ssa

Kun v :=~5p ja [(t) := f(7(t)),

f'(z) dz
. f(z) 2ni

Nf - Pf = = |ndr(0)

Rouchén lause

Olkoon K C C suljettu ja rajoitettu ja 2 C K sen sisapisteiden
joukko. Oletetaan, ettd f ja g ovat jatkuvia joukossa K ja
analyyttisia joukossa €.

Jos g on riittdvan lahelld funktiota f joukossa K \ €,
8(2) — f(2) < |f(2)], kunzeKjazgQ,

on funktioilla f ja g sama maara nollakohtia joukossa €2.



20 Meromorfisen funktion napakehitelma

m Edelld on nahty, kuinka analyyttisen funktion pystyy esittdmaan
Taylorin ja Laurentin sarjojen avulla. Naiden esitysten ongelma on
kuitenkin se, ettd esitystd joutuu yleensd vaihtamaan sitd mukaa
kun kehityspistettd muutetaan

m Jos f = F/G, voidaan sille usein johtaa napakehitelma

o0
f(z) =) Pi(2),
i=1
missa P; on funktion napapisteen z; ympdristéssa kehitetyn
Laurentin sarjan pddosaa vastaava rationaalifunktio

m Esim:

1 2z
COtZ:;‘F;m, z¢7rZ

Yleinen tulos (Rungen lause)

Kaikkia analyyttisia funktiota voidaan approksimoida mielivaltaisen
tarkasti sopivan rationaalifunktion avulla.



21 Kokonaisen funktion tulokehitelma

m Algebran peruslauseen mukaan jokaisen polynomi voidaan
esittda nollakohtiensa avulla tulomuodossa. Tasta esityksesta oli
hyotya erityisesti polynomilla jaettaessa.

m Kaikkialla derivoituville eli kokonaisille funktioille voidaan johtaa

samankaltaisia tuloesityksia, joissa usein tarvitaan daretontd tuloa
0o . N
Hn:1 Wy = limy oo Hn:l Wn

Aareton tulo

Kompleksilukujonon (w,) suppenee nollasta poikkeavaa rajaa kohti, jos

oo
Z [Inw,| < co.
n=1

Talloin tulon arvo ei riipu kertomisjarjestyksesta ja patee

oo [ee]
H w, = exp(Z In W,,) .
n=1 n=1



Weierstrassin tulokehitelma, erikoistapaus

Olkoon f kokonainen funktio, jolla on kertaluvun m > 0 nollakohta
origossa (m = 0, jos f(0) # 0). Kerataan funktion f nollakohdat
jonoksi (z1, z2, . ..) siten, ettd jokainen nollakohta toistuu jonossa
kertalukunsa verran. Jos

0
Z |Zn‘71 < o0,
n=1

I6ytyy kokonainen funktio g, jolla

f(z) = zmcER) H (1 - Z)
n=1 Zn



Weierstrassin tulokehitelma, yleinen muoto

Olkoon f kuten ylla. Talloin I6ytyy kokonainen funktio g ja jono
kokonaislukuja p, > 0, n € N, joilla

=2 z
f(z) = zme82) };[1 E ”(Zn) ,
missa E,(z) maaritelladn kaavalla
Ep(z):(l—z)x{:l, . kun p=0,
exp( k:127) , kunp>0.

Jonon (p,) taytyy tissa toteuttaa ehto

) e 1+pn
> (II) <oo, kaikillar>0
Zn

n=1

m Esim: kaikilla z € C patee

smz—zH< —n2772>:z ﬁ eﬁ(l—%

n=—o00, n#0
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