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Lukujonot

Lukujono on numeroitu kokoelma kompleksilukuja u, € C

Jos n=1,2,...,N jollain N € N, on jono darellinen ja sen
pituus on N. Talléin merkitaan (uy, ua, ..., uy) tai (u,)N_;

m Jos n € N, on jono déaretén.

Tallsin merkitadan (u, up, . ..) tai (up)neN

m Jos on selvaa, mistd indeksijoukosta on kyse, merkitdan jonoa

pelkastaan (up)

m Aaretdn lukujono suppenee kohti kompleksilukua z € C, jos

limp—o0 |un — 2| = 0 ja tatad merkitdan lim,_ oo Uy, = z



Suppenevat lukusarjat

m Adrettdmasta lukujonosta (up)nen muodostetaan sen
osasummien jono (sy)nen kaavalla

N
SN = Z [
n=1

m Jos osasummien jono suppenee, sanotaan ettd lukujonosta
(un)nen muodostettu sarja suppenee, ja talléin merkitaan

o) N

up, = lim sy = lim u
Z n N—oo N%ooZ n
n=1 n=1

Virhetta, joka tehdaan tassad approksimoitaessa sarjan
summaa S osasummalla sy kutsutaan sarjan jddnndstermiksi:

S—sy=lim <Zun néun>_2un

n>N



Hajaantuvat lukusarjat

m Jos osasummien jonolla (sy) ei ole raja-arvoa, sanotaan

o0
ettd sarja > u, hajaantuu
n=1

m Jos jono (sy) on reaalinen ja kasvaa rajatta, se hajaantuu.
Tallgin siis sy — 0o, kun N — oo, ja tatd merkitaan

00
Zu,, =
n=1

m Vastaavalla tavalla voidaan reaalisille sarjoille merkitd myos

[e9)
> = o
n=1

Tata tarvitaan suhteellisen harvoin.



4 Geometrinen summa ja sarja

Geometrisen sarjan osasummille patee

N— _aN
Zlq": L. kung#1,
0 N, kung=1.

Geometrinen sarja suppenee jos ja vain jos |g| < 1, ja talldin sen
summa saadaan kaavasta

> 1
an:ﬁv gl <1.
n=0



Sarjojen perusominaisuuksia

Suoraan maaritelmista ja raja-arvojen laskusdanndista saadaan:

[&.°] [&.°]
1 Jos Y up,=s, niin > au, = as kaikille vakioille a € C.
n=1 n=1

o0 o0 o0
2 Jos Y u,=sja > vp=t, niin Y (up+vy)=s+t.

n=1 n=1 n=1

[&.°]
3 Jos > u, suppenee, niin lim u, =0.
n=1 n—oo
(Silld up =sp —sp—1 > s—s=0, kun n — 00.)

o0
4 Jos jono (up) ei mene nollaan, kun n — oo, niin sarja Y. u,
n=1

hajaantuu.

Huom: Ominaisuutta Ii_)m u, = 0 tutkimalla voi tarkistaa vain
n o0

hajaantuuko sarja, silld siitd ei suoraan seuraa, ettd sarja suppenisi.



6 Cauchyn suppenemisperiaate

(e8]
Sarja Y up suppenee, jos ja vain jos
n=1

kaikilla € > 0 l6ytyy raja-indeksi N € N, jonka jalkeen

|uj + Upp1 + -] < e, kun k> j > N;

m Taman suppenemistestin etu verrattuna tuloksen
limy_oo Sy = S todistamiseen on, etta sit3 varten ei tarvitse
yrittda arvata mitd arvoa S kohti jono suppenee

m Muuten testin kayttdminen on ldhes yhtad hankalaa kuin rajan
todistaminen suoraan. Myohemmin tulee helpommin
kaytettavia suppemenistesteja, jotka toimivat
tietyissa erikoistapauksissa



7 Positiivitermiset sarjat

Jonon (u,) muodostamaa sarjaa kutsutaan positiivitermiseksi, jos
up > 0 kaikilla idekseilla n.

Positiivitermisilla sarjoilla on seuraavat erikoisominaisuudet:
m Osasummien sy muodostama jono on aina kasvava
[ee] [ee]
m ) u, joko suppenee tai Y. u, = o0
n=1 n=1
m Positiivitermisen sarjan termit voi aina jarjestda uudelleen:
Jos p: N — N on bijektio eli permutaatio, patee

[e.e] [e.e]
kzl Up(k) = Zl u,, myods silloin jos summa antaa darettéoman
= n—

m /teroidussa positiivitermisessd sarjassa voi
summausjarjestyksen aina vaihtaa:

0o 00 oo oo
Zzun,kzzzun,k

n=1 k=1 k=1n=1



Vertailuperiaate

m Jono (v,) on jonon (up) majorantti, jos v, > up

m Jono (v,) on jonon (up) minorantti, jos v, < up,

Vertailuperiaate

Olkoot (up) ja (vn) positiivitermisia jonoja ja I8ytyy vakio C > 0, jolla
(Cv,) on jonon (u,) majorantti jostain indeksistd Ny alkaen, eli

u, < Cv,, kun n > Ny .
o0 o0

1 Jos Y v, < 0o, niin suppenee myds sarja > up.
n=1 n=1

Kun N > N, sarjan jadnnostermia voidaan arvioida

OSZU,,§CZV,,

n>N n>N
OO o0
2 Jos minoranttisarja hajaantuu, Y u, = oo, patee myés > v, = o0o.
n=1 n=1



9 Cauchyn testi
Oletetaan, etta (u,) on positiiviterminen sarja.
1 Jos loytyy g < 1, jolla (u,)Y" < q kaikilla n,
o0

sarja > u, suppenee ja sen jaannostermille patee
n=1

N+1

q
0< ) up<
n>N l_q

o
2 Jos (u,,)l/” > 1 kaikilla n, on Y u, = .
n=1



10 Cauchyn testi, 2. versio

Olkoon (up) positiiviterminen jono ja p = limsup,_, . ul/™.

o0
1 Jos < 1, sarja > up suppenee

n=1

o0
2 Jospu>1,0on > u,=00
n=1



11 Supremum (sup)

Reaalilukujonon (up) supremum sup, u, eli tarkka yldraja on pienin
luvuista M € R, joilla u, < M kaikilla n.

Jos jonolla ei ole ainoatakaan ylarajaa M, merkitaan sup, u, = co.



11 Supremum (sup)

Reaalilukujonon (up) supremum sup, u, eli tarkka yldraja on pienin
luvuista M € R, joilla u, < M kaikilla n.

Jos jonolla ei ole ainoatakaan ylarajaa M, merkitaan sup, u, = co.

Limes superior (limsup)

Kaikilla reaalilukujonoilla (u,) on jonon limes superior

limsupu, = lim sup u, € RU{—00, 00}
n—o00 N—oco p> N
m Jos jono suppenee, patee limsup,_, . Un = lim,_c0 Up.

m limsup,_, . U, = 00 & |6ytyy osajono (up, )ken joka kasvaa rajatta

m Reaaliluku 2 € R on jonon (u,) limes superior jos ja vain jos
1 kaikilla € > 0 Ioytyy jonon katkaisukohta N, josta eteenpain

up < it +e¢, nZN87

2 ja loytyy osajono (up,)ken jossa ngy1 > Nk ja limg_yoo Un, =



12 Cauchyn testi, 2. versio
Olkoon (up) positiiviterminen jono ja p = limsup,_, . /",
1 Jos pu < 1, sarja Z up suppenee ja loytyy g < 1 siten,
etta sarjan Jaannostermllle patee alkaen jostain indeksista Ny

N+1 q e—NIn(l/q)

[e.°]
2 Jospu>1on > u,=
n=1

o0
3 Jos u =1, voi sarja > u, joko supeta tai hajaantua
n=1



13 d’Alembertin testi
Olkoon u, >0, n € N.

1 Jo
o0
niin sarja Y. u, suppenee ja jadnndstermille pétee
n=1
g/N—"No
Z up < UNO 1= N > Ny

n>N

hajaantuu
n=1



14 Cauchyn integraalitesti

Oletetaan, etta
1 f:[1,00[ = [0, 00[ on vihenevi funktio
2 up,=f(n), kunnéeN

Talloin niin sarja ), u, suppenee tasmalleen silloin kun

/loo f(x)dx < o0

Jos integraali suppenee, voidaan sarjan jadnnostermia arvioida

/oo f(x)dx < Zung/lvoo f(x)dx

N+1 n>N



15 Itseisesti suppeneva sarja

Kompleksiarvoisen jonon (u,) maiardama3 sarja on itseisesti suppeneva, jos
o0
E lup| <00 =
n=1

o0
1 Sarja ) u, suppenee, ja sen jaannostermille patee arvio

n=1
> un| < ful

n>N n>N
2 Sarjan termit voi jarjestaa uudelleen, eli jos p on permutaatio, patee

o0 o0
Z”": Z Up(k)
n=1 k=1

Lisaksi, jos (Un.k)nken On kokoelma kompleksilukuja,

o0 o0 o0 o0
|“n.,k| < 00 = ZZunTk:ZZunyk

1 n=1 k=1 k=1 n=1

M8
M8

3
Il
—
==
Il



16 Vuorotteleva sarja

Vuorotteleva sarja on reaalinen sarja, joka saadaan jonosta, jossa
kahden perdkkaisen termin merkki vaihtuu:

o0

u1—U2+U3—U4—|—U5—u6+...:Z(—l)"_lu,,, up, >0.

n=1

Leibnizin testi
Jos (up,) on positiiviterminen jono, joka vidhenee monotonisesti

o0
kohti nollaa, suppenee vuorotteleva sarja > (—1)""!u, ja sarjan
n=1

jaannostermille patee arvio

Z (—1)"Lu,| < up.

n>N

m Jonon (up) pitaa siis lausetta varten toteuttaa ehdot u, > 0,

Uny1 < upjalimp oo up =0



17 Cauchyn kertosaanto

Oletetaan, ettd jonojen (uy) ja (vn) muodostamat sarja
suppenevat ja ainakin toinen niista suppenee itseisesti. Talloin

Todistuksessa kaytetaan yleistd karakteristista funktiota,

100 e 1, jos ehto P on totta,
Py 0, jos ehto P ei ole totta.



18 Abelin muunnos eli diskreetti osittaisintegrointi

Diskreetti osittaisintegrointi

Olkoot jonot (up) ja (va) annettu. Aina kun j < k patee

k
Z UV = Vi — 1V +Z n— Unt1) Vi

n=j+1

mV, = Z v; vastaa "integraalifunktiota”
i=j
® Uy, — Upy1 = —(Du)p,

missa (Du), = upy1 — u, on diskreetti derivaatta

m Muunnoksen avulla voi esimerkiksi johtaa testeja tallaisten
tulon avulla muodostettujen sarjojen suppenemiselle

m Ks. esim. Dirichlet’n testi ja Abelin testi



19 Funktiosarjat

m Funktiosarja tarkoittaa sarjaa, jonka termit ovat parametrin x
funktioita

m Tarkemmin, jos E on jokin joukko (esimerkiksi C:n tai R%:n
osajoukko) ja u, : E — C, n € N, méarittelevat ne
funktiosarjan

o0

S(x) = Z un(x), x€E

n=1

m Jos sarja suppenee kaikilla x € E, saadaan nain siis
maariteltyd uusi funktio S: E — C



20 Potenssisarjat

Potenssisarja muodostetaan antamalla sen kertoimet
kompleksilukujonona (a,)0 ja sarjan keskipiste zy € C,

S(z) = i an(z—20)"=a0+a1(z—2z0)+...
n=0

Cauchyn—-Hadamardin lause
Potenssisarjalle 10ytyy aina suppenemissidde R > 0, jolla
1 S(z) suppenee itseisesti kaikilla |z — zp| < R,
2 5(z) hajaantuu kaikilla |z — z| > R
Suppemissateen voi aina ratkaista kaavasta

1
Z — limsup |a,|*/"
= HOoplnl
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