Kertausta: derivointisaannot

Olettaen, ettd f, g ovat sopivia analyyttisia funktioita, patee:

(F+g) =f+¢g
(fg) =f'g+fg (Leibnizin saantd)
(f' / _ f/g _ g/f
g g
Eg(f(z)) =g'(f(2))f'(z) (ketjusdantd)
diwf_l(w) = f/(fll(w)) (kaanteisfunktion derivaatta)
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Tason viivaintegraalit

Palautetaan ensin mieleen MAPUsta tuttu tason tavallinen
viivaintegraali.

Tason kayra

Tason kayra on jokin kuvaus r : [a, b] — R2, joka on jatkuvasti
derivoituva.

m Tata voi ajatella fysikaalisesti tasossa liikkuvan hiukkasen
ratana r( ), jossa jokaisella ajanhetkellé t hiukkasen nopeus
r'(t) := &r(t) € R? ja kithtyvyys r’(t) silyvat aarellisina.

Funktion f : R?2 — R viivaintegraali polun r yli

/fdr _/a f(r( )) ¢ ()dt € R?



4 Viivaintegraalin perusominaisuuksia

m Viivaintegraalin arvo sdilyy muuttumattomana kayran
uudelleenparametrisoinneissa

m Voidaan siis periaatteessa aina valita integrointijoukoksi [0, 1]

m Viivaintegraaleja voidaan ottaa myds tason vektorikenttien
F : R2 — R? yli:

/,F'd’ = /b Y Fi(r(t)ri(t)dt

4 j=1.2



4 Viivaintegraalin perusominaisuuksia

m Viivaintegraalin arvo sdilyy muuttumattomana kayran
uudelleenparametrisoinneissa

m Voidaan siis periaatteessa aina valita integrointijoukoksi [0, 1]

m Viivaintegraaleja voidaan ottaa myds tason vektorikenttien
F : R2 — R? yli:

/,F'd’ = /b Y Fi(r(t)ri(t)dt

4 j=1.2

m Funktioille f : R> — R voidaan mairitelld vektorikenttd Vf
kaavalla (Vf); = 0;f ja tdma kentta on konservatiivinen:

Jos r on kayra pisteestd x pisteeseen y, patee

Fly) — F(x) :/er-dr
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Kayriin liittyvia maaritelmia
m Kayrdn r: [a, b] — R? pituus |r| maaritelldan
b
Pl = [ Ie)e.
a
m Kiénteiskdyrdd merkitaan 7
T(t):=r(-t), te[-b,—a

m Kiyriketju R on kayrien r;, i = 1,2,...n, jarjestetty
kokoelma, merkitddn R := ri+ro+---+r,.

Viivaintegraali kdyraketjun yli maaritelldan sen
osaviivaintegraalien summana

[ rar=>" [ far,
R i=17"i
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Tason polut ja niiden viivaintegraalit

m Polku P = ri+ro+---+r, on kiyriketju, jossa ketjun
seuraava kayra lahtee aina edellisen kayran paatepisteesta
m Kaikki murtoviivat ovat polkuja

m Viivaintegraali polun otetaan kuten kayraketjuissakin, eli

/fdP::Z Fdr;
P i=17"i

m Polku P on suljettu, jos sen paatepiste on sama kuin
lahtopiste. Talloin merkitaan viivaintegaalia

j{fdP.
P

& . . .
m Polun P kidanteispolku on P := ?,,—i— e —1—724—71. Aina

patee
(_
}fdpz—/fdp
P P



7 Analyyttisen funktion rakentaminen annetusta

harmonisesta reaali- tai imaginaariosasta
Olkoon f analyyttinen alueessa ( ja tunnetaan siitd sen reaaliosa
u=Ref.

Talléin u = Ref ja v=1Imf ovat harmonisia ja toteuttavat
CR-yhtélét. Mitd muuta voidaan sanoa imagindariosasta v?



7 Analyyttisen funktion rakentaminen annetusta

harmonisesta reaali- tai imaginaariosasta

Olkoon f analyyttinen alueessa ( ja tunnetaan siitd sen reaaliosa
u=Ref.

Talléin u = Ref ja v=1Imf ovat harmonisia ja toteuttavat
CR-yhtélét. Mitd muuta voidaan sanoa imagindariosasta v?

Reaaliosa maaraa analyyttisen funktion imaginddriosan vakiota
vaille yksikasitteisesti:

m Jos P on polku pisteestd zy = (xo, o) pisteeseen z = (x,y) alueessa
Q, seuraa CR-yhtaloista

v(x,y) = co+/P Kcl’ ‘01) VU] .dP

m Patee myos toisinpain

u(x,y)—c0+/P[<_°1 (1)) VV] .dP
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Kompleksitason viivaintegraalit

Kompleksifunktion f viivaintegraali polun ~ yli

Kun v : [a, b] — C on kompleksitason kéyra, maaritellaan

/fdz—/f thC

Jos v = y1+72+ - - - +7, on kompleksitason polku, maaritellain
n
/ fdz = Z fdz
7

=177

Jos polku ~ on suljettu, merkitdan tata integraalia yleensa

]{fdz
v
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Viivaintegraalin perusominaisuuksia

m Kompleksitasonkin viivaintegraali on lineaarinen:
Kun «, 8 € C, f, g ovat kompleksifunktioita ja v on polku,

/(af-i—ﬁg)dz:a/fdz—kﬂ/gdz

m Integraalin modulin arvoa voi helposti arvioida ylospéin

fdz

/|f DI (8)lde < ML,

jossa M on funkt|on f modulin maksimi polulla v ja L :=|vy| on
polun pituus. Ensimmaista epayhtal6a merkitdan usein

< / fl1dz],  |dz| = [v()dt
Yy

fdz
~

m Viivaintegraalin arvo ei riipu polun parametrisoinnista

m Polun « kaanteispolulle % patee

/fdz:—/fdz
5 5



m Polku (t) annetaan usein muodossa, jossa se saadaan
analyyttisen funktion f rajoittumana (eli 16ytyy alue Q C C ja
f € H(Q), joilla y(t) = f(t) kaikilla t € [a, b] C Q). Talléin
voidaan viivaintegraalissa oleva kdyrdn derivaatta laskea f':n
avulla, eli patee v/'(t) = f'(t).

m Esimerkiksi, kun v(t) = a+ R(cost,sint), t € [0, 27]
(= suljettu kayra, joka kiertda kerran pisteen a € C ympari
R-sateista ympyrankaarta pitkin positiiviseen kiertosuuntaan,
eli vastapaivaan) on Eulerin kaavan mukaan ~(t) = f(t),
missd f(z) = a + Re' on analyyttinen funktio, jolle
f'(z) = Rie'?. Saadaan siis 7/(t) = Rie't.



11 Derivaattafunktion viivaintegraalit
m Oletetaan, ettd v : [a, b] — C on polku alueessa Q ja
F e H(Q)

m Talléin sen derivaatta F/ € H(2). Mité osataan sanoa sen
viivaintegraaleista [ F'(z)dz?
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Derivaattafunktion viivaintegraalit

m Oletetaan, ettd v : [a, b] — C on polku alueessa Q ja
F e H(Q)
m Talléin sen derivaatta F/ € H(2). Mité osataan sanoa sen

viivaintegraaleista [ F'(z)dz?

Kompleksiderivaatan viivaintegraali

Jos «v on polku, joka kulkee pisteestd z, pisteeseen z; alueessa €,
niin kaikilla F € H(Q) patee

F(z1) — F(z0) = / F'(2)dz

5

Erityisesti, jos polku v on suljettu patee

ﬁF’(z)dz:O



12 Cauchyn lause

m Milloin edellisen kohdan tulos voidaan kaantaa?
Eli, jos f € H(2) niin milloin 16ytyy integraalifunktio
FeHQ),f=F7



12 Cauchyn lause

m Milloin edellisen kohdan tulos voidaan kdant3a?
Eli, jos f € H(2) niin milloin 16ytyy integraalifunktio
FeHQ),f=F7
Cauchyn lause

Oletetaan, ettd 2 on yhdesti yhtendinen alue, v on suljettu polku
Q:ssa ja f € H(Q2). Tallsin

f A2z =



13 Yhdesti yhtenaiset alueet

Kompleksitason alue on yhdesti yhtendinen, jos jokainen alueessa
kulkeva suljettu polku voidaan kutistaa alueen sisalld pysyen
joksikin sen pisteeksi

Ekvivalentteja tapoja ajatella yhdesti yhtenaisyytta:

m Polun "kutistamisessa” ajattele, ettd se muuttuu
kuminauhaksi, joka yrittda romahtaa kasaan

m Kompleksitason alue on yhdesti yhtendinen, jos sen sisalla ei
ole "reikia"

m Kompleksitason alue on yhdesti yhtenainen, jos ja vain jos
mitka tahansa kaksi sen polkua voidaan jatkuvasti muuntaa
toisikseen pysyen alueen sisalla



Esimerkkeja yhdesti yhtenaisista alueista:
m Koko kompleksitaso C, kaikki puolitasot ja kaikki avoimet
kiekot B.(zo)
m Kompleksitason "nauhat”, esim. {z€ C|-1 <Imz < 1}

m Jos I6ytyy zp € €, jolla kaikki janat zy — z sisdltyvat Q:aan
("tdhden muotoinen alue”, engl. star domain)

m Jos kompleksitasosta poistetaan suoran puolikas, jaa jaljelle
yhdesti yhtenainen alue

m Jos avoimesta kiekosta poistetaan jana, jonka lahtopiste on
kiekon sisalla ja paatepiste kiekon reunalla, jaa jaljelle yhdesti
yhtendinen alue

Esimerkkeja alueista, jotka eivdt ole yhdesti yhtenaisia:

m Alue, josta on poistettu aarellinen maara sen pisteita

m Kompleksitaso, josta on poistettu darellinen jana

m Avoin kiekko, josta on poistettu sen sisalla kulkeva jana



15 Cauchyn lauseen seurauksia

Oletetaan, ettd Q on yhdesti yhtendinen alue f € H(Q).

1 Jos 1 ja 2 ovat joukossa €2 kulkevia polkuja, joilla on samat
lahto- ja paatepisteet, patee

Ll f(z)dz:[mf(z)dz.

2 Loytyy integraalifunktio F € H(Q), jolla F' = f. Tallgin
jokaisella alueessa € pisteestd zy lahtevalla ja pisteeseen z;
paattyvalla polulla ~ patee

Al = Fa) = / AzZ)dlz.

v



16 Polun muokkaaminen Cauchyn lauseen avulla
m Qg :=C)\ {0} e ole yhdesti yhteniinen
m Silti jokaisella f € H(€p) on integraalin

ji R f(z)dz

arvo riippumaton siteestd R > 0, kun vg(t) = Re't, t € [0, 27]



16 Polun muokkaaminen Cauchyn lauseen avulla
m Qg :=C)\ {0} e ole yhdesti yhteniinen
m Silti jokaisella f € H(€p) on integraalin

ji R f(z)dz

arvo riippumaton siteestd R > 0, kun vg(t) = Re't, t € [0, 27]
m Cauchyn lause = fvs f(z)dz =0, kun +° := 7,5?24}754}?7?1%7;

= f(z)dz = lim / f(z)dz = lim / f(z)dz = f(z)dz
e—0 e £
VR Vi YRy

VR, e—0

” C) 7 C Q1 :=C\ [0,00[ C Qo




17 Kiertoluku

Olkoon -~ tason suljettu polku ja a jokin polkuun kuulumaton
kompleksitason piste. Talldin maaritelladn polun ~ kiertoluku
pisteen a suhteen integraalina

1 1
Ind,(a) := —j{ dz
g

2mi Z—a

m Kiertoluku on aina kokonaisluku. Sen suuruus kertoo montako
kertaa kdyra y yhteensa kiertaa pisteen a ympari ja sen
merkki kertoo kiertosuunnan (positiivinen kiertoluku
tarkoittaa kiertoa vastapaivaan, negatiivinen myotapaivaan)

m Kun kompleksitasosta poistetaan kayran ~ pisteet, jaa jaljelle
avoin joukko. Kiertoluku Ind, sailyy vakiona jokaisessa taman
avoimen joukon yhtendisessd osajoukossa

m Loytyy R > O siten, ettd kayra ~y sisaltyy kokonaan avoimeen
kiekkoon Bg(0). Kiertoluku on nolla kaikilla taméan kiekon
ulkopuolella olevilla pisteilla
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