1

z+z*

(z122)" = 2125

z |z

Kertausta: kompleksikonjugaatti

Im z

(z1 + 22)"
|22

21
22




2 Kertausta: Kompleksitulos napakoordinaattiesitys

m Kirjoitetaan z1, z» € C napakoordinaateissa:
z1 = r(cosp1 +ising1), zo = r(cosyy +isings).
Tasta saadaan uusi esitys tulolle z; 25, silla
7129 = nra(cos(p1 + p2) +isin(e1 + v2))

m Niain ollen |z1z2| = i ja w1+ @2 € arg(z122)

m Eli kompleksilukujen tulon voi laskea kertomalla niiden
modulit ja laskemalla vaiheet yhteen



3

Kertausta: Kompleksijuuret

m Seuraus: yhtdlon w" = z ratkaisut, eli juuret w = /z, ovat

w = r(cos p + isin )

Arg z
r=lwl =27, o=

v m=01,...,n-1
n

m Esim. 1.8:ssa lasketaan juuret v/—2 — 2i = {wp, wq, wo}




m Joissain erikoistapauksissa juurille 1oytyy myos esitys
tavallisten nelio- ja korkeampien juurten avulla.
m Esim. koska

(D=7 (D=

cos (_117r> :—1+\/§ sin (_117r> :1_7\/§
12 22 12 22
voidaan ylla olevat juuret kirjoittaa myos muodossa
wp=1-—1i
wy = % (—1+\f3+i(1+\f3))

szé(—lf\/ngi(lf\@))



5

Kompleksimuuttujan alkeisfunktiot

Kompleksifunktio on kuvaus f : U — C, jossa U C C

m Sen reaaliosa on u: U — R, joka maaritellaan
u(z) =Ref(z), ze U

Sen imaginaariosa on v : U — R, joka maaritelldan
v(z) =Imf(z), ze U

Talloin merkitdan u = Ref, v=Imfjaf=u+iv



6

Polynomit

m Kompleksifunktio P, : C — C, missa n € Ng, on n:n asteen
polynomi, kun

n
P.(z) = Zajzj =agtaz+---+az", zeC,
=0
jossa aj € C kaikilla j ja a, # 0.

m Jos a, = 0, on P, edelleen polynomi, mutta jotain alempaa
astetta.

m Tissd on mairitelty z0 := 1 kaikilla z € C



7

Kompleksitason eksponenttifunktio

m Reaalinen eksponenttifunktio exp : R — R, toteuttaa
: d
derivaattakaavan - exp(x) = exp(x)

Arvoa e := exp(1) ~ 2.718 kutsutaan Neperin luvuksi

Merkitaan myos exp(x) = e~

m Maaritellaan kompleksiarvoinen eksponenttifunktio kaikille
z = (x,y) kaavalla

exp(z) = exp(x +1y) := ¢*(cos y +isiny)

m Saadaan tavallisen eksponenttifunktion laajennus
kompleksitasoon kuvaukseksi exp: C — C



eksponenttifunktion maaritelma

exp(z) = exp(x +1iy) := ¢*(cosy + isiny)

m Kun x = 0 saadaan maaritelmasta tarkea Eulerin kaava

e =cosy +isiny|, yeR,

ja sen erikoistapauksena, kun y = m, Eulerin identiteetti:

" 4+1=0].

lexp(2)| = e®°Z,  TImz € arg(exp(2)).



m Tarkeimpia laskusaantoja: kun z,w € Cja ke Z

_ _ . 1
e il =7 =e0=1 = eZ#OJaez:—z
e

ez—|—127r/< — 7

m Viimeisesta yhtalosta ndemme, ettd exp(z) on 27i-periodinen
funktio eli se on 27-periodinen imaginaariakselin suuntaan.



10 Sinin, kosinin ja hyperbolisten funktioiden
laajennukset

m Laajennukset maaritellaan eksponenttifunktion avulla: z € C,

L 1 iz —iz . . iz —iz
cosz = 2(e +e %) sinz := 2i(e —e %)
1 z -z : 1 z -z
coshz := §(e +e7 %) sinhz := E(e —e7%)
m Tavalliset laskusaannot periytyvat:
cos?z +sin2z =1, cosh? z — sinh? z = 1, jne.
m Lisaksi, esim.
cosh z = cos(iz) sinh z = —isin(iz)

cos z = cosh(iz) sin z = isinh(iz)



11 Alkeisfunktioiden rationaaliversiot

Rationaalifunktiot

Jos P, ja Qn, ovat polynomeja, maaritelldan rationaalifunktio R(z):

kaikilla z € C, joilla Qm(z) #0,

R = Gn )

jolloin P, on rationaalifunktion osoittaja ja Q, sen nimittaja.

m Jos @, on astetta m > 0, on nimittdjan nollakohtia vahintaan
yksi ja korkeintaan m (eri) lukua. (algebran peruslause)

m Vaikka polynomit onkin maaritelty koko kompleksitasossa,
puuttuu rationaalifunktioiden maarittelyjoukosta aina jotain
sen pisteita



m Trigonometristen funktioiden rationaaliversiot antavat maaritelmat

sinz

tanz := kaikilla z € C, joilla cosz # 0
COSs z
= z;éig—&—%rk, kez
cotzi= 2% funsinz#0 & z#7k keZ
Sinz

m Vastaavat hyperboliset funktiot maaritellaan

inh
tanhz := z‘;"shzz kun coshz £0 & z # iig tionk, keZ
h
cothz := c<.)s z kun sinhz#0 & z#ink, ke Z
sinh z

m Joskus vastaan tulee myds kosekantti (csc) ja sekantti (sec)

1 1
cscz = —, secz 1=
sinz cos z

ja niiden hyperboliset vastineet (sech ja csch).



13 Alkeisfunktioiden kaanteisfunktioita

Kaanteiskuvaus

Kuvauksen F : X — Y kaanteiskuvaus on kuvaus G : Y — X, jolle
patee G(F(x)) = x ja F(G(y)) =y kaikilaxe XjayeY

m Kaikilla kuvauksilla F ei ole kaanteiskuvausta, mutta jos
sellainen 1oytyy, on se yksikasitteinen: talloin sanotaan,
ettd kuvaus F on kiintyva ja merkitiin F~1:= G

m Jos F on kiantyvi, on myos F~! kiintyva ja sen
kaanteiskuvaus on alkuperainen F

m Vaikka F itse ei olisikaan kaantyva, voidaan siita rakentaa
kaantyvia kuvauksia sen 1ahto- ja maalijoukkoa sopivasti
rajoittamalla

m Naita yhdistelemalla saadaan moniarvoisia funktioita, jota
ovat usein hyodyllisia yhtaloiden ratkaisujen esittamisessa.



14 Logaritmi
Kompleksilogaritmit

Kun z € C on annettu, kerataan kaikki yhtalon e = z ratkaisut w
joukoksi In z, jota kutsutaan z:n kompleksilogaritmien joukoksi tai
vain (kompleksi)logaritmiksi

Inz:={weCl|e" =2z}
m Kun z #0,

Inz={Inz+i2rk|k ez},

jossa

Ln(z) :=|In(z) := Ln |z| +iArg(2)

on logaritmin paahaara (molempia notaatioista kaytetaan)

m Yhtalolla e = z, z # 0, on aarettoman monta ratkaisua,
jotka saadaan paahaaran ratkaisusta imaginaariakselin
suuntaan 27:n mittaisin askelin ylos ja alaspain



Logaritmin padhaaran Ln(x + iy) reaaliosan (vasen kuva) ja
imaginaariosan (oikea kuva) kuvaajat:

e |7
1\0

Paahaara on tavallisen logaritmifunktion laajennus
kompleksitason kuvaukseksi C \ {0} — C

Re Ln(z) on jatkuva funktio lukuun ottamatta singulariteettia
origossa

Im Ln(z):lla on ep3jatkuvuus koko negatiivisella
reaaliakselilla, eli kun z <0



16 Yleinen potenssi z*

m Jos z, w > 0, madriteltiin z* = exp(w Ln z)

m Jos z,w € C, edelleen maaritellaan kompleksilukujen
potenssin paahaara

W eWlnz — ew(Ln|z|+1/—\rgZ)’ P 7& 0

m 0" =0 kun w € N, polynomeissa ja potenssisarjoissa 0° = 1,
ja muuten 0% jatetaan maarittelematta

m Yleisesti, zIW} (= ewInz ¢

A= {ew(mz'ﬁ%k) ‘ k € Z} = {z""eihkW ’ k e Z} , z#0



Kun n € N ja z # 0 patevat seuraavat tulokset

a2 = {Z"} ja A-nt — {(Zfl)n}

m Kuten aiemmin, z{1/7} sisiltas kaikki juuret v/z, eli
yhteensa n eri arvoa. Myos juuren padhaara vastaa
kompleksipotenssin paahaaraa

m e” = exp(z), eli exp(z) vastaa kyseisen kompleksipotenssin
paahaaraa.

m Kaava z{"}alw} = (za){"} pitee joukoille, mutta
z%a" = (za)" on yleisesti totta vain jos a > 0

m z%z% = z%tW pishaaralle, mutta yleensi joukkoina
2wl W'} £ ww'}



18 Arkus- ja areafunktiot

Seuraavaa algoritmia voi kayttaa

m trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden
kaanteisfunktioiden etsimiseen

m joidenkin muidenkin alkeisfunktioita sisaltavien yhtaloiden
ratkaisemiseksi

1 Esitetaan ensin haluttu funktio eksponenttimuodossa
2 Valitaan muuttujaksi yhtalossa esiintyva eksponentti,
esimerkiksi u = €7 tai u = e'.
Talléin e 2 = 1/u taie 2 = 1/u
Ratkaistaan yhtalo u:n suhteen
4 Kirjoitetaan z u:n funktiona logaritmia kayttden



19 Kompleksitason avoimet joukot ja alueet

Jatkossa tarvitaan seuraavia luokitteluja kompleksitason
osajoukoille:
m Kun zp € C ja € > 0 on vastaava
m avoin kiekko B.(z)) = {z € C||z — z| < ¢}
m kiekon reuna 0B.(zp) on ympyrankaari {z € C||z — z| = ¢}
m suljettu kiekko yhdiste B.(z0) = {z € C||z — z| < &}
m 2 on avoin, jos jokaista zy € € kohden Ioytyy jokin e-sdteinen
kiekko, joka kuuluu Q:aan

m Joukko Q2 C C on yhtendinen, jos sen mielivaltaiset pisteet
z,w € Q voi yhdistda murtoviivalla, joka sisiltyy Q:aan

m Q C C on alue, jos se on avoin ja yhtendinen



Esimerkkeja alueista:
m Koko kompleksitaso C ja kaikki sen avoimet kiekot B.(zp)
m Kahden alueen yhdiste on alue, jos niilla on yhteisia pisteita

m Jos alueesta poistetaan aarellinen maara pisteita, jaa jaljelle
aina alue

m Jos alueesta poistetaan sellainen joukko pisteita, etta joukon
pisteiden valinen etaisyys ei mene koskaan nollaan, jaa jaljelle
aina alue.

Esimerkiksi joukot C \ {27k | k € Z} ja C\ {i27wk | k € Z}
ovat alueita, silla poistettavien joukkojen kahden pisteen
etaisyys on aina vahintaan 2.



Esimerkkeja alueista (jatkoa...)
m Puolitasot, jotka saadaan pisteista jonkin suoran toiselta
puolelta

Esimerkiksi saadaan nain ylipuolitaso {z € C|Im z > 0},
alapuolitaso {z € C|Im z < 0}, seka oikea ja vasen puolitaso,
{z€C|Rez>0}ja{ze C|Rez <0}

m Jos kompleksitasosta poistetaan jokin aarellinen jana, tai
puolikas suora, jaa jaljelle alue.

Esimerkkeja avoimista joukoista, jotka eivat ole alueita:
m Kahden alueen yhdiste, jos niilla ei ole yhteisia pisteita.

m Kompleksitaso, josta on poistettu kokonainen suora.
Esimerkiksi yl3- ja alapuolitason yhdiste {z € C|Im z # 0} ei
ole alue.



22 Jatkuvuus ja jonojen suppeneminen C:ssa

m Kompleksilukujonon (w,) suppeneminen kohti kompleksilukua z
maaritellaan:

W, = 29, kunn—o00 < lim |w,—2z|=0
n— o0

Rew, = Rez ja
Im w, — Im z
m Kunf:Q—C, w,z € QjazeC, kirjoitetaan
Jmo f(w)=z

< f(w,)— zainakun w, €Q, neN, jaw, =z

= f on jatkuva pisteessa zy € Q
< lim f(w) = f(z)
w—2Zp

<  Ref jaImf ovat jatkuvia pisteessa z



23 Osittaisderivaatat

Olkoon tasta eteenpain Q C C avoin ja epatyhja ja f : Q — C

Funktiolla f on osittaisderivaatta pisteessa zg € Q2 suuntaan z € C
< funktiolla g(t) := f(z + tz), t € R, on derivaatta pisteessd t = 0
< reaalifunktioilla Re g(t) ja Im g(t) on derivaatat pisteessd t =0



23 Osittaisderivaatat

Olkoon tasta eteenpain Q C C avoin ja epatyhja ja f : Q — C

Funktiolla f on osittaisderivaatta pisteessa zg € Q2 suuntaan z € C
< funktiolla g(t) := f(z + tz), t € R, on derivaatta pisteessd t = 0
< reaalifunktioilla Re g(t) ja Im g(t) on derivaatat pisteessd t =0

m Vastaa samoja tason R? kuvausten kisitteita

m Koordinaattiaskelien 1 = (1,0) ja i = (0, 1) suuntaan saadaan
osittaisderivaatat

Oif(x +iy) = 0. f(x,y) = ,_!'E}) f(x + f+l}/3 — f(x+iy)
OaF(x i) = B, (x,y) = tim [EHIV D) 2T )




24 Kompleksiderivaatta ja analyyttisyys

Kompleksiderivaatta
f on (kompleksi)derivoituva pisteessa zy € €2 jos raja-arvo
. f(w) — f(z
L f(w) — (z0)
w—rZy w — ZO
on olemassa. Talloin raja-arvoa kutsutaan funktion f derivaataksi

pisteessa zp ja merkitaan

f'(z0) := lim M

w—rZp w — ZO

m f on derivoituva pisteessd zy derivaatan arvolla f'(z) tasmilleen
silloin kun kaikilla kompleksilukujonoilla (h,), joilla h, # 0 ja
20 + h, € Q, patee

(20 + ha) — F(20) — F(20)hs]
[ha] -




m Jos f : Q — C on derivoituva jokaisessa pisteessa zy € €2,
kutsutaan sita analyyttiseksi eli holomorfiseksi funktioksi
joukossa

m Kiintedn avoimen joukon Q C C kaikkien analyyttisten
funktioiden kokoelmasta kaytetaan merkintaa H(Q2)

(H = holomorfinen)

m Kaytetaan lyhennysmerkintana:

"fe HQ) <
"f on kompleksiarvoinen ja -derivoituva funktio joukossa 2".



26 Derivointisaantoja

Derivointi sailyttaa analyyttisyyden

feH(Q) = f eH)
(Vastaava tulos suunnatuille derivaatoille e/ ole totta!)

Muuten kompleksiderivaatalle patee hyvin samanlaisia
laskusaantoja kuin reaalifunktioiden derivaatoille.
1 f,g € HQ)
= f+geHQ)ja(f+g)(2)="F(2)+&'(2)
2 f,g € HQ)
= fg € H(Q) ja (fg)'(z) = '(2)g(2) + f(2)g'(2)
(tulon derivaatta eli Leibnizin sdantd)



3 Yhdistetyn kuvauksen ketjusaanto:

Jos f € H(Q2), Q1 C C on avoin ja () C Q1, g € H(1),
patee yhdistetylle kuvaukselle h(z) = g(f(z))

he HQ) ja H(z)=g'(f(2))f'(z) kaikillaze Q.



3 Yhdistetyn kuvauksen ketjusaanto:

Jos f € H(Q2), Q1 C C on avoin ja () C Q1, g € H(1),
patee yhdistetylle kuvaukselle h(z) = g(f(z))

he HQ) ja H(z)=g'(f(2))f'(z) kaikillaze Q.

Koska g(z) = 1/z on analyyttinen maarittelyjoukossaan, seuraa
kohdista 2 ja 3 hyodyllinen rationaalifunktiotulos:

4 Olkoot fi,f, € H(R2). Oletetaan, ettd Q¢ C Q on avoin ja
f(z) # 0 kaikilla z € Q. Talloin
fi 1
— € H(Qp), erityisesti aina — € H(Qyp).
f> f>
Eli kaksi analyyttista funktiota voi jakaa keskenaan ja

analyyttisyys sailyy, kunhan muistaa poistaa kaikki nimittajan
nollakohdat.



5 Jos Q on alue ja f € H(), on joukko f(£2) joko myds alue
tai sisaltaa vain yhden pisteen.
6 Olkoon Q alue ja f € H(Q2) on injektiivinen eli f(z) # f(w)
kun z # w. Talloin
i) E:=f() on alue
i) f'(z) # 0 kaikilla z € Q
iii) Kaanteiskuvaus g : E — Q on analyyttinen ja

kaikilla w € E .

, B 1
€)= Filg(w))

Eli, jos jossain alueessa madaritelty analyyttinen funktio on
kaantyva, on sen kaanteiskuvaus myos analyyttinen.



29 Cauchyn—Riemannin yhtalot (CR—yhtalot)

Olkoon f :  — C differentioituva tason kuvauksena
pisteessa zg = x + iy.
1 Milloin se on lisaksi analyyttinen?

2 Jos se on analyyttinen, milta sen osittaisderivaatat nayttavat?



2 Jos funktio f on analyyttinen pisteessa zp = (x,y), niin sen
reaali- ja imaginaariosa u ja v toteuttavat aina

Cauchyn—Riemannin yhtalot

du(x,y) _ovixy) o
Ox = 8y =Ref (Zo)

ov(x,y) = Oulx,y) .
v oy Im 7'(z)




1 Myos kaanteinen tulos patee:

Olkoon Q C C avoin ja funktio f : Q — C differentioituva
joukon 2 jokaisessa pisteessa. Tallgin

FeHQ) & {ax” =0V aikilla (x,y) € 0

Oyu = —0kv

m Nain ollen CR-yhtaloita voidaan kayttaa tutkimaan onko jokin
annettu funktio f analyyttinen



32 Harmoniset funktiot

m Jatkuvaa reaalifunktiota F : Q C R?> — R kutsutaan
harmoniseksi, jos se on toteuttaa differentiaaliyhtalon

V2F(x,y) = 02F(x,y) + 2F(x,y) =0, (x,y) €.

m Jos f € H(Q2), ovat u = Ref ja v =Imf molemmat
harmonisia funktioita joukossa Q, eli V2u = 0 = V2v joukon
jokaisessa pisteessa.

m Tata tietoa voi kayttaa osoittamaan, etta jokin annettu
kompleksifunktio ei ole analyyttinen:
m Jos f:n reaali- tai imaginaariosa ei ole harmoninen, ei se voi
olla analyyttinen
m Jos jokin annettu reaalifunktio u ei ole harmoninen, ei se voi
olla minkaan analyyttisen funktion reaali- eikd imaginaariosa
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