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Kompleksiluvut: motivaatio

Alkuperainen motivaatio:

m Kaikilla reaalikertoimisilla polynomiyhtaloilla ei ollut ratkaisuja
reaalilukujen joukossa R:
Esimerkiksi ei I6ydy reaalilukua x, jolle x> +1 =10

m Ratkaisu: "lisataan” reaalilukuihin uusi alkio "i", joka
toteuttaa kertolaskusiannon i2 = —1 (tilldin i ei voi olla
reaaliluku)
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Kompleksiluvut: motivaatio

Alkuperainen motivaatio:

m Kaikilla reaalikertoimisilla polynomiyhtaloilla ei ollut ratkaisuja
reaalilukujen joukossa R:
Esimerkiksi ei I6ydy reaalilukua x, jolle x> +1 =10

m Ratkaisu: "lisataan” reaalilukuihin uusi alkio "i", joka
toteuttaa kertolaskusiannon i2 = —1 (tilldin i ei voi olla
reaaliluku)

Osoittaunut erittain hyodylliseksi laajennukseksi, sovelluksia
m Fysiikassa: aaltoyhtalon ratkaiseminen Fourier-muunnoksen
avulla, Schrodingerin yhtalo, . ..

m Matematiikassa: algebran peruslause, analyyttisten
funktioiden teoria, matriisien diagonalisointi, . ..



Kompleksiluvut: algebrallinen maaritelma

Algebrallinen maaritelma

Olkoon i = imaginéariyksikkd. Sovitaan, ettid i = —1 € R ja
muuten kaikki normaalit reaalilukujen laskusaannot patevat.

C = nain saatujen kompleksilukujen joukko

Jokainen z € C voidaan esittaa kahden reaaliluvun x, y avulla
muodossa z = x + iy

m Summalle patee:

z1+2=(x+in)+ (e +iy) = (x1 +x) +ily1 + y2)

Tulolle patee:

2120 = (x1 +iy1)(x2 +iy2) = (x1x2 — y1y2) +i(x1y2 + x2y1)
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Kompleksiluvut: geometrinen maaritelma

Geometrinen maaritelma

Olkoon C = reaalilukuparien (x, y) € R? kokoelma.
Samastetaan x-akseli reaalilukujen R kanssa ja y-akseli puhtaiden
imaginaarilukujen iR kanssa.
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Kompleksiluvut: geometrinen maaritelma

Geometrinen maaritelma

Olkoon C = reaalilukuparien (x, y) € R? kokoelma.
Samastetaan x-akseli reaalilukujen R kanssa ja y-akseli puhtaiden
imaginaarilukujen iR kanssa.

mzeC = z=(x,y)=x& +yér=x+iy
m Summa ja tulo maaritelldan edellisen sivun kaavoilla

m Esitys myGs napakoordinaateissa: z = (rcos @, rsin )




Kompleksilukujen perusominaisuuksia

Kun z=(x,y) =x+1iy € C on
m Re z := x = z:n reaaliosa

m Im z := y = z:n imaginaariosa

m |z| := /X% + y? = z:n moduli eli itseisarvo. Tama on sama
kuin R2:n vektorin (x, y) normi

m Kolmioepayhtalot patevat: kaikilla z;, 2z, € C,

l|z1] = |2|| < |z1 — 2| < |a1] + | 2|



eenveto kompleksilukujen laskusaannoista
Yht to kompleksilukujen lask t
Kaikilla z, 2/, w € C patee
z+Z)+w=z+(Z +w) z+7Z =2 +z
(z2')w = z(Z'w) zz' =2z
w(z+Z2')=wz+wZ

Lisaksi kompleksiluvuille 0 = (0,0), 1 = (1,0), i = (0,1) ja —1 = (—1,0)
patee kaikilla z € C

z+0=2z 1z==z
z+(-2z)=0 —z=(-1)z
ii= -1

Kaanteisluvut z—! = 1/z mairitellian seuraavan tuloksen avulla.
Jos z # 0, 16ytyy tasan yksi z7 ' € Cjollaz7lz=1.

Nollan kainteisluku "0~1" jatetadn miarittelemattd (se antaa formaalisti
darettoman).
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Kompleksiluvun argumentti arg z

m Jokainen tason piste voidaan esittaa napakoordinaateissa
z=(x,y) = (rcosp, rsiny) = r(cos p,siny), jossa r > 0 ja
© € R ovat mika tahansa pari, joilla x = rcosy ja y = rsinyp

m r = |z| on sama kuin z:n moduli
m ¢ on z:n argumentti eli vaihekulma

m Merkitaan kaikkien z:n argumenttien kokoelmaa arg z:lla
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Kompleksiluvun argumentti arg z

Jokainen tason piste voidaan esittda napakoordinaateissa
z=(x,y) = (rcosp, rsiny) = r(cos p,siny), jossa r > 0 ja
© € R ovat mika tahansa pari, joilla x = rcosy ja y = rsinyp

r = |z| on sama kuin z:n moduli
© on z:n argumentti eli vaihekulma
Merkitaan kaikkien z:n argumenttien kokoelmaa arg z:lla

Talloin arg0 =R ja
argz = {po + 27k | k € Z} | kun z #0,

missa (g on mika tahansa z:n argumentti
(seuraa sinin ja kosinin periodisuudesta)
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Argumentin padhaara Argz € |-, 7|

m Kun z # 0, on argumentin paahaara Arg z argumenteista se
joka kuuluu valille |—7, 7r]. Tallgin

argz = {Argz + 2wk | k € Z}

m Kun z =0, ei arvoa Arg z maaritella lainkaan

m Padhaara maarittelee siis funktion Arg : C\ {0} — |—m, 7]
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Argumentin padhaara Argz € |-, 7|

m Kun z # 0, on argumentin paahaara Arg z argumenteista se
joka kuuluu valille |—7, 7r]. Tallgin

argz = {Argz + 2wk | k € Z}

m Kun z =0, ei arvoa Arg z maaritella lainkaan

Pashaara maarittelee siis funktion Arg : C\ {0} — |—m, 7]
m Numeerisissa kirjastoissa usein nimetaan " Arg = atan2”

Eksplisiitinen kaava ks. HT 1.7

m Kun Rez > 0, loytyy helpompi kaava arkustangentin
T T

(paahaaran) arctan : R — ]—7, 7[ avulla:

I
Argz:arctanﬂ7 kun Rez >0
Rez
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Liittoluku eli kompleksikonjugaatti z*

m Kompleksiluvun z = (x,y) = x + iy liittoluku eli
kompleksikonjugaatti on z* := x — iy

m Tason kuvauksena siis (x,y) — (x,—y), joten
kompleksikonjugointi vastaa kompleksitason peilausta
reaaliakselin suhteen




9 de Moivren kaava

m Kirjoitetaan z;,zo € C napakoordinaateissa:
71 = n(cosp1 +ising1), zo = r(cosyy +isings).
Tasta saadaan uusi esitys tulolle z; 2, silla
7120 = rir(cos(p1 + ¢2) +isin(ep1 + ¢2))

m Nain ollen |z1z2| = rim ja 1 + @2 € arg(z122)
Eli kompleksilukujen tulon voi laskea kertomalla niiden
modulit ja laskemalla vaiheet yhteen

m Jos |w| =1 ja Argw = g niin kuvaus z — wz vastaa
geometrisesti vektorin kiertoa origon suhteen kulman ¢g
verran (Harj)



Kun |z| = 1, saadaan n kertaa iteroimalla

de Moivren kaava

(cosp +isin )" = cos np + isin np neN, peR



11 Kompleksijuuret

m Kompleksiluvun z € C n:s juuri (n € N) on mika tahansa
yhtdlon w” = z ratkaisu w € C, jota merkitddn w = {/z

m Jos z =0, on ainoa ratkaisu w =0
m Muulloin juuret voidaan ratkaista de Moivren kaavalla:
Jos w = r(cosp +isiny), z = r'(cosy’ +isiny’), r' >0,
w"=2z <& r"(cosnp+isinnp) = r'(cos¢’ +ising’)

& " =1, cosnp = cos¢' ja sinnp = siny’
/
m
& r:(r')l/”jacp:£+27r—,mez
n n

m Nain ollen kun z # 0 I0ytyy tasan n ratkaisua w € C, jotka
saadaan valitsemalla m=0,1,...,n — 1, tai mitka tahansa
muut n perakkaista kokonaislukua



12 Juurten paahaara ja muita merkintoja

m Juuren padhaara saadaan kun ylla ¢’ = Argz, m=0
Argw=n"tArgz = |Argw|<7/n

m Positiivisille luvuille Argz = 0, joten myos Argw =0, ja
paahaara antaa siis tutun positiivisen juuren arvon

m Paadhaaran ratkaisun tunnistaa myos siita, etta sen reaaliosa
on suurin, eli se on ratkaisuista " oikeanpuolimmaisin” kun ne
piirretdan kompleksitasoon:

Esim. 1.8:ssa lasketaan juuret v/—2 — 2i = {wp, w1, wo}




Monisteessa kaytetaan seuraavia merkintoja:

zl/n Tarkoittaa juuren paahaaraa

vz Tarkoittaa nelidjuuren paahaaraa

/z Tarkoittaa mita tahansa juurista.
Erityisesti siis ¢/z = £1/z

211/} Tarkoittaa kaikkien juurten kokoelmaa. Tille ei ole
mitaan vakiintunutta merkintaa, mutta sita tarvitaan
suhteellisen harvoin
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