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Esipuhe

Tamé luentomoniste perustuu Helsingin yliopistossa vuosina 2015-2016 pidettyihin
Fysiikan matemaattiset menetelmét I -kursseihin. Sisélté pohjautuu pitkélti J. Hon-
kosen samannimiseen oppikirjaan [I], mutta materiaalia on tdydennetty ja painotusta
muutettu peruskisitteiden suuntaan. Vastaava materiaali englanniksi 16ytyy Arfkenin
ja Weberin oppikirjasta [2]. Tulosten matemaattiset todistukset sivuutetaan, mutta ne
kiayddan yleenséd ldpi matematiikan kompleksi- ja Fourier-analyysin kursseilla. Lihes
kaikki téssé esitetyt tuloksen 16ytyvit myos W. Rudinin reaalianalyysin ja funktionaa-
lianalyysin kirjoista [3] [].

Monistetta voi kayttdéd ei-kaupallisiin tarkoituksiin, eli erityisesti kopioida vapaasti
omaan kayttoon kurssimonisteena.



Kéayttoohjeita ja merkint6ja

Monisteessa on mukana my6s lisimateriaalia, jota ei ehditd kdymééan 14pi perusteellisesti luen-
tojen aikana. Kohdat, joihin on lisitty teksti ” (LISA)” sisiltivit hieman harvemmin tarvittavia
tuloksia tai perustulosten tarkennuksia. Néihin tuloksiin kannattaa kylld tutustua, mutta niiden
ulkoa muistamista ei oleteta kurssikokeessa.

Lisdksi osaan tuloksista on lisétty matemaattisia tarkennuksia, jotka tunnistaa merkinnésté
”(MAT)”. Néissd osioissa tdydennetédén matemaattisia yksityiskohtia, kuten tarkennuksia lausei-
den oletuksiin. Tarkennuksista joudutaan kuitenkin joskus kayttédméain matemaattista kasitteistoa,
joka tulee tutuksi vasta myohemmin mahdollisissa matematiikan opinnoissa. Namé osiot voi siis
myo0s huoletta hypéta yli ja palata niihin tarpeen vaatiessa matematiikan opintojen karttuessa.

Monisteessa oletetaan, ettd seuraavat matemaattiset lyhennysmerkinnit ovat tuttuja.

Lyhennysmerkintdji luvuille ja lukujoukoille:

[a,b] Suljettu vili a:sta b:hen, eli niiden reaalilukujen x joukko, joille a < x < b

]a, b] Avoin vili a:sta b:hen, eli niiden reaalilukujen z joukko, joille a < z < b

R Reaalilukujen joukko. Merkitdéin myos R = |—o0, oo[

R? Taso, eli kaksikomponenttisten vektorien joukko. Kun = € R?, on z:n en-

simmé&inen komponentti z; ja toinen komponentti xo ja t&lloin merkitdian
x = (21, 72). Merkitdin myos R? =R x R = {(x,9)|r € R,y € R}

NOTNZZD

Ei-negatiivisten reaalilukujen joukko [0, oo

Luonnollisten lukujen joukko {1,2,...}

Luonnolliset luvut ja nolla, eli joukko {0,1,2,...}

Kokonaislukujen joukko {...,—2,-1,0,1,2,...}

Imaginaariyksikko

Kompleksilukujen joukko {x + iy |z, y € R}

Tyhja joukko, eli joukko jonka alkioiden lukumééré on nolla. Voidaan merkita

my6s & = {}.

Muita matemaattisia merkintoja:

PsqQ

{w|P(x)}
{z e X[ P(z)}

f:X->Y

z € X tarkoittaa, ettd x kuuluu joukkoon X. Kéytetdéin usein lyhennysmer-
kintané, eli "z € R” luetaan ”x on reaaliluku”.

x ¢ X tarkoittaa, ettd x ei kuulu joukkoon X

7A = B” ja”B =: A” molemmat tarkoittavat, etti A mé#ritellddn samaksi
kuin (jo tunnettu) B

Ehdosta P seuraa, ettd ehto () toteutuu

Ehto P toteutuu jos ja vain jos ehto () toteutuu

Joukko, joka koostuu alkioista x, joille ehto ” P(z)” pétee.

Joukko, joka koostuu joukon X alkioista z, joille ehto ” P(x)” pétee. Esim.
la,b[ = {r eR|a < x < b}.

Kuvaus f ldhtojoukolta X maalijoukkoon Y. Tarkoittaa siis sdéntod, jossa
jokaista = € X kohti annetaan f(z) € Y. Esim. f : R — R tarkoittaa tuttuja
reaalifunktioita.

(MAT) Kuvaus f mééritelldéin matematiikassa sen graafin eli kuvaajan kaut-
ta, joka on tulon X x Y osajoukko {(z, f(x))|x € X}. (Vaikka kaikki X x Y':n
osajoukot eivdt ole minkd#in funktion graafeja, kukin osajoukko voi olla kor-
keintaan yhden funktion graafi ja se méérdéd funktion yksikésitteisesti.)

Joukkojen A, B kdsittelyssd kdytettivid merkintdja:

AuB Yhdiste, méédritelldan joukkona {z |z € A tai x € B}
AnB Leikkaus, mééritellddn joukkona {z |z € A ja x € B}
A\B Erotus, méiritelldsn joukkona {x € A|z ¢ B}
AcB A siséltyy B:hen,elize A= 2x€ B
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Luku 1

Analyyttiset funktiot

1.1 Kompleksiluvut

Alkuperdinen motivaatio: Kaikilla reaalikertoimisilla polynomiyht&lGilld ei ollut ratkaisuja re-
aalilukujen joukossa R. Esimerkiksi ei 16ydy reaalilukua z, jolle 2% + 1 = 0. Osoittautui, ettd rat-
kaisuja 16ytyy aina jos ”lisdtdan” reaalilukuihin uusi alkio ”i”, joka toteuttaa kertolaskusddnnon
iZ2 = —1 (tdllsin i ei voi olla reaaliluku).

Tamé laajennus on osoittautunut erittédin hyodylliseksi sekd matematiikassa (algebran perus-
lause, analyyttisten funktioiden teoria, matriisien diagonalisointi, ...) etti fysiikassa (aaltoyht&lon
ratkaiseminen Fourier-muunnoksen avulla, Schrodingerin yhtéls, .. ).

Maédritelmé 1.1 (Algebrallinen) Olkoon i = imaginddriyksikkd!| (engl. imaginary unit). So-
vitaan, ettd > = —1 € R ja muuten kaikki normaalit reaalilukujen laskusdinndt patevit. Olkoon C
ndiin saatujen kompleksilukujen (engl. complex number) joukko.

Osoittautuu, etta jokainen kompleksiluku z € C voidaan esittéa kahden reaaliluvun z ja y avulla
summana: z = x + iy. Talloéin = on z:n reaaliosa, merkitdan "Re z”, ja y on z:n imaginddriosa,
merkitddn ”Im 2”. Esitys reaali- ja imaginéddriosan avulla on yksikésitteinen ja taydellinen, eli jos
z € C, niin aina l6ytyy tasan yksi pari z, y € R, joille z = z+iy. Tdmén takia voidaankin sanoa, ett
C:n alkiot ja tason R? pisteet ovat samastettavissa, ja usein puhutaankin siksi kompleksitasosta C.
Téstéd eteenpéin kéytetdankin kompleksiluvuista myo6s esitysté tason vektoreina, eli jos © = Rez
jay = Imz, niin z = 2 + iy voidaan kirjoittaa my6s muodossa z = (x,%) € R?, vrt. Kuva

Kayttamalld maaritelméan mukaisia tavallisia laskusdéantojd, saadaan kahden kompleksiluvun
z1 = (x1,91) ja 22 = (z2,y2) tulolle kaava

2129 = (21 +1iy1) (2o + ly2) = x129 + 1Y + iYy122 + 2y 90 = (x122 — y1y2) +i(z1y2 + T241)
(1.1)

ja niiden summalle kaava
zZ1 + 29 = (:L‘1 + iyl) + (.702 + iyg) =1+ 29 + iy +iys = (:L‘1 + 1172) + i(y1 + yg) . (12)

Usein onkin parempi ajatella kompleksilukuja tason pisteini ja tastd saadaan konkreettisempi
méaritelmé, jota voi kiyttdd ylld annetun abstraktin algebrallisen version sijasta.

Maiédritelmé 1.2 (Geometrinen) Lihdetidn liikkeelle reaalilukupareista (x,y), eli otetaan C =
{(z,y) | z,y € R}. Identifioidaan x-akseli reaalilukujen R kanssa ja y-akseli puhtaiden imaginddri-
lukujen iR kanssa.

ISuomen kielessi seké imaginidiri- ettsd imaginaari-etuliite ovat hyviksyttavia.
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Rez
naateissa (z = (r cos @, rsin p)).

Kuva 1.1: Kompleksiluvun z = = + iy geometrinen esitys karteesisissa (z = (x,y)) ja napakoordi-

Jos &1 = (1,0) ja &y = (0,1) ovat R%:n yksikkévektorit, identifioidaan siis kompleksiluvut 1 = &,
yhteydessi: kun z = (z,y) € C, pétee

ja i = eéq. Talloin paddytdan samaan esitykseen kuin mistd puhuttiin algebrallisen méaritelméan

z=x€1 +yés =1x+1iy.
Jotta algebrallinen ja geometrinen mééritelmé olisivat yhtépitavit, méaritellddan yhteenlasku C:ssé
kiiyttden kaavaa (1.2) ja kertolasku kaavalla (1.I)). Ni#hdisn, ettid (1.2) vastaa tavallista R2-
vektorien yhteenlaskua:

(z1,91) + (22,92) = (21 + 22,91 + Y2) .
Jos z = («,0) € C, vastaa (1.1)) tavallista vektorin kertomista skalaarilla o € R,

2z = (a,0)(22,92) = (ax2, aya) = (2, 92) ,
ja yleisesti saadaan (|1.1)):sté kertolaskuséinto

(1, 1) (22, y2) = (X122 — Y1Y2, T1Y2 + T2Y1) -

Eli kompleksitaso C vastaa vektoriavaruutta R%, mutta siihen on mddritelty lisiksi ylimddrdinen
kertolaskuoperaatio (1.3]). Kertolasku on selvisti vaihdannainen, eli

(1.3)

221 = (T2,y2) (71, y1) = (T1,91) (T2, 42) = 2122
Yhteenveto kompleksilukujen laskusdannoista 16ytyy taulukosta |1.1

1.2 Kompleksilukujen perusominaisuuksia
Kun z = (z,y) =2 +iye C on

e Re z := z = z:n reaaliosa

e Im 2z := y = z:n imagindiriosa
e |z| == \/22 +y? = z:n moduli eli itseisarvo. Témi on sama kuin R%n vektorin (z,y)
normi. Niin ollen kolmioepayhtialot piteviit: kaikilla zq, zo € C,

[z1] = [22] | < |21 — 22| < |21] + |22] -
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Taulukko 1.1: Yhteenveto kompleksilukujen laskusddnnédisti.

Kaikilla z, 2/, w € C pitee

z+2)+w=2z+ (2 +w) 2+ =2 +z
22w = z2(Z'w 27 =2z
(22") (

w(z +2') = wz + w2’

Lis#iksi kompleksiluvuille 0 = (0,0), 1 = (1,0), i = (0,1) ja —1 = (—1,0) pétee kaikilla z € C

z4+0=2z2 1z =z
2+ (=2)=0 —z=(-1)z
i1=-—1

Kéadnteisluvut 2! = 1/2 mééritelldsin seuraavan tuloksen avulla.
Jos z # 0, 16ytyy tasan yksi 2=t e C jolla 27tz = 1.

Nollan kiinteisluku 701" jitetdin médrittelemiittd (se antaa formaalisti déirettomiin).
Ka#nteisluvun perusominaisuuksia ovat

%;: ab~! = b la, b0
(be) b =ctot, b,c#0
% = % ) b,c#0 (laventamissaanto)
1 1
— =1, =i
-1 i

1.2.1 Kompleksiluvun argumentti arg z ja sen pddhaara Argz € |—m, 7]

Jokainen tason piste, ja néin ollen mikd tahansa kompleksiluku, voidaan esittdd napakoordinaa-
teissa z = (x,y) = (rcosp,rsing) = r(cosp,sin ), jossa r = 0 ja ¢ € R ovat mikd tahansa pari,
joilla & = rcos ¢ ja y = rsin . Tilloin r = |z| on sama kuin z:n moduli, ja lukua ¢ kutsutaan z:n
argumentiksi eli vaihekulmaksi. (Ks. kuva [1.1})

Vaikka moduli r on aina z:n yksikésitteisesti méariadmaé, ei argumentti koskaan ole yksikésit-
teinen. Funktiot cos ja sin ovat 27-periodisia (eli pétee esim. cos(p + 2m) = cos ), joten jonkin
annetun argumentin g lisdksi myo6s jokainen g + 27k, k € Z, kelpaa z:n argumentiksi. Komplek-
siluvun z kaikkien argumenttien joukkoa merkitdin arg z:lla. Trigonometristen funktioiden
ominaisuuksia kdyttden ndhdédan, ettd arg0 = R ja

argz = {@o + 21k |k e Z} , kun z # 0, (1.4)

jossa ¢ on miké tahansa argumentti, eli yhtédloparin Re z = |z| cos pg, Im z = |z|sin ¢ ratkaisu.
Argumentin pidhaara Argz on niistd ratkaisuista se joka kuuluu vilille |—m, 7]. Kun z = 0,
ei arvoa Argz méaritelld lainkaan.

Pidhaara méérittelee siis funktion Arg : C\{0} — ]—m, 7], jota numeerisissa kirjastoissa kut-
sutaan usein nimelld “atan2” (pididhaaran méirittelyvélin, eli funktion kuvajoukon, valinnassa on
joskus eroja, joten se kannattaa tarkistaa erikseen ennen kiyttod). Huomaa, ettd z — argz ei
madrittele tavallista kuvausta, vaan niin sanotun moniarvoisen funktion, silla jokaista z € C koh-
den se antaa vastaukseksi useita kompleksilukuja. Kaavasta ndhdién, ettd kaikilla z # 0
pitee arg z = {Arg z + 27k | k € Z}.
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Jos Rez > 0, saadaan Argz laskettua suoraan arkustangenttifunktion avulla, kidyttden sen
padhaaraa arctan : R — |—7, 7[. Pétee nimittdin

I
Argz = arctan —— , kun Rez > 0.
Rez

Yleinen tapaushan (z # 0) saadaan etsimélld ¢ € |—m, 7], joka toteuttaa yhtéloparin

. _ Rez
{CObgO = T

: _ Imz
sy = Iz

Jos Rez > 0, on oltava cos ¢ > 0, joten silld jakamalla ndhd&an, ettd taytyy aina pated

Imz sing

Rez cosy

Koska tan(p + mn) = tan(yp), kaikilla k € Z, on tilld yhtdlslld enemmén ratkaisuja kuin alku-
perdisell yhtéloparilla. Erés néisté ratkaisuista on ¢g = arctan £22 € |—2, Z[ < |-, 7). Koska
lo| < 5, on siis cosgg > 0, joten vain jos Rez > 0 voi olla Argz = @g. Harjoitustehtévina voi
tarkistaa, ettd tdmé ehto riittdd ja Argz = g aina kun Rez > 0.

Yleisessé tapauksessa saadaan ratkaisu kdyttden funktiota atan2, joka mééritelldéan kaavalla

2 arctan (\/ﬁ) , kuny #0taiz >0,
z2+y? 4z
T, kun z <0jay =0,

atan2(z,y) :=
el méaritelty , kinz=0=y.

T&llsin pétee siis Argz = atan2(z,y) kun z = (x,y) = x + iy € C\{0}. Kaavan johto jdtetiéin
harjoitustehtavéksi.

Esimerkki 1.3 Olkoon z = 1 + i. Etsitadn kompleksiluvun z moduli ja argumentin pééhaara.
Ratkaisu: Nyt z = (1,1), joten Imz = Rez = 1 > 0. Néin ollen voidaan soveltaa ylli olevia
kaavoja suoraan, ja saadaan

|z = V1+1=1/2, Argz:arctanlzg.

1.2.2 Liittoluku eli kompleksikonjugaatti z*

Kun z = (z,y) = x + iy, mééritellddn sen liittoluku eli kompleksikonjugaattﬂ kaavalla z* :=
x — iy. Tason kuvauksena siis (z,y) — (x, —y), joten kompleksikonjugointi vastaa kompleksitason
peilausta reaaliakselin suhteen (Kuva [1.2)). Selviisti

z + 2* z—2z
Rez = , Imz = -
2 2i

Alla muutamia perusominaisuuksia, jotka seuraavat suoraan madritelmistd: kun z, z1, 29 € C,

(z%)* =z, (21 + 22)* = 2§ + 23, (2120)* = 2725 .
Kompleksikonjugoinilla on my6s suora yhteys itseisarvoon, koska
* *

22 =22 = (x4 iy)(z —iy) = 2? — %y =22 +y? = |22,

Tamsén avulla saadaan kaava z # 0:n kédnteisluvulle z71:

" .
_ _ _ _ z x—iy
l=2z"1 = 2Z¥=z*2z"1=zP27! = |z71= =

ERCEE

15N
z

2Matematiikassa liittolukua merkitiin usein ylaviivalla, eli . Fysiikassa tdt4 merkintdd kdytetdin jo monessa
muussakin tarkoituksessa, ja kompleksikonjugointi merkitisn tavallisesti ? z*”.
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A Im 2

z=(z,y)

Rez

)

2" = (x,—y)

Kuva 1.2: Kompleksiluvun z = x + iy konjugaatti z* = = — iy.

Esimerkki 1.4 Ratkaistaan yhtéls Re (1/z) = ¢, jossa ¢ # 0 on annettu reaalivakio.
Ratkaisu: Jos z on ratkaisu, tdytyy erityisesti siis olla z # 0. Merkitiin z = (x,y), ja sovelletaan
yll& olevaa esitystid kadnteisluvulle

1 T — iy T

c=Re—- =Re =
z 2 +y? 2?4 y?
x

22 =0

= w2+y

1 2+ ) 1\2
= xr— — ==
2c y 2c ’

jossa viimeisesséd vaiheessa on sovellettu nelioksi tdydentédmista. Viimeinen kaava méérittelee ym-
pyrdn kehdn, jossa ympyrian side on 1/(2|c|) ja keskipiste reaaliakselilla pisteessd (1/(2c¢),0).
Yht#lon ratkaisu koostuu siis tdmén ympyrin kehén pisteisté, pois lukien piste (0,0), jossa al-
kuperéinen yhtélo ei ole mééritelty.

Miten tilanne muuttuu, jos ¢ = 07

1.2.3 de Moivren kaava ja kompleksijuuret

Kirjoitetaan z1, zo € C napakoordinaateissa:
z1 = r1(cos p1 +ising;), 2o = T2(C0S g +isings).
Tasta saadaan uusi esitys tulolle z1 23, silla

2129 = r17r2(Cos @1 + isin p1)(cos pa + isin @)
= r1713(C0S 1 COS o — sin 1 sin s + i(cos Y1 sin s + sin Y1 cos p2))
= rira(cos(p1 + p2) +isin(p1 + ¢2)), (1.5)

jossa viimeisessi vaiheessa sovellettiin tunnettuja kosinin ja sinin ominaisuuksia. Néin ollen |z; 29| =
r17r9 ja o1 + @2 € arg(z122). Ndhdéén siis, ettd kompleksilukujen tulon voi laskea myés kertomalla
niiden modulit ja laskemalla vaiheet yhteen. Erityisesti, jos |w| = 1 ja Argw = ¢ niin kuvaus
z — wz vastaa geometrisesti vektorin kiertoa origon suhteen kulman (g verran.

Esimerkki 1.5 Olkoon z = —1 — i. Etsitdén kompleksiluvun z moduli ja argumentin pddhaara.
Ratkaisu: Naméa voidaan laskea my0s suoraan kaavoihin sijoittamalla, mutta ndytetddn tdssa miten
laskun voi tehdéd myos ilman atan2-kaavan muistamista. Esimerkissé laskettiin, ettd kun w =
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1+ion |w =+v2jaArgw = Z. Koska z = —w = (—1)w ja Arg(—1) = =, nihdéén tulon

napakoordinaattiesityksest# suoraan, ettd |z| = | — 1||w| = |w| = v/2 ja ¢ € arg z jos ja vain jos
loytyy k € Z, jolla ¢ = Arg(—1) + Argw + 27k = %ﬂ + 2mk. Néiin ollen pddhaaran arvo saadaan
valitsemalla k = —1, eli Argz = —%’T. (Huomaa, ettéd padhaaran arvo lytyy aina |¢|:n minimista.)
Vastaus: |z| = v/2 ja Argz = —3F.

Tulosta (1.5) n kertaa iteroimalla nihdéén, ettéd kaikilla z € C ja n € N pitee
2" = |z|"(cosp +ising)" = |z|"(cosny + isinngp),

kunhan ¢ € arg z. Kun |z| = 1, saadaan de Moivren kaava:

’(cos<p+isin<p)”=cosng0+isinmp‘ neN, peR.

Esimerkki 1.6 Kaavan avulla voidaan johtaa trigonometrisia identiteetteja. Esimerkiksi kun n =
2 saadaan sen reaali- ja imagindériosasta tutut summakaavat:

(cos @ + isin p)? = cos 2 + isin 2
= cos2p = cos® p —sin® p, sin2p = 2sin pcos . (1.6)

Yhtilén w™ = z ratkaisut eli juuret w = /z

Kompleksiluvun z € C n:s juuri (n € N) on miké tahansa yhtélon w”™ = z ratkaisu w € C, jota
merkitdin w = {/z. Jos z = 0, on ainoa ratkaisu w = 0. Néytetdin seuraavaksi miten juuret
voidaan ratkaista de Moivren kaavaa kayttdmalla kun z # 0.

Oletetaan, ettd z € C ja ¢’ € argz on annettu ja merkitéiéin r' = |z|. Jos w € C ja ¢ € argw,
r = |w|, pitee siis

w = r(cosp +isingp), z=1'(cos¢’ +ising').
De Moivren kaavaa soveltaen ndhdééin, ettd kun n e N ja ' > 0

w' =z < 1r"(cosnp +isinng) =1'(cos¢’ +isiny’)
< 1™ =7, cosnp = cosy ja sinng = siny’
/
m
= r=(r’)1/"ja<p=£+27r—,mez.
n n

Néin ollen kun z # 0 16ytyy tasan n ratkaisua w € C, jotka saadaan valitsemallam = 0,1,...,n—1,
tai mitkd tahansa muut n perikkéisti kokonaislukua (huomaa, etté esim. m = +n jam = 0 antavat
saman kompleksiluvun w).

Juuren pésihaara saadaan kun valitaan ¢’ = Arg z, m = 0. T#lloin Argw = n~! Arg z ja siten
pddhaaran ratkaisulle pétee | Arg w| < 7/n. Positiivisille luvuille Arg z = 0, joten myos Argw =
0, ja padhaara antaa siis tutun positiivisen juuren arvon. Paddhaaran ratkaisun tunnistaa myos
siité, ettd sen reaaliosa on suurin, eli se on ratkaisuista ”oikeanpuolimmaisin” kun ne piirretdin
kompleksitasoon.

Tésséd vaiheessa tulee ongelmia merkintdjen suhteen, silld ei ole mitédén yleisesti hyvéksyttyé
tapaa erottaa toisistaan juuren pddhaaraa, mielivaltaista juurta, ja kaikkien juurten joukkoa. Esi-
merkiksi ”4/—1” voi lihteesti riippuen tarkoittaa padhaaran arvoa i, kumpaa tahansa juurista +i,
tai joukkoa {—1i,1} joka siséltdd molemmat juuret. Tdssd monisteessa kiytetiin seuraavia konven-
tioita ellei toisin mainita.

2m Tarkoittaa juuren padhaaraa

\z Tarkoittaa neli6juuren pédhaaraa

¥z Tarkoittaa mité tahansa juurista. Erityisesti siis &/z = +4/z

2{1/n} Tarkoittaa kaikkien juurten kokoelmaa. Télle ei ole mit#iin vakiintunutta mer-
kintd4, mutta sitd tarvitaan suhteellisen harvoin.
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Esimerkki 1.7 Toisen asteen yhtdlon az? + bz 4+ ¢ = 0, a,b,c,e C, a # 0, ratkaisukaava sdilyy
ennallaan kompleksiratkaisuja etsittéessi, eli yhtdlon ratkaisut ovat

—b+ +vb? — 4ac
2a '

Tésséd neliGjuuren kohdalle kdy kumpi tahansa kompleksijuurista, silld mahdollinen toinen juuri
saadaan kertomalla se —1:114.

Zp = (L.7)

Esimerkki 1.8 Lasketaan kaikki juuret ¢/—2 — 2i.

Ratkaisu: Havaitaan, ettd z := —2 — 2i = 22/, kun 2’ = —1 — i. Esimerkin mukaan |2/| = v/2
ja Argz’ = —3%. Koska Arg2 = 0, saadaan téstd suoraan |z| = 23/2 ja Argz = —3% Juuren
paidhaaralle wq pétee siis

. 1
|wo|=(23/2)1/3=\f2, Argwongrg,?,':f%.

Muut kaksi juurta ovat wi ja ws, joilla |wy,| = |woe| ja Argwg + 27% € argw,,, m = 1,2, eli

o 137

lwi| =2, = earguw,, lwa| =2, —— €argw,.

12 12
Kuvassa [I.3] on néytetty miten juuria voi etsid myds geometrisesti.
Vastaus: Juuret ovat wo,ws,ws, joille pétee |wg| = |wi| = |wz| = V2 ja Argwy = —, Argw, =
ST A — _lirn
12> W2 = — 75

Huomautus 1.9 Joissain erikoistapauksissa juurille 16ytyy myos esitys tavallisten neli- ja kor-
keampien juurten avulla. Esim. koska

() 5 w(-5)-—2

CcoSs (—HW> ——1+\/§ sin (_1177) —71_\/5
12 22

voidaan ylla olevat juuret kirjoittaa my6s muodossa

wo=1-1, w1=%(—1+\/§+i(1+\/§)>7 w2=%<—1—\/§+i(1—\/§)).

1.3 Kompleksimuuttujan alkeisfunktiot

Tassé luvussa kiyddan ldpi tavallisimpia kompleksifunktiota. Namé ovat kompleksiarvoisia ku-
vauksia kompleksitason joltain osajoukolta, eli kompleksifunktiot ovat kuvauksia f : U — C, jossa
U c C. Kompleksifunktion f reaaliosa on reaalifunktio u : U — R, joka maéritelldéin kaavalla
u(z) = Re f(z). Vastaavasti sen imaginéériosa v : U — R méiritelldén kaavalla v(z) = Im f(z).
Télloin usein merkitédén suoraan v = Re f ja v = Im f, jolloin f(2) = u(z) + iv(z) kaikilla z € U.

1.3.1 Polynomit
Kompleksifunktio P, : C — C, missi n € Ny, on n:n asteen polynomi, kun
n .
P,(2) = Zajzj =ag+aiz+---+a,z", zeC,
j=0

jossa a; € C kaikilla j ja a, # 0. Jos a, = 0, on P, edelleen polynomi, mutta jotain alempaa
astetta. Huomaa, etti ylli on mésritelty 20 := 1 kaikilla z € C.
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wy

wa

ol P - - . - M-
2 ] 0 1 2

Kuva 1.3: Esimerkin [I.8] juurten wq, w1, we sijainti kompleksitasossa. Kaikki juuret sijaitsevat

V/2-séiteisen ympyrin kehilld, tasavilein jaoteltuna.

Esimerkki 1.10 Funktio f(z) = 2%, z € C, on toisen asteen polynomi. Koska f(z + iy) =
(x+iy)? = 22 — y? + i2zy, saadaan etti sen reaaliosa toteuttaa u(x,y) = 22 — y? ja imaginiiiriosa

v(z,y) = 2zy.

1.3.2 Kompleksitason eksponenttifunktio ja sen johdannaiset

Palautetaan ensin mieleen tuttu reaalinen eksponenttifunktio exp : R — R, joka toteuttaa derivaat-
takaavan - exp(z) = exp(z). Arvoa e := exp(1) ~ 2.718 kutsutaan Neperin luvuksi ja merkitisn
myds exp(z) = e*. Mddritelliidn kompleksiarvoinen eksponenttifunktio kaikille z = (x,y)
kaavalla

exp(z) = exp(x + iy) := e”(cosy + isiny). (1.8)

Néin saadaan siis kuvaus exp : C — C. Kun z € R on exp(z) = exp(z,0) = €%, joten ku-
vaus on eksponenttifunktion laajennus kompleksitasoon. Tamé laajennus on tietyssd mielessd yk-
sikésitteinen, kuten analyyttistd jatkamista késittelevdssd luvussa ndhdéddan mychemmin. My6s
kompleksiargumentilla kdytetdén jatkossa lyhennysmerkintdd exp(z) = e*, z € C.

Kun z = 0 saadaan mééaritelmésta tarked Eulerin kaava

el = cosy—&-isiny‘, yeR,

ja sen erikoistapauksena, kun y = 7, Eulerin identiteetti:

e —cosm+isint=—1 = |e"+1=0]|.
Tamé on yksi matematiikan yllattdvimmista tuloksista. Siind yhdistyvét tdrkeimmét matemaat-
tiset vakiot (yhteenlaskun neutraalialkio 0, kertolaskun neutraalialkio 1, Neperin luku e, ympyrin
kehén ja halkaisijan suhde 7 sekd imaginiiriyksikko 1) seké operaatiot (yhteenlasku, kertolasku
ja potenssiin korotus).
Vertaamalla magritelmééd kompleksiluvun napakoordinaattiesitykseen ndhdédén suoraan, etté
aina

lexp(z)| = eR°%, Imz e arg(exp(z)). (1.9)
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Niin ollen saadaan tulon summakaavaa (1.5)) soveltamalla

exp(z1,y1) exp(x1,y2) = €"1e”? (cos(y1 + y2) + isin(yr + y2)) = exp(x1 + z2,y1 + ¥2) -

Taméi todistaa, ettd eksponenttifunktion tirked summausominaisuus e®1 7?2 = e®1e®2 siilyy en-
nallaan kompleksilaajennukselle. Pienelld laskulla voidaan téstéd johtaa seuraavat tulokset

= 5 —z+z:eO=1

z : —z 1
e ‘e =e = e #0jae " =—,
e

e T2k — oZel2™k — o2 (cos(27k) + isin(27k)) = °1 = €7,

missé z,w € C ja k € Z. Viimeisesti yhtélostd ndemme, ettd exp(z) on 27i-periodinen funktio eli
se on 2m-periodinen imagin#édriakselin suuntaan.

Esimerkki 1.11 Funktion f(z) = e* = e®(cosy + isiny) reaaliosa on siis u(x,y) = e cosy ja
imaginéiériosa v(x,y) = e*siny.

Sinin ja kosinin kompleksilaajennukset

Tunnetusti kosini on parillinen ja sini pariton funktio, eli cos(—y) = cosy ja sin(—y) = —siny.
Nain ollen, kun z € R, saadaan Eulerin kaavasta tulos

e % = el(=2) = cosz —isinz.

Yhdesséa alkuperéisen Eulerin kaavan kanssa tésté seuraa

1 . )
cos z = i(elz +e %),

1 . .
sinz = ﬁ(e‘z —e 7). (1.10)

Niité kaavoja kaytetddn nyt médrittelemésin kosinin ja sinin laajennukset koko kompleksi-
tasoon. Erityisesti yhtalst pitevit tillsin kaikilla z € C, ja kosinin ja sinin arvot reaaliar-
gumenteilla sdilyvat ennallaan.

Jatetddin harjoitustehtiaviksi osoittaa, etti reaalifunktioille tutut trigonometriset muunnoskaa-
vat pétevit myds kompleksilaajennuksille: esim. cos? z + sin® z = 1 kun z € C. Toinen téirkes omi-
naisuus joka periytyy kompleksilaajennuksille on nollakohdat: jos z € C ei ole reaalinen nahd&én,
ettd cos z # 0 # sin z. (Tamé pétee kosinille, sinille ja eksponenttifunktiolle, muttei yleisesti. Esi-
merkiksi kuten alussa todettiin, polynomeilla voi olla nollakohtia, jotka eivit kuulu reaaliakselille.)

Hyperboliset funktiot

Léheista sukua kosinille ja sinille ovat vastaavat hyperboliset funktiot, jotka méiritellain komplek-
siluvuille kuten reaalitapauksessakin, kiyttden eksponenttifunktiota:

1 1
coshz := i(ez—ke*'z), sinh z := g(ez—efz), zeC.

Vertaamalla néitd médritelmiin (1.10)) huomataan, etté

cosh z = cos(iz), sinh z = —isin(iz),

cos z = cosh(iz), sin z = isinh(iz) . (1.11)
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Trigonometriset funktioiden laskukaavoista saadaan siis useita vastaavia relaatioita hyperbolisille
funktioille. Esimerkiksi aina pétee

cosh? z —sinh?z =1.

1.3.3 Alkeisfunktioiden rationaaliversiot

Jos P, ja @, ovat polynomeja, miiritelldéin vastaava rationaalifunktio R(z):

_ P (2)
Qm(z)

jolloin P, on rationaalifunktion osoittaja ja @, sen nimittdji. Jos @, on astetta m > 0, al-
gebran peruslause sanoo, etti joukossa {z € C| Q,(z) = 0} on vihintdin yksi ja korkeintaan m
(eri) lukua. Niin ollen vaikka polynomit onkin mééritelty koko kompleksitasossa, puuttuu ratio-
naalifunktioiden mééirittelyjoukosta aina jotain sen pisteitd. Jos m = 0, niin @,,(z) = 0 kaikilla z,
joten téssd tapauksessa R(z) ei ole mééritelty milldéin 2.

R(z) :

kaikilla z € C, joilla Q,,(2) # 0,

Trigonometristen funktioiden rationaaliversiot antavat méaéritelmét

tanz := S2f  Laikilla z € C, joilla cosz £ 0 < z# +o + 21k, ke Z,
COS 2 2

cotz := C?SZ kun sinz #0 < z# 7k, ke Z.
sin z

Vastaavat hyperboliset funktiot méaritellaan

inh
tanh z := S 2 kun coshz #0 < z # iiz +i27k, ke Z,
cosh z 2
h
coth z := CF)S - kun sinhz #0 < z #ink, ke Z.
sinh z

Niiden méérittelyjoukot on saatu suoraan vastaavista trigonometristen funktioiden nollakohdista
kéyttden yhtaloitd (1.11). Esimerkiksi siis cosh z = 0 jos ja vain jos cos(iz) = 0.
Joskus vastaan tulee myos suoria kidnteislukufunktioita: kosekantti (csc) ja sekantti (sec)

1
— secz := ,
sin z cos z

CSCz =

ja niiden hyperboliset vastineet (sech ja csch). Ndidenkin méérittelyjoukoista tiytyy poistaa kaikki
nimittdjien nollakohdat.

1.3.4 Alkeisfunktioiden kainteisfunktioita

Kuvauksen F : X — Y kéénteiskuvaus on kuvaus G : Y — X, jolle pitee G(F(z)) = z ja
F(G(y)) = y kaikilla € X ja y € Y. Kaikilla kuvauksilla F' ei ole ki#inteiskuvausta, mutta jos
sellainen 16ytyy, on se yksikésitteinen: télloin sanotaan, ettd kuvaus F' on kadntyvé ja merkitddn
F~1:=@G. Jos F on kiisintyvi, on myos F~! kiintyvi ja sen kisinteiskuvaus on alkuperdiinen F.
Kuvauksen kédantyvyys voidaan tarkistaa tutkimalla onko se bijektio: kuvaus F' : X — Y on
k&dantyva jos ja vain jos F' saavuttaa jokaisen Y:n pisteen ja kahdella eri X:n alkiolla on aina eri
kuvat Y:ssé. Vaikka F' itse ei olisikaan kddntyvé, voidaan siitd rakentaa bijektioita sopivasti sen
ldhto- ja maalijoukkoa rajoittamalla. Kuten alla huomataan, saadaan néité sopivasti yhdistamalla
moniarvoisia funktioita, jota ovat usein hyodyllisid yhtéloiden ratkaisujen esittdmisessé.

Esimerkki 1.12 Polynomi P(z) = 22 ei ole kiéntyvi kuvauksena R — R, silld esim. P(—1) = 1 =
P(1), joten pisteet —1 ja 1 kuvautuvat samaksi pisteeksi. Liséksi P(z) > 0, joten P ei mydskddn
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Kuva 1.4: Logaritmin pd&haaran Ln(z +iy) reaaliosan (vasen kuva) ja imaginédriosan (oikea kuva)
kuvaajat.

saavuta mitddn negatiivisia reaaliarvoja. Sen sijaan kun rajoitetaan seké lahto- ettd maalijoukko
ei-negatiivisiksi reaaliluvuiksi, saadaan kidntyvi kuvaus F': R, — Ry, jolla F(z) = P(z) kaikissa
lahtojoukon pisteissd. Tama rajoittuma ei kuitenkaan ole missdén mielessé yksikésitteinen, silla
bijektio saadaan esimerkiksi myds rajoittamalla kuvaukseksi ]—c0,0] — Ry.

Logaritmi

Kun z € C on annettu, kerdtadn kaikki yhtalon e = z ratkaisut w joukoksi In z, jota kutsutaan
z:n kompleksilogaritmien joukoksi tai vain (kompleksi)logaritmiksi. Lyhyesti siis

Inz:={weCle” =2z} .

Aiemmin ndhtiin, ettd e # 0 kaikilla w € C. Néin ollen ei luvulla z = 0 ole yhtdén logaritmia,
jaln0 = . Kun z # 0, saadaan logaritmit ratkaistua modulin ja argumentin avulla. Nimittéin,
jos w = (u,v) € C, saadaan eksponentin laskuséénnsista (1.9)

eV=z = |z|=1]e"=¢€", vearg(z).

Koska |z| > 0, on yhtélolld e = |z| tasan yksi reaalinen ratkaisu, joka saadaan tavallisen logaritmin
“Ln” avulla: v = Ln|z| € R. Toisaalta, jos v on miki tahansa z:n argumentti, saadaan t#lloin
etV = e = |z|e!V = z, joten u+iv € In 2. Valitsemalla argumentiksi v pid&haaran arvo saadaan
médriteltyd logaritmin padidhaara

Ln(z) :=In(z) := Ln|z| +iArg(z), =z #0.

Molempia notaatioista kiiytetéin piadhaaralle. Kuvassa [I.4] on esitetty pddhaarafunktion kuvaaja:
huomataan, etti Re Ln(z) on jatkuva funktio lukuun ottamatta singulariteettia origossa, mutta
imaginéériosalla Im Ln(z) on epéjatkuvuus koko negatiivisella reaaliakselilla, eli kun z < 0. Tar-
kemmin, kun z. := —r +ie, r > 0 ja ¢ — 0, ylhdiltd 1dhestyttiessd pitee Lnz. — Ln |z| 4+ ir =
Ln zg, € > 0, ja alhaalta taas Lnz, — Ln|z| — ir = Lnzp — 27, e < 0. Kun z on positiivinen re-
aaliluku, on Arg(z) = 0, joten pddhaara on tavallisen logaritmifunktion laajennus kompleksitason
kuvaukseksi C\{0} — C.

Y14 saatiin myos luokiteltua kaikki muutkin yhtdlon e* = z ratkaisut. Ndmé& voidaan tiivistad
kédyttden tunnettua z:n argumenttien parametrisointia tulokseksi
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Inz = {Inz+i2rk|keZ} .

Toisin sanoen, jos z # 0, on yhtalolld e = z dérettomén monta ratkaisua, jotka saadaan ko-
pioimalla padhaaran ratkaisua imagindariakselin suuntaan 27:n mittaisin askelin ylos ja alaspdin.
(Huomaa samankaltaisuus kompleksiluvun argumentin mééritelmén kanssa.)

Yleinen potenssi z*

Jos z,w > 0, méiritelldén niiden potenssi kiyttiden tavallisia eksponentti- ja logaritmifunktioita,
kaavalla 2z = exp(w Ln z). Tdmé kaavaa yleistetdén suoraan mééritteleméin kompleksilukujen
potenssin piddhaara

LW = ewlnz _ ew(Ln\z|+1Argz)7 2#0.

Yleisesti tulee potenssiin korottamisestakin ddreton mé#rd arvoja, jotka médritellisin kaavalla
Z{w} .= ewInz_g]i

e i 4 e R 14 IR

Jos z = 0, midritellddn vain kokonaislukupotenssit (algebran avulla): 0" = 0, kun n € N.
Joskus myos 0" = 0, kun r > 0. Liséiksi polynomeissa ja potenssisarjoissa on kéytosséd merkinté
20 = 1 kaikilla z € C, eli myds kun z = 0.

Huomautus 1.13 Tama madritelmé yleistdd useita “samannékoisid” aiemmin esiintyneitd méa-
ritelmié. Erityisesti, aina kun n € N, ja z # 0 pétevit seuraavat tulokset.

o 2{"} gisiltéid vain yhden alkion, joka on 2" = z-z---2 (n kertaa), kuten algebrallisesti
kuuluisi ollakin. (Tdmé& ndhdddn de Moivren kaavaa soveltamalla.)

o Myos 2"} sisiltis vain yhden alkion, (z71)".

o 211/} sisiltds kaikki juuret X/z, eli yhteensd n eri arvoa. Néin ollen se yhtyy aiempaan
maaritelmésn. Myo6s juuren paddhaara vastaa kompleksipotenssin pddhaaraa.

e ¢ = exp(z), eli exp(z) vastaa kyseisen kompleksipotenssin péihaaraa.

){w}

e Kaava z{"tal"} = (za pétee joukoille, mutta z%a" = (za)" on yleisesti totta vain jos

a > 0.

o 2w = ywtw pashaaralle, mutta yleensd joukkoina z{w)z{w'} » lwtw'},

Arkus- ja areafunktiot

Trigonometristen ja hyperbolisten funktioiden kédénteisfunktiot saadaan aina esitettyd kompleksi-
logaritmia kayttéden. Tétd tapahtuu alla olevaa menetelméé seuraten:
1. Esitetdén ensin haluttu funktio eksponenttimuodossa.

2. Valitaan muuttujaksi yht#lossé esiintyvé eksponentti, esimerkiksi u = e* tai v = e'#. Tll6in
e % =1/utai e = 1/u.

w

. Ratkaistaan yht&lo u:n suhteen.

e

. Kirjoitetaan z u:n funktiona logaritmia kiyttéen.

Samaa algoritmia voi joskus kayttdd myos yleisempien alkeisfunktioita siséltdvien yhtéloiden rat-
kaisemiseksi.
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Esimerkki 1.14 Funktion arcsin z, z € C, muodostaminen.
Tarkoituksena on siis etsid kaikki yhtélon sinw = z ratkaisut. Sinin mééritelmén mukaan yht&lo
toteutuu tdsmaélleen silloin kun

eV — eI = 2z,
Merkit#sn tissi u = e, jolloin u # 0 ja 1/u = e™'. Yhtilo voidaan siis kertoa u:lla ja havaitaan,
ettd se on yhtédpitdva yhtalon

u? —1—2izu=0

kanssa. Sovelletaan téhén toisen asteen yhtdlon ratkaisukaavaa, ja saadaan ratkaisuiksi

2iz ++/—4z2 + 4
= 5 = =iz +1—22.

’U,i=

Tamaén jilkeen etsitdin yhtilon v = e kaikki ratkaisut. Lopputulos on helpointa esittaé kiyttien

moniarvoisia funktioita muodossa
. . . 1/2
arcsinz = —iln (12 +(1— 22){ / }) .

Kaavasta saa siis koko ratkaisujoukon yhtélslle sinw = z. Jos w € arcsin z, loytyy o € {£1} ja
ke Z, joilla w = —iln (iz +ov1-— 22) + 2mk. Huomaa, etté iz + o04/1 — 22 el koskaan ole nolla,
joten siitd voi aina ottaa padhaaran logaritmin.

Arkussinin padhaaraksi kutsutaan yleensé funktiota

Arcsin 2z := arcsin z := —iln (iz +1- 22> .
T&llsin, kun |z| < 1, saadaan laskimestakin 16ytyvé arkussinin arvo, joka kuuluu vilille [—7/2, 7/2].

Esimerkki 1.15 Etsitaén kaikki yhtélon sin z + cos z = 2 ratkaisut, kun z € C.
Ratkaisu: Sinin ja kosinin ma#ritelmistd ndhdéén, ettd yhtdlo on yhtépitava yhtalon

iz 1 + 1 + —iz 1 + 1 =92
“\aitz)7¢ 2% 2) "
kanssa. Merkitsemilld u = ¢'* ja kertomalla yhtdls puolittain termilld 2u saadaan ekvivalentisti

w(—i+1)—4du+i+1=0.

Tamén ratkaisut ovat

44 4/42 —4(1 —i)(1 +1) L 2E42
u= 50— 1) =(1+1i) 5 -

Koska 2 + 1/2 > 0 on sen argumentti nolla molemmilla merkeilld ja ratkaisujoukoksi saadaan
z=—iln(1 +1i) —iLn[(v2 + 1)/V2] + 27k = Z + 21k —iln(v2+1), keZ,

jossa viimeisesséd yhtasuuruudessa on kdytetty Esimerkin tulosta ja tavallisen logaritmin sum-
makaavaa.

1.4 Kompleksifunktion derivaatta ja analyyttisyys

1.4.1 Kompleksitason perusominaisuuksia
Kompleksitason avoimet joukot ja alueet

Jatkossa tullaan tarvitsemaan seuraavia luokitteluja kompleksitason osajoukoille:
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Kun zy € C ja ¢ > 0, on joukko B.(z9) := {z€C||z — 20| <&} zp-keskinen e-séteinen
avoin kiekko. Témén kiekon reuna on ympyriankaari {z € C ||z — zg| = €} ja sitd merkitdén

0B:(29). Vastaava suljettu kiekko on niiden yhdiste, B.(29) := {z € C| |z — 20| < &}.
Q on avoin, jos jokaista zg € (2 kohden 16ytyy jokin e-séteinen kiekko, joka siséltyy (2:aan.

Joukko 2 < C on yhteniinen, jos sen mielivaltaiset pisteet z,w € ) voi yhdistdd murtovii-
valla, joka siséltyy €:aan.

Q) c C on alue, jos se on avoin ja yhtenéinen.

Esimerkki 1.16 Esimerkkejé alueista:

Koko kompleksitaso C ja kaikki sen avoimet kiekot B (zp)

Puolitasot, jotka saadaan pisteistd jonkin tason suoran toiselta puolelta. Esimerkiksi saa-
daan néin ylipuolitaso {z € C|Imz > 0}, alapuolitaso {z € C|Im z < 0}, seki oikea ja vasen
puolitaso, {z € C|Rez > 0} ja {z € C|Rez < 0}.

Kahden alueen yhdiste on alue, jos niilla on yhteisia pisteité.
Jos alueesta poistetaan darellinen ma#ra pisteitd, jaa jaljelle aina alue.

Jos alueesta poistetaan sellainen joukko pisteité, ettd joukon pisteiden vélinen etéisyys ei
mene koskaan nollaan, jii jéljelle aina alue. Esimerkiksi joukko C\ {27k | k € Z} on alue, silld
poistettavan joukon kahden pisteen etédisyys on aina vdhintdén 2.

Jos kompleksitasosta poistetaan jokin dérellinen jana, tai puolikas suora, jai jéljelle alue.

Esimerkki 1.17 Esimerkkeji avoimista joukoista, jotka eivdt ole alueita:

Kahden alueen yhdiste, jos niilla ei ole yhteisid pisteité.

Kompleksitaso, josta on poistettu kokonainen suora. Esimerkiksi yld- ja alapuolitason yhdiste
{z € C|Imz # 0} ei ole alue.

(MAT) Kompleksitason topologisia perusominaisuuksia

Seuraavat tulokset kiyyddén yleensé liapi topologian kursseilla ja niiden todistukset 16ytyviit esimer-
kiksi kirjoista [5] [6]. Nihin voi palata myshemmin opinnoissa topologian kurssin kidymisen jélkeen.
Topologisesti kompleksitaso on sama kuin taso R? ja sen topologia on metriikan d(z,w) := |z — w|
midradmé. Erityisesti siis

Metriikan avoimet ja suljetut kiekot, seké niiden topologinen reuna on mééritelty jo ylla.

Jos Q < C on avoin, koostuu sen reuna o) niisté pisteistd w € C, joilla w ¢ 2, mutta kaikilla
e > 0 loytyy jokin z € Bo(w) n Q.

Joukko 2 < C on yhtendinen, jos ja vain jos se on murtoviivayhtenéinen, eli jos sen mieli-
valtaiset pisteet z,w € €2 voi yhdistdd murtoviivalla, joka siséltyy :aan.

Q < C on alue, jos se on avoin ja yhtenéinen.
Jokainen avoin 2 ¢ C voidaan esittéd yhdisteené erillisistd alueista.

Jos A < C on kokoelma erillisié pisteité (eli jos jokaiselle A:n pisteelle zg 16ytyy B:(z0), jossa
ei ole muita A:n pisteitd), on C\A on alue.

Avoimet konveksit joukot ovat alueita.
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Jatkuvuus ja jonojen suppeneminen C:ssi, osittaisderivaatta

Kompleksilukujonon (w,) suppeneminen kohti kompleksilukua zo mééritellaéin:
wp, — 20, kunn —> o0 < lim |w, — 29| =0
n—o0

{Rewn — Re zp ja

Imw,, — Im 2z

Tissid (Rew,,) ja (Imw,) ovat reaalilukujonoja.
Oletetaan, ettd Q < Cja f: Q — C. Kun w, zg € 2 ja z € C, tarkoittaa raja-arvomerkinta

lim f(w)=2 < f(w,)— zaina kun w, € Q, n€ N, ja w, — 2o

w—2o

eli tillsin oletetaan, ettd jokaisen :n sisilld olevaa jonon (w,,), joka suppenee kohti pistetté zo,
téytyy saada aikaan jono (f(w,)) joka suppenee kohti jonon valinnasta riippumatonta kompleksi-
lukua z. Erityisesti funktion siis tdytyy supeta kohti samaa arvoa joka suunnasta lihestyttiessa.
Tamé késite liittyy suoraan funktion f jatkuvuuteen, joka ma#ritelldén

f on jatkuva pisteessd zo € @ < lim f(w) = f(20)
w—2zg

< Ref jalm f ovat jatkuvia pisteessi zg

Kun oletetaan lisdksi, ettd 2 on avoin, voidaan puhua my6s funktion f osittaisderivaatois-
ta. Ndméa méaritellddn samastamalla f vastaavan tason kuvauksen kanssa, eli ajattelemalla sitéd
funktioksi Q — R? — R? ja tarkastelemalla sen osittaisderivaattaa jonkin annetun tason vektorin
suuntaan. Toisin sanoen,

funktiolla f on osittaisderivaatta pisteessi zp € (1 suuntaan z € C
< funktiolla g(t) := f(z2¢ + tz), t € R, on derivaatta pisteessd t = 0

< reaalifunktioilla Re g(t) ja Im g(¢) on derivaatat pisteessia t =0

Olkoon zg = (z,y) = = + iy. Erityisesti koordinaattiaskelien 1 = (1,0) ja i = (0,1) suuntaan
saadaan osittaisderivaatat

01flz = 0 f(z +1iy) = lim f(x+t+iy1*f(93+iy)’

fl@+iy+1) — fl= +1iy)
; .

02flzy = 0y (& + iy) = limy

1.4.2 Kompleksiderivaatta ja analyyttisyys

Olkoon téstéd eteenpéin 2 < C avoin ja epdtyhja ja f: Q — C.

Msisritelmé 1.18 f on (kompleksi)derivoituva pisteessi zg € Q2 jos raja-arvo
L w) — f(z0)
w—20 w — 2o

on olemassa. Tdlldin raja-arvoa kutsutaan funktion f derivaataksi pisteessi zg ja merkitddn

f/(ZO) = % f(’LU) — f(ZO) ]

w—2o w — 2o




16 LUKU 1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

Derivaatan mééritelmé voidaan kirjoittaa toisin purkamalla auki raja-arvojen méaéaritelmia.
Saadaan tulos, ettéi f on derivoituva pisteessii zg derivaatan arvolla f'(zg) tidsmélleen silloin kun
kaikilla kompleksilukujonoilla (h,,), joilla h, # 0 ja 2o + h, € Q, pétee

(20 + hw) = J(20) = F'(z0) Bl (1.12)
o] ' '

(Té4ssé sovellettiin kaavaa |a/b| = |al/|b|, joka pétee myds kompleksiluvuille, kunhan b  0.) Koska
téissi kiytetddn kompleksituloa kertolaskussa f’(20)hn,, on yhteys funktion f osittaisderivaattoihin
episuora (ks. Cauchyn-Riemannin yhtélot alla).

Esimerkki 1.19

a) (Vakiokuvaus) Jos f(z) = a € C, on f(w) — f(z) = 0 aina, joten saadaan f'(z) = 0 kaikilla
ze .

b) (1. asteen polynomi) Jos f(z) = bz +a, a,be C, on f(w) — f(z) = bw — bz = b(w — z). Kun
w # z, saadaan siis
flw) = f(2)

w—z

=b,
joten f’(z) = b kaikilla z € Q.

Maiadritelméa 1.20

e Jos f:Q — C on derivoituva jokaisessa pisteessi zg € €2, kutsutaan sitd analyyttiseksi eli
holomorfiseksi funktioksi joukossa Q.

e Kiintedn avoimen joukon Q) < C kaikkien analyyttisten funktioiden kokoelmasta kdytetdadn
merkintii H(Q) (H = holomorfinen).

Merkintdd " H(2)” tullaan jatkossa kéyttdmidn lihinnd lyhennysmerkinténd, nimittdin ”f €
H(Q)” tarkoittaa samaa kuin ” f on kompleksiarvoinen ja -derivoituva funktio joukossa 2.

Kompleksiderivaatalle péitee hyvin samanlaisia laskusdéntdja kuin reaalifunktioiden derivaa-
toille. Alla on listattu niistd térkeimmét: huomaa néistéd erityisesti yhdistetyn kuvauksen ket-
jusa#anto, jonka avulla pystyy helposti rakentamaan uusia analyyttisid funktioita tunnetuiden ana-
lyyttisten funktioiden avulla (ks. Esim. alla).

(0) feHY) = f'eH(Q) jaf on jatkuva.
(Vastaava tulos suunnatuille derivaatoille ei ole totta. Esimerkiksi 16ytyy funktioita, jotka
ovat osittaisderivoituvia, mutta niiden osittaisderivaatat eiviit ole edes jatkuvia.)

(1) fi9e HY) = [f+geHO)ja (f+9)(2) = f'(2) +9'(2)

(2) (Tulon derivaatta eli Leibnizin sdinto:)

f,9e HQ) = fge H()ja (f9)'(2) = ['(2)9(2) + f(2)g'(2).

(3) Yhdistetyn kuvauksen ketjusdants: jos f € H(Q), 1 < C on avoin ja f(2) < Q) sekd
g € H(), pétee yhdistetylle kuvaukselle h = g o f (eli funktiolle h(z) = g(f(2)))

he H) ja W(z)=4(f(2)f(2) kaikilla z € 2.

Naista saadaan seurauksina:

e Koska vakiofunktion derivaatta todettiin nollaksi, saadaan kohdasta saanto myos vakiolla
kertomiselle: f e H(?), ceC = c¢f € HQ) ja (cf) (2) = cf'(2).
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e Kohtaa iteroimalla ndhdéan, ettd 2™, n € N, ja siten my0s kaikki polynomit ovat ana-
lyyttisid kaikkialla, eli kuuluvat joukkoon H(C). Induktiolla voi myos helposti tarkistaa,
ettd

d

&z" =nz""t. (1.13)

(Tapaus n = 1 tehtiin jo ylli. Muuten saadaan induktio-oletuksen avulla 4 2"+1 = 4 (227) =
dz dz

doznpzdon=1.2" 422" = (n41)2")

e Kiinteisalkion otto, f(z) = 1/z, on analyyttinen koko méirittelyalueessaan 2 = C\{0} ja
sille pitee f'(z) = —1/22. (Todistus jitetiiéin harjoitustehtiviiksi.) Niin ollen myds 2z~ €
H(Q) aina kun m € N, ja ketjusddnnosti seuraa, etté

d _ d 1 1 _ e
— m o _ :_7mzm 1=—mz m 1.

dz dz zm (zm)?
Kaava (|1.13]) patee siis myos kompleksifunktioille kaikilla n € Z, z % 0.

Soveltamalla viimeistéd tulosta ketjusdéntoon saadaan hyddyllinen rationaalifunktiotulos:

(4) Olkoot f1, fo € H(Q2). Oletetaan, ettd Qp < Q on avoin ja fo(z) # 0 kaikilla z € . Télloin

1
N € H(Qyp), erityisesti aina — € H ().
f2 f2

Eli kaksi analyyttista funktiota voi jokaa keskenddin ja analyyttisyys sdilyy, kunhan muistaa
poistaa kaikki nimittdjin nollakohdat.

Alla olevissa sovelluksissa oletetaan tunnetuksi, ettd exp € H(C) ja %ez

taan mychemmin Esimerkissi [T1.24]

= e?. Tama todiste-

Esimerkki 1.21 Missi alueessa funktio f(z) = exp((z — 1)7!) on analyyttinen ja miki on sen
derivaatta?

Ratkaisu: Funktio on yhdiste kahdesta kuvauksesta, f(z) = h(g(z)), jossa h(w) = exp(w) ja
g(2) = (z —1)71. Téssd g on analyyttinen lukuun ottamatta nimitt#jin nollakohtia, joita on vain
yksi, z = 1. Sen derivaatta on ¢’(z) = —(z —1)~2. Toisaalta h on analyyttinen kaikkialla ja ' = h.
Niin ollen, ketjusdédnnén perusteella f on analyyttinen alueessa 2 = C\{1} ja sen derivaatta on

fl(z) = =(z =D 2exp((z = 1)71).

Esimerkki 1.22 Missd alueessa funktio f(z) = 1/(e*—1) on analyyttinen ja miké on sen derivaat-
ta? (Tamé funktio tulee vastaan statistisessa fysiikassa Bosen—Einsteinin statistiikkaa késitellessé.)
Ratkaisu: Kdyttden edellisen tehtédvin apufunktioita g ja h nidhdéén, ettd nyt f(z) = g(h(2)).
Edellisten tulosten ja ketjusddnnon perusteella f on siis analyyttinen lukuun ottamatta pisteitd
z, joissa h(z) = 1, eli aina kun z ¢ Inl. Saadaan siis tulos, ettd f on analyyttinen alueessa
Q = C\{i2wk| k € Z}, jossa sen derivaatta on

1 e® 1 1 1

z

f(z) = —We ==

e2r —2e* +1 B e —2+e*  2coshz—1"

Kiidnteiskuvauksille pétee seuraava kétevi tulos, jonka todistus onkin jo vihén hankalampi [3]
kohdat 10.29-10.33]:

(5) Jos Q on alue ja f e H(QQ), on joukko f(€) joko myds alue tai siséltdé vain yhden pisteen.
(6) Olkoon 2 alue ja f € H(2) on injektiivinen eli f(z) # f(w) kun z # w. Tillsin
i) E:= f(Q) on alue



18 LUKU 1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

Taulukko 1.2: Yhteenveto analyyttisten funktioiden derivointisddnnéisté, jotka pétevit aina kun
niiden laskutoimituksissa on ”jirked” (katso tekstistd tarkemmat oletukset).

Olettaen, ettd f, g ovat sopivia analyyttisid funktioita, pétee:
(f+9) =1+
(fg)' =fg+fg (Leibnizin sdinto)
(£) - Lt
g 9?
d . e e ..
&9(]0(2)) =g (f(2)f'(2) (ketjusaanto)
d 1
—fYw) = —— kédnteisfunktion derivaatta
aw’ )= @) ( )
Lisdksi
Ak g , keZ
dz
q X N
angoanz" = nglnanz" 1 NeN
iez _ ez
dz

ii) f'(z) # 0 kaikilla z €

iii) Kéédnteiskuvaus g : E — € on analyyttinen ja

g (w) = m kaikilla w € E .

Eli, jos jossain alueessa mddritelty analyyttinen funktio on kddntyvd, on sen kddnteiskuvaus
myos analyyttinen.

Taulukossa [1.2] on esitetty yhteenveto ylla mainituista derivointisdannoisté, ja alla kdydaan lapi
tarkeimpié seurauksia alkeisfunktioiden derivoituvuudelle.

Esimerkki 1.23

e SHANNOStA seuraa, etté kaikilla c € C, e“* on analyyttinen koko kompleksilukujen joukossa
ja %ecz = ce“. Siispé funktioiden

sin z, cosz, sinhz, coshz € H(C)
derivaatat ovat

cosz, —sinz, cosh z, sinhz.

e Kohdasta saadaan, etti

COs z

cotz = € H(Q), kun Q = C\{z|sinz = 0} = C\{kn|k € Z}.

sm z

Samoin rationaalifunktiot tan z, tanh z ja coth z ovat analyyttisid alueissa, joista on poistettu
niiden nimitt4jien nollakohdat. Naiden kaikkien k#dnteisfunktiot ovat my6s analyyttisié, kun
ne rajoitetaan alueeseen, jossa alkuperiinen funktio on kééintyvé (eli valitaan jokin haara).
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e Logaritmin pishaara on analyyttinen alueessa €2 := C\]—o0,0]. Huomaa, etti In on madritelty
koko joukossa C\{0}, mutta se on analyyttinen vain alueessaﬂ Q, jossa kompleksitasosta on
leikattu pois negatiivinen reaaliakseli ja origo (engl. branch cut). Miirittelyjoukosta poistuu
néin pisteet, joissa padhaara on epéjatkuva.

Péddhaaran sijaan voidaan kéyttdd muitakin logaritmin méérittelyalueita. Naille kaikille
pétee ominaisuuden @ nojalla

! 1 1
—Inz=—F"-—+-=-.
dz exp(lnz) =z

1.4.3 Cauchyn—Riemannin yhtilét (CR—yht&l6t)

Olkoon f: Q2 — C diﬁ'erentioituvaﬁ tason kuvauksena pisteesséd zg = = + iy. Milloin se on liséksi
analyyttinen?

Oletetaan, etté se olisi kompleksiderivoituva ja f'(z0) = a+1b, a, b, € R. Merkitédéin f = u+iv ja
olkoon ¢,, — 0 jokin jono, jolle ¢,, > 0 kaikilla n. Tutkitaan mité tésté seuraa osittaisderivaatoille

soveltaen méaritelmad ((1.12)).

1. Valitaan h,, = ¢,, jolloin

f(z0 + hy) — f(20) — f/(20)hn = u(z + €, y) + iv(z + €0, y) — u(z,y) —iv(x,y) — (a +ib)e,
_ (u(m+5n,y)—u(x,y) _ : [v(x—l—en,y)—v(ﬂc,y) _ :|>
=€ a+1 b .

€n En

Koska oletettiin, ettd f on kompleksiderivoituva pisteessi zg ja €, = |hn|, niin voidaan tdméa
yvht&lo jakaa €,:114 ja sen jédlkeen ottaa n — o0, jolloin lopputuloksen téytyy olla nolla. Néin
ollen myo0s jaetun yhtélon reaali- ja imaginaariosa molemmat menevét nollaan, ja koska u
ja v ovat reaaliarvoisia, seuraa tésté, etta

awU(QT,y) =a, awv(xay) =b.

2. Valitaan h,, = ie,, jolloin edelleen |h,| = &, — 0. T&lloin

f(Zo + hn) - f(ZO) - f/(ZO)hn _ f(x + i(y + gn)) - f($ + iy) o (a + ib)

hn, 1€p

ul@,y +en) —ul@,y) L vleyten) —v(@y)
€n €n

~ (-1

— —i(0yu(z,y) + b) + dyv(z,y) —a.

Toisaalta oletetun kompleksiderivoituvuuden mukaan myos tdmén raja-arvon pitééa olla nol-
la. Saadaan siis uudet valttdméttoméit ehdot

Oyu(z,y) = —b, oyv(z,y) =a.

Kohdat 1 ja 2 yhdistdmilld huomataan, etté jos funktio f on analyyttinen pisteessé zo = (z,y),
niin sen reaali- ja imaginaariosa u ja v toteuttavat aina Cauchyn—Riemannin yhtilst

3(MAT) Analyyttisyys seuraa kohdasta @, silld exp : 21 — Q on bijektio kun Q1 := {2 € C||Imz| < 7}.
Liahtojoukkoa ei voi endd laajentaa ilman ettd se joko lakkaa olemasta avoin tai saatu funktio lakkaa olemasta
injektiivinen.

4(MAT) Tissi differentioituvuus pisteessi zp € Q tarkoittaa matriisin A € R2X2 15ytymisté, jolle |f(z0 + h) —
f(z0) — Ah|/|h| — 0 kun h — 0. T&lléin f on myos osittaisderivoituva pisteessd zo kaikkiin suuntiin, ja 01 f vastaa
matriisin A ensimmaéisti saraketta ja d2 f sen toista saraketta.
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ou(z,y)  ov(zy) o, .

ax - ay - Ref (20)7
ov(z, ou(z, /
o) L _Gulnd) g o

Itse asiassa myos kddnteinen tulos pétee:

Olkoon 2 < C avoin ja funktio f : Q — C differentioituva joukon € jokaisessa pisteessé.
Télloin
Ogtt = Oyv

kaikilla (z,y) € Q.
By = — 0 aikilla (z,y)

feH(Q) < {

Niin ollen CR-yhtéloitd voidaan kiyttdd tutkimaan onko jokin annettu funktio f analyyttinen,
ks. Esimerkki [.241

Liséksi CR-yhtéloista saadaan myds tulos, ettd analyyttisen funktion reaali- ja imaginddriosa
ovat aina harmonisia funktioita. Tat4 tietoa voi kiyttdd osoittamaan, ettéd jokin annettu komplek-
sifunktio ei ole analyyttinen: nimittéin, jos sen reaali- tai imaginaariosa ei ole harmoninen, ei se
voi olla analyyttinen. Samoin téstd seuraa, etti jos jokin annettu reaalifunktio ei ole harmoninen,
ei se voi olla mink#dn analyyttisen funktion reaali- eiké imaginaariosa. Tarkemmin pétee:

e Jatkuvaa reaalifunktiota F : Q — R? — R kutsutaan harmoniseksi, jos se on toteuttaa
differentiaaliyht&lon

V2F(x,y) := 02F(z,y) + QSF(SE,y) =0, kaikilla (z,y) € Q.

e Jos f e H(), ovat u = Re f ja v = Im f molemmat harmonisia funktioita joukossa 2, eli
V2u = 0 = V?v joukon jokaisessa pisteessi.

Naisté toinen kohta nidhdddn osittaisderivoimalla CR-yhtéloitd toiseen otteeseen: koska Oyu =
—0zv ja Opu = 0yv saadaan 6§u = —0y0g¥ = —0g0yv = —0%u ja 651} = —0%v seuraa vastaavasti.
(Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvit esim. lihteestd [3, Luku 11].)

Esimerkki 1.24 Osoitetaan, ettd ¢ € H(C) ja ettd se on itsensd derivaatta.
Ratkaisu: Méaritelmén mukaan, kun f(z) = €%, on sen reaaliosa u(z,y) = e cosy ja imaginéériosa
v(x,y) = e” siny. Niin ollen saadaan kiyttden reaalifunktioiden tunnettuja derivaattoja

Ogu=1u, Oyu=—e"siny=—v, 0Ov=v, 0yv=c¢e"cosy=u.

Erityisesti CR-yht#lot toteutuvat kaikkialla. Ndhdddn siis, ettd f € H(C) ja Re f' = d,u = u,
Im f' = d,v = v, joten f' = f.

Esimerkki 1.25 Loytyyko oikeassa puolitasossa 2 = {z € C|Re z > 0} méériteltyd analyyttistd
funktiota f, jonka reaaliosa on u(z,y) = e¥/*?
Ratkaisu: Aloitetaan laskemalla w:n osittaisderivaatat

deu(z,y) = —ya eV = Bu(w,y) = (2ya +yPat)eV”

oyu(z,y) = rleVr = 6§u(x,y) =g 2e¥/"
Niin ollen 02u(x,y) # —aiu(x, y) esimerkiksi kun x = 1, y = 0, joten u ei ole harmoninen joukossa
Q. Tésté seuraa, ettei mikdan f: 2 — C, jolle u = Re f, voi olla analyyttinen.

Vastaus on siis kielteinen. Luvussa nihdéén, miten funktion f olisi voinut yrittdd laskea,
jos u olisi ollut harmoninen.
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1.5 Kompleksitason viivaintegraalit

1.5.1 Tason viivaintegraalit

Palautetaan ensin mieleen MAPUsta tuttu tason tavallinen viivaintegraali.

Msaéaritelmé 1.26 Kutsumme tissd tason kdyrdksi kuvausta v : [a,b] — R?, joka on jatkuvasti
derwoituvd]

Tété voi ajatella fysikaalisesti tasossa litkkuvan hiukkasen ratana r(t), jossa jokaisella ajanhetkelld
t hiukkasen nopeus 7/(t) := %r(t) € R? ja kiihtyvyys r”(t) siilyviit dérellisini.
Mik# tahansa (jatkuva) kuvaus f : R? — R voidaan integroida kiyr#d » pitkin:

Lde = Lb f(r@®)r'(t)dt eR?.

(Tastd sddnnosti kiytettiin MAPUssa merkintidé dr := dz(tt) dt.) Tété integraalia kutsutaan funk-

tion f viivaintegraaliksi polun r yli. Integrointi tehddin komponenteittain, eli integraalin
tuottaman vektorin j:s komponentti (j = 1,2) on

(L fd"“)j. = Lbf(r(t))r;(t)dt.

Téarked ominaisuus on, ettd viivaintegraalin arvo sdilyy muuttumattomana kdyrdn uudelleen-
parametrisoinneissa. Eli jos oletetaan, ettd p : [a, f] — [a,b] on jokin funktio, joka ei vaihda
vélilld suuntaa (p'(u) > 0) ja kuvaa vilien péditepisteet toisikseen (p(a) = a, p(8) = b), on kédyrin
7(u) := r(p(u)), u € [a, B], yli otetun viivaintegraalin arvo sama kuin kdyrin = yli otettu, eli

Lfdf:Lfdr.

Koska jokainen vili [a, b] voidaan kuvata téllaisella kuvauksella yksikkovéliksi [0, 1], voidaankin

viivaintegraaleja tarkastellessa periaatteessa aina valita kiyrian méaarittelyvéliksi [0, 1].

Tulos seuraa suoraan derivoinnin tavallisesta ketjusifinnosti, jonka mukaan 7 (u) := w =

r'(p(u))p’ (u), vaihtamalla integrointimuuttujaksi ¢t = p(u):

B B b
| ram= [ @@ = | 5 ey @de - [ srer o

Kuten MAPUssa, viivaintegraaleja voidaan ottaa myos tason vektorikenttien F' : R? — R? yli.
Talloin merkitdén

J;F.dr - J: 4;2Fj(r(t))r;(t)dt.

Erityisesti, kaikille tason funktioille f : R? — R voidaan mééritelld vektorikenttd Vf kaavalla
(Vf); = 0;f ja tamé kenttd on automaattisesti konservatiivinen: jos r on mika tahansa kéyré,
jonka alkupiste on x ja padtepiste y, pétedﬂ

fy) — f(@) = J V- dr.

5(MAT) Kiyri on jatkuvasti derivoituva, jos sen derivaatta v’ : ]a, b[ — R? on jatkuva ja silli on myds raja-arvot
r'(a™) ja r’'(b7).

6(MAT) Tami tulos seuraa helposti mésritelmistd ja analyysin peruslauseesta, kun oletetaan, ettd f on jat-
kuvasti derivoituva kaikkialla. T#lléin nimittdin myos kuvaus g = f o7 : [a,b] — R? on jatkuvasti derivoituva
ja sen derivaatta on ketjusdannon perusteella g'(t) = >3, _; 5 9;f(r(1))7}(t) = Vf(r(¢)) - v'(t). Sijoittamalla tima

méiritelmiin saadaan § Vf - dr = SZ g (t)dt = g(b) — g(a) = f(r()) — f(r(a)).



22 LUKU 1. ANALYYTTISET FUNKTIOT

Maisaritelma 1.27 Kdayriin listtyen tarvitsemme myds seuraavia niistd johdettuja kdsitteitd.

o Kiiyrdn v : [a,b] — R? pituus |r| mddritellddin sen vauhdin |v'| integraalina,

b
Ir| = f i (6)dt.

Siti vastaavaa kddnteiskdyrdd merkitiin T ja se on kaavan T (t) := r(—t) middrittelemd
kuvaus [—b, —a] — R2.

o Kdiyrdiketju R on mikd tahansa ddrellisen monen kiyrdn r;, i = 1,2,...n, (jdrjestetty) ko-
koelma. Télloin merkitidn R := r1+ro+ - - - +7,. Viwvaintegraali kdyrdketjun yli mdadritelladn
sen osavitvaintegraalien summana

AtNRfiﬁij (114)

e Polku on kiyriketju, jossa ketjun seuraava kiyrd ldhtee aina edellisen kdyrdn pddtepisteesti.
Polun ldhtopiste on ensimmdisen kdyrdn ldhtopiste ja pddtepiste viimeisen kdyrdn pddtepiste.
Kaikki murtovitvat ovat polkuja.

o Polku P on suljettu, jos sen pddtepiste on sama kuin ldhtopiste. Tdtd korostetaan usein
lisadmdlld sitd vastaavaan vitwaintegraaliin ympyrd, eli merkitsemdlld

ifdP.

e Polun P = ri+ro+--- +r, kidnteispolku on P := ?n—k e —;—?2%?1. Aina pc’ite

Lgfcu?: ffpfdP.

Polkuja tarvitaan, silld esimerkiksi nelion keh#é kiertdva “hiukkanen” ei kulje kdyrdd pitkin,
silld sen kiihtyvyys kulmapisteissd on dédreton, mutta se kulkee kuitenkin polkua pitkin, joka saa-
daan ottamalla kukin sivu omaksi kidyrakseen. Polkuja kdytetddn tismdlleen niin kuin kdyridkin,
taytyy ainoastaan muistaa paloitella integrointi osiin kunkin polun osakdyrdin pddtepisteen kohdal-
la, kuten kaavassa . Osassa tuloksista tétidkddan ei tarvitse muistaa tehdé: esimerkiksi, jos P
on polku pisteestii & pisteeseen y ja f : R — R jokin (jatkuvasti derivoituva) tasofunktio, pitee
edelleen

ﬂw—f@%iLVfdP-

Nimittain, jos oikean puolen méédritelmén kirjoittaa auki summana ja sen jilkeen soveltaa saa-
tuihin kédyrien integraaleihin niille johdettua tulosta, saadaan aikaan summa, jossa vélipisteiden
sijoitusarvot kumoavat toisensa ja jéljelle jaa pelkistdéin kaavan vasemman puolen péétepistearvot.

1.5.2 (Lisd) Analyyttisen funktion rakentaminen annetusta harmonises-
ta reaali- tai imaginiiriosasta

Olkoon f analyyttinen alueessa € ja tunnetaan siitid sen reaaliosa u = Re f. Aiemmin n#htiin,
ettd talloin sekd u ettd f:n imaginddriosa v = Im f ovat harmonisia ja toteuttavat CR-yhtélot.
Mitd muuta voidaan sanoa imagindériosasta v?

7(MAT) Seuraa suoraan viivaintegraalin mééritelmésté, silli <7 () = —r’(—t), jonka jilkeen voidaan tehdi

muuttujanvaihto u = —t.

d
dt
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Kiinnitetdén jokin zo = (x9, yo) € § ja tutkitaan v:n arvoa pisteessi z = (z,y) € . Koska 2 on
murtoviivayhtenéinen, 16ytyy (murtoviiva)polku P, joka kulkee pisteesti zg pisteeseen z alueessa
Q). Koska v on harmoninen alueessa (2, on se erityisesti siiné jatkuvasti derivoituva, joten sen
tuottama gradienttikenttd on konservatiivinen, niin kuin ylld néhtiin. Ndin ollen saadaan

v(z,y) —v(zo,y0) = f Vo-dP.
P

Koska polun kaikki pisteet sijaitsevat (2:ssa, voidaan integrandissa soveltaa CR-yhtéloité, joiden

mukaan Vv = (0,v, 0yv) = (—0yu, Oyu) = (O

1 01> Vu. Tésté seuraa, etti

v(z,y) = Co + L [((1) 7)1> Vu] -dP, (1.15)

missi Cy = v(x0, yo) on jokin reaaliluku. Nadhd&én siis, ettd reaaliosa mddrdd analyyttisen funktion
imaginddriosan vakiota vaille yksikdsitteisesti.
Sama pétee myos toisin péin, sillda CR-yht&loita soveltamalla saadaan reaali- ja imagindériosan

vilille my6s kaava
u(z,y) = co +J [(01 é) Vv] -dP,
P
jossa ¢g := u(zg, Yo)-

Molemmat kaavat pétevit kaikille poluille P, jotka kulkevat pisteestéd zy pisteeseen z aluees-
sa ). Jos on tarve etsid eksplisiittinen kaava integraalien arvoille, voi sopivalla polun valinnalla
helpottaa tehtdvad merkittdvasti, kuten alla olevassa esimerkissd nahdéaén.

Esimerkki 1.28 Loytyyko koko kompleksitasossa méériteltya analyyttistd funktiota f, jonka re-
aaliosa on u(z,y) = x3 — 3xy??
Ratkaisu: Kuten Esimerkissé aloitetaan laskemalla w:n osittaisderivaatat

Opu(z,y) =322 —y?) = u(x,y) = 6z,
Ooyu(z,y) = —bry = aiu(:c,y) = —6x.

Néin ollen v on harmoninen funktio, joten se voi olla jonkin analyyttisen funktion reaaliosa.
Valitaan zp = (0,0) ja yhdistetdéin se pisteeseen (z1,y1) kiyttden polkua P, joka ensin kulkee
origosta reaaliakselia pitkin pisteeseen (x1,0) ja siiti imaginiiiriakselin suuntaisesti pisteeseen
(x1,91). Toisin sanoen P = r; 47y, jossa

P () = t(21,0), te[0,1],  To(t) i= (1,0) + £(0,51) = (z1,ty1), te[0,1].
Néhdédn, ettd v (£) = (z1,0) ja r4(t) = (0,y1). Koska (? _01> Vu(z,y) = <3(x§x_yy2)), on
1 0
LG ) wefam= G ) v om= LG 0) v o

1 1
0 -1 )
= JO rh(t) - (1 0 ) Vu(ry(t))dt = L y13(x% - t2yf)dt = Sxfyl — yf

ri(t) - <O _1> Vu = 0 ensimméiselld polulla, jolla y = 0. Niin saadaan

Tésté laskusta ja kaavasta saadaan nyt, ettid imaginéifiriosan v pitéisi olla muotoa v(x,y) =
C + 32%y — >, jossa C € R. Tamin jilkeen voi vield tarkistaa laskulla, etti jokaisella tillaisella
v:114 CR~yhtélot toteutuvat.

Vastaus: Kylli 16ytyy, nimittdin kaikki funktiot f(2) = u(z2) + iv(2), kun v(x,y) = C + 322y — 3
ja C on jokin reaaliluku, ovat kaikki etsittyjd analyyttisid funktioita. Pienelld laskulla huomaa,
ettd itse asiassa tillsin f(z) = 23 +iC.
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1.5.3 Kompleksitason viivaintegraalit

Kompleksitason viivaintegraalit mééaritelldan tdmén jélkeen kompleksitason geometrisen tulkinnan
avulla, eli samastamalla kiyrit r : [a,b] — R? kuvausten 7 : [a,b] — C, y(t) := ri(t) + ira(¢)
kanssa. Ainoastaan tulo vaihtuu kompleksilukujen kertolaskuksi.

Msiritelméd 1.29 Kun v : [a,b] — C on kompleksitason kiyrd ja f on kompleksifunktiﬂ
mdadritellidn funktion f vitvaintegraali polun v yli kaavalla

b
j fdo = j FOY )Y (Bt eC.

Jos v = y1+Yo+ - - - +vn on kompleksitason polku, mdadritellddin
n
f fdz = Z fdz.
0l i=1vY

Jos polku v on suljettu, merkitidn tdatd integraalia yleensd
§ fdz.
5

Maéritelmén voi purkaa auki myos tavallisten tason integraalien avulla, josta myos helpommin
nikee, miksi ne eiviit ole sama asia. Merkitdén v = Re f, v = Im f, ja r(t) = (Re~v(t),Im~(t)),
jolloin 4/ (¢) = v'(t) =: (a(t), B(t)). Télloin siis méiritelmén integrandissa oleva kompleksiluku on

F®)Y () = (u+iv)(a+iB) = ua — vB +i(uB + va) .

Kuten tason viivaintegraalissa, ma#ritelladn integraali tdmén yli “komponenteittain”, eli reaali-
ja imaginéériosa integroidaan erikseen. Koska ylla

wa —vB = (u(y(t), —o(3(1) - 7'()) ja uB+va = (1), u(x(1) 7' (1),

voidaan kompleksinen viivaintegraali kirjoittaa kahden tason tavallisen vektorikentén yli otettujen

viivaintegraalien avulla:
J fdz :J(u,—v) ~dr+i—[(v,u) dr.
Y T T

Téata esitystd el kiytetd endd tdmén jéalkeen. Kéytdnnossa siitd on hyotya ainoastaan osassa Tau-
lukon tulosten johdoista; ne kaikki seuraavat nyt tason viivaintegraalien ominaisuuksista.

Huomautus 1.30 Polku ~(¢) annetaan usein muodossa, jossa se saadaan analyyttisen funktion
f rajoittumana (eli 16ytyy alue Q < C ja f € H(Q), joilla v(t) = f(¢) kaikilla t € [a,b] < Q).
Tdllgin voidaan vitvaintegraalissa oleva kdyrin derivaatta laskea f':n avulla, eli pditee +'(t) =
f/(t). Nimittédin, jos u = Ref, v = Imf, on tdllsin v(t) = (u(¢,0),v(t0)), joten ~'(t) =
(0ru(t,0),0,v(t,0)) = f'(t) CR-yhtéldiden perusteella. Alla olevassa esimerkissd kiy ilmi, mik-
si tdmé usein helpottaa laskemista.

Esimerkki 1.31 Olkoon « suljettu kiyré, joka kiertdé kerran pisteen a € C ympéri R-séteistd ym-
pyriankaarta pitkin positiiviseen kiertosuuntaan, eli vastapéivasan. Laske §7 f dz funktiolle f(z) :=
Rez.

8(MAT) Tassd tiytyy olettaa jotain saannollisyytta funktiolta f. Riittdd esimerkiksi, ettd f on jatkuva kiyrin
kuvajoukossa.
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Taulukko 1.3: Kompleksitason viivaintegraalin perusominaisuuksia.

(1) Kompleksitasonkin viivaintegraali on lineaarinen: jos «, 8 € C, f, g ovat kompleksi-
funktioita, ja v on jokin polku, péitee

L(Oeerﬂg)dz:aLdeﬂLgdz.

(2) Integraalin modulin arvoa voi helposti arvioida ylospiin

Lfdz

jossa M on funktion f modulin maksimi polulla v ja L := |y| on polun pituus. En-
simmaéistd epdyhtdlod merkitddn usein lyhyesti

Lﬁu<Luww,

jossa oikealla puolella pitéda siis formaalisti sijoittaa |dz| = |y/(t)|dt.

b
<fuwmmwmw<Mu

(3) Viivaintegraalin arvo ei muutu polun uudelleenparametrisoinneissa.

Lf@:Lfdz.

(4) Polun v késinteispolulle 5 pitee

Ratkarsu: Napakoordinaateissa kirjoitettuna voidaan kayréd parametrisoida helpoiten suoraan kul-
man ¢ avulla, jolloin y(t) = a + R(cost,sint), ¢t € [0,27][°] Eulerin kaavan mukaan on t#llsin
y(t) = f(t), missi f(z) = a + Re'* on analyyttinen funktio, jolle f/(z) = Rie'*. Huomautustam
kéyttiden saadaan siis

2 27

§f dz = f Re~(t)~'(t)dt = J- (Rea + Rcost)Rie'dt
0 0

B!

27 27

(cost + isint)dt + iR? f cost(cost + isint)dt.

=iR ReaJ
0

0

Jéljelle jadneet tavalliset trigonometriset integraalit voidaan laskea esimerkiksi kédyttéden iden-
titeetteja

1 1
cos’t = 3 (14 cos(2t)) ja sintcost = 3 sin(2t) .

Muistaen, ettd sinin ja kosinin integraalit 27-mittaisen viilin yli antavat aina nollan (tai kiyttden
niiden tuttuja derivointisddntoji), saadaan tésté

27
1
3€fdz=iR2f 5 —inrR?.
0

~

9Koska polku on suljettu, ei viivaintegraalin arvo riipu aloituskulman g arvon valinnasta; téssé valittiin g = 0.
Tédmaén voi halutessaan néahdé jakamalla ympyrankaari kahdeksi kédyraksi, joista toinen kiertdd kulmat 0 — ¢q ja
toinen kulmat g — 27.
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1.6 Cauchyn lause

1.6.1 Derivaattafunktion viivaintegraalit

Oletetaan aluksi, ettd v : [a,b] — C on kéyréd alueessa Q ja F € H(). Tdlloin sen derivaatta
F’' e H(Q). Miti osataan sanoa sen viivaintegraaleista Sw F'(z)dz?

Analyysin peruslauseen mukaan derivaatan integraali muuttuu sijoitukseksi, ja itse asiassa
tassd kdy myos niin. Erés tapa ndhdé tdmé on ldhted liikkeelle juuri tuosta algebran peruslauseen
tuloksesta reaalifunktioille. Soveltamalla sité erikseen reaali- ja imaginédériosalle saadaan siis

b
FOO) - Fo@) = [ GFOm)dr. (1.16)

Tassé olevan derivaatan voi laskea yhdistetyn funktion derivointisééinnbllﬂ

d

7 F0®) = F )N (@).

Néiin ollen kaavan (1.16]) oikealle puolelle ja& kompleksiarvoisen viivaintegraalin mééritelmé, ja
saatiin siis tulos

ﬂwm—me»=jwumz

Téamsi tulos pitee myos, kun v on polku, silléd jos v = y14+72+ - - - +7,, saadaan polun yli otetun
integraalin méa#ritelmésta

j=1
= Fn®) + 3 Feyia(arn) = 3 Pls(an) — Fln (an))
j=1 j=2

= F(ym(bn)) = F(n(a1)) = F(v(b)) — F(y(a)) .

Nain ollen saatiin seuraava yleinen tulos.

Lause 1.32 Jos v on polku, joka kulkee pisteesti zy pisteeseen z1 alueessa §2, niin kaikilla
F e H(Q) pitee

F(z1) — F(2) = J F'(z)dz.

Erityisesti, jos polku v on suljettu pdtee

3€F/(z)dz:o.

1.6.2 Cauchyn lause

Milloin edellisen kohdan tulos voidaan kiéntid, eli jos f € H(Q) niin milloin sille 16ytyy integraa-
lifunktio F' € H(Q), jolle f = F'?

Aloitetaan tapauksesta, jossa 16ytyy zg € €2 siten, etti jokaista z € Q kohti jana zg — z siséltyy
joukkoon Q. Erityisesti tdm# onnistuu aina kun €2 on avoin kiekko B, (zg). Télloin voidaan kiyttda

10(MAT) Huomautuksen tapauksessa tdmi ndhdédén suoraan tavallisista analyyttisten funktioiden derivoin-
tisdannoistd. Tuloksen voi kuitenkin helposti tarkistaa todeksi myds yleisille jatkuvasti derivoituville kdyrille v
erotusosamaidrid tarkastelemalla.
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tétd janaa integrointipolkuna, eli kun z € ) valitaan integrointipoluksi 7. (t) := tz + (1 — t)zo,
t € [0,1] ja médritelldsin

1 1
P i |t = [ FOo0)6 =200t = (=20 [ 62+ (1 =00t

Y=

Tarkistetaan, ettd niin saatu funktio F' : Q — C on derivoituva. Aloitetaan erotuksesta
1
F(z+h)—F(z) = hj fltz+ (1 —t)zo + th)dt
0

+ (2 — %) L LF(t2 + (1= t)z0 + th) — f(tz + (1 — £)z0)] dt .

Koska f € H()), tdstd seuraa, etti

m}w :L f(tz+(1—t)zo)dt+(z—z0)L L (2 + (1 — £)20)dt

Niin ollen my6s uusi funktio F' € H (). Sievennetién lopuksi sen derivaatan arvoa osittaisintegroi-
malla (eli huomaamalla, ettd < (£f(tz + (1—t)20)) = f(tz+ (1 —t)z0) +t(z — 20) f'(tz + (1 — t)20)),
josta saadaan

1

F(2) =f0 Ctfuz+ (1= )t = [t (12 + (1~ 1)) = f(2).

0

Tassé tapauksessa saatiin siis janapolun zy — z yli integroimalla rakennettua integraalifunktio
F € H(Q), jolle F/ = f. Yhdistdmalld tdmé edellisen osan tuloksiin, ndhdédén erityisesti, ettd
§7 f(2)dz = 0 aina, kun v on suljettu polku alueessa ).

Jos 2 on yleinen alue, voi yrittdd lihted yleistdmaéin tédtd konstruktiota aloittamalla jostain
pisteestd zp €  ja miirittelemilld ensin funktio F esimerkiksi sopivassa kiekossa B:(zg) < Q. Sen
jilkeen voi valita uuden pisteen kiekon sisélté ja toistaa operaatio, mahdollisesti joissain isomassa
kiekossa. Valitettavasti yleisestd tapausta ei voi enédé jatkaa mielivaltaisesti, silld voi kdyd4 niin,
ettd jossain vaiheessa uusi kiekko menee jonkin vanhan kiekon péélle, eikd niiden leikkauksen
pisteen uusi arvo enéiéi olekaan sama kuin mité sithen pisteeseen oli aikaisemmin mééritelty. (N&in
kiy esimerkiksi, kun logaritmia alkaa mééritteleméén integroimalla analyyttistid funktiota 1/z
alueessa C\{0}.)

Osoittautuu, etta kun alueelta 2 vaaditaan uusi geometrinen lisdominaisuus, niin tdmé ongelma
poistuu: riittdd olettaa, etti alue 2 on yhdesti yhtendinen.

Maidritelma 1.33 Kompleksitason alue on yhdesti yhtendinen, jos jokainen alueessa kulkeva
suljettu polku voidaan kutistaa alueen sisdlld pysyen joksikin sen pisteeksE.

Ekvivalentteja tapoja ajatella yhdesti yhtenaisyytté:
e Kompleksitason alue on yhdesti yhtenédinen, jos sen sisilla ei ole ”reikia”.

e Kompleksitason alue on yhdesti yhtenéinen, jos ja vain jos mitké tahansa kaksi sen polkua
voidaan jatkuvasti muuntaa toisikseen pysyen alueen sisalla.

Esimerkki 1.34 Esimerkkejd yhdesti yhtenéisista alueista:

e Koko kompleksitaso C, kaikki puolitasot ja kaikki avoimet kiekot Be(zp).

I1(MAT) Tarkempi matemaattinen miéritelma kuuluu: Alue Q on yhdesti yhtendinen, jos jokaista jatkuvaa
kuvausta v : [0,1] — €, jolla v(0) = (1), kohden 18ytyy piste zg € Q ja jatkuva kuvaus H : [0, 1] x [0,1] — €, jolle
H(t,0) = ~(t), H(0,t) = H(1,¢), H(t,1) = 20 kaikilla ¢ € [0, 1].
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Kompleksitason "nauhat”, kuten esimerkiksi {z € C|—1 < Imz < 1}.

Yleisemmin, kaikki tdmén luvun alussa mainitun ehdon toteuttavat joukot 2 ovat yhdesti
yhtenéisia.

Jos kompleksitasosta poistetaan suoran puolikas, jaa jéljelle yhdesti yhtenédinen alue.

e Jos avoimesta kiekosta poistetaan jana, jonka ldhtopiste on kiekon sisélla ja padtepiste kiekon
reunalla, jd& jdljelle yhdesti yhtenédinen alue.

Esimerkki 1.35 Esimerkkejd alueista, jotka eivdt ole yhdesti yhtenéisia:

e Alue, josta on poistettu dérellinen méiri sen pisteiti.
e Kompleksitaso, josta on poistettu dérellinen jana.

e Avoin kiekko, josta on poistettu sen sisilld kulkeva jana.

Lause 1.36 (Cauchyn lause) Oletetaan, etti Q) on yhdesti yhtendinen alue, v on suljettu
polku Q:ssa ja f € H(Q). Tdilloin

f(z)dz=0.

(Lauseen todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteesté [3, Theorem 13.11].) Lauseen seurauksina saadaan
seuraavat kaksi tulosta:

Lause 1.37 Oletetaan, etti Q) on yhdesti yhtendinen alue ja f € H(Q).

1. Jos v1 ja 72 ovat joukossa Q0 kulkevia polkuja, joilla on samat lihtd- ja pddtepisteet, pditee

(z)dz = | f(2)d=z.

Y1 2

2. Léytyy integraalifunktio F € H(Q), jolla F' = f. Tailléin jokaisella alueessa Q pisteesti zg
lahtevdlld ja pisteeseen zy pddttyvdlld polulla v pdtee

F(z1) — F(%) = J- f(z)dz.

Tuloksista ensimmaéinen seuraa suoraan soveltamalla Cauchyn lausetta suljettuun polkuun v :=
Y1 4—;2. Toisessa tuloksessa on kéytetty Lausetta

Cauchyn lausetta voi kayttda myos muokkaamaan integrointipolkua myos alueissa, jotka eivét
ole yhdesti yhtenéisid. Esimerkiksi alla ndhdéén télla tavoin, ettéd vaikka o := C\{0} ei olekaan
yhdesti yhtendinen, niin silti jokaisella f € H(€)) on integraalin

3€ f(z)dz

arvo riippumaton siteestd R > 0, kun vz(t) = Re't, t € [0,27], on kerran origon ympiéri kiertivi
polku. Kuten myshemmin nidhdéén, ei tédssd voi suoraan kdyttdd Cauchyn lausetta ja voikin olla,
ettd §'m f(z)dz # 0. Esimerkki ndyttdd myos, ettd polkuja muokatessa on tirkedd pitid huolta
polkujen suunnistusten yhteensopivuudesta.

Esimerkki 1.38 Niytetéisin, ettd ylli olevin oletuksin §w f(z)dz = §'YR f(2) dz aina kun Ry >
‘1 ‘2

R1 > 0.

Ratkaisu: Tehdddn alueesta Qg yhdesti yhtenidinen poistamalla siitd positiivinen reaaliakseli (joka



1.6. CAUCHYN LAUSE 29

TR,

7,
' _ ;

—
€
YR,

Kuva 1.5: Esimerkkiin liittyva integrointipolku, jonka avulla pystyy muuttamaan integroin-
tipolun g, poluksi ygr, yhdesti yhtendisen alueen kautta kulkevan polun avulla. Téssd alku-
perdisestd alueesta puuttui ainoastaan origo ja siitd on tehty yhdesti yhtenédinen poistamalla po-
sitiivinen reaaliakseli. Rajalla ¢ — 0 kumoavat polkujen 75 ja v5 yli otetut integraalit toisensa.

vastaa suoran puolikasta), eli tutkitaan aluetta ; := C\[0,0[ = . Approksimoidaan kéyrii
YR, ja YR, tarkkuudella ¢ > 0 uusilla kéyrilld v ja 7g,, jotka saadaan poistamalla pisteet,
joiden etéisyys positiivisesta reaaliakselista on pienempi €. Tdmén jélkeen voidaan kéyrien leik-
kauspisteet yhdistdmailld rakentaa alueessa 21 kulkeva suljettu polku +¢ kuvassa naytetylla
tavalla. Eli, jos 75 on jana, joka yhdistéé leikkauspisteet reaaliakselin yldpuolella oikealta vasem-
malle ja 73 on Jana Joka yvhdistdd leikkauspisteet reaaliakselin alapuolella vasemmalta oikealle, on
=Yg, +72+'YR1 +~5 alueen Q; suljettu polku.

Koska Q1 < Qg on yhdesti yhteniinen ja f € H(Qp), on myds f € H(Q1), ja siten Cauchyn
lauseen mukaan kaikilla riittdvan pienilld e > 0

0=§f(z)dz: fle)dz+ | f(z)dz— fle)dz+ | f(z)dz
e Yo V3 TR, 75

Nyt kun ¢ — 0, ldhestyy ~5 ké#nteispolkua (’?3 ja toisaalta, koska f on analyyttinen ja siten

erityisesti jatkuva koko alueessa €2, kumoavat polkujen 5 ja 5 otetut integraalit toisensa rajalla
€ — 0. Néin ollen saadaan

i;f dzzhm f()dz—hm f dz—fﬁf
% —0J5s
YRy B TR2
joka oli tarkoitus osoittaa.

Samaa ideaa voi soveltaa paljon monimukaisemmillekin alueille (esimerkkejé 16ytyy kirjoista ja
hakukoneilla). Niissé kaikissa on ideana, etté alueen reiit ”leikataan auki” niisté reunalle kulkevilla
janoilla, jolloin saadaan alue, joka on yhdesti yhten&inen.

Esimerkki 1.39 Olkoon a € C annettu.
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1. Jos n € Np, on (z — a)™ polynomi, ja siten analyyttinen kaikkialla. N&in ollen Cauchyn
lauseen perusteella patee kaikilla kompleksitason suljetuilla poluilla ~

2. Jos m e N, on f(z) = (z — a)~™ analyyttinen alueessa g, joka ei ole yhdesti yhtenéinen,
joten Cauchyn lausetta ei voi suoraan soveltaa. Huomataan kuitenkin, ettd aina kun m > 1

on funktion )

:l—m

F(z): (z —a)~(m=b

derivaatta juuri f. Néin ollen Lauseen [1.32] perusteella pétee télloinkin kaikille kompleksita-
son poluille v, jotka eivét kulje pisteen a kautta,

jg(z—a)fmdz=0, m>1.
5
Kun valitaan m = 1 ylla olevassa esimerkissé, kdykin yleensé niin, ettéd integraalin arvo ei ole

endd nolla. Tamén integraalin arvo eri a:n arvoilla antaakin mahdollisuuden mitata yhté tason
suljettujen polkujen v tirkedd geometrista ominaisuutta, niiden kiertolukua.

Maisritelma 1.40 Olkoon v tason suljettu polku ja a jokin polkuun kuulumaton kompleksi-
tason piste. Talloin mddritellidn polun v kiertoluku pisteen a suhteen integraalina

1 1
Ind,y(a) o= % > —a
b

dz.

Kiertoluvulla (engl. winding number) on seuraavat ominaisuudet, joista osaa tutkitaan harjoitus-
tehtévissd ja joiden todistus 16ytyy lihteestd [3, Theorem 10.10].

o Kiertoluku on aina kokonaisluku. Sen suuruus kertoo montako kertaa kiyrd v yhteensd
kiertdd pisteen a ympéri ja sen merkki kertoo kiertosuunnan (positiivinen kiertoluku tar-
koittaa kiertoa vastapéividn, negatiivinen myotapédivaan).

e Kun kompleksitasosta poistetaan kéyran -y pisteet, jaé jéljelle avoin joukko. Kiertoluku Ind,
sédilyy vakiona jokaisessa tdmén avoimen joukon yhtenéisessé osajoukossa.

e Loytyy R > 0 siten, etti kiiyra v sisiiltyy kokonaan avoimeen kiekkoon Br(0). Kiertoluku on
nolla kaikilla tdmén kiekon ulkopuolella olevilla pisteilld, eli jos a € C ja |a| = R, on t&llsin
Ind,(a) = 0.

e Yhdistdmalld kaksi aiempaa kohtaa ndhdéan, etta kiertoluku on nolla kiyrdn v ulkopuolella,
eli kdyrdn v kuvan komplementin rajoittamattomassa yhtenéisessd komponentissa.

(LISA) Selitys sille, miksi integraali Ind, laskee juuri geometrista kiertolukua tulee
logaritmifunktion kédytoksestéd. Tarkastellaan yhdesti yhtenéistéd aluetta, joka saadaan
poistamalla kompleksitasosta suoran puolikas, joka ldhtee pisteestd a ja kulkee siité
negatiivisen reaaliakselin suuntaan, eli aluetta Q := {z € C|z —a ¢ ]—o0,0]}. Téllsin
(z —a)™! = F'(2), kun F(z) := In(z — a), z € Q. Koska F € H(f), voidaan Lausetta
kéyttad kaikissa polun - pétkissd, jotka sisdltyvit alueeseen (). Kohdissa, joissa
v kulkee yli poistetun suoran, hyppéd F' arvon +27i verran, jossa merkki riippuu siitd
kuljetaanko suoran yli ylhaalté alas (+) vai toisin péin (-). N&in ollen integraali Ind (a)
on summa néiden hyppyjen lukumaéaarasta, ottaen huomioon myos niiden suunta. Tama
vastaa juuri geometrisesti polun ~ kiertolukua pisteen a ympéri.
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Jos luottaa omaan visualisointikykyynsi, voi soveltaa myds yleistd versiota Esimerkin [I.38]
polunmuokkaustuloksesta. Téssé tuloksessa on helpotuksena se ettei tarvitse miettié onko alue €2
vhdesti yhtenéinen. Sen soveltamisessa pitdd kuitenkin olla tarkkana alueen geometrian kanssa:
on taysin oleellista, ettd polkuja muokatessa ei poiketa ulos alueesta Q.

Lause 1.41 Olkoot vy, ja vo kaksi suljettua polkua, jotka voi jatkuvasti muuntaa toisikseeﬂ
alueen ) sisdlla. Tdlloin:

1. Aina kun f € H(Q),
jgf(z)dz = 3€f(z) dz.
7 2

2. Aina kun a ¢ Q, pitee kiertoluvuille

Ind, (@) = Ind,,(a).

1.7 Cauchyn integraalikaavat

Madritelmé 1.42 Kun v : [a,b] — C on kompleksitason polku, merkitiin polun kuvajoukkoa
"Ran~v” ("Ran” on lyhenne sanasta “range”). Jos Q on jokin kompleksitason alue, on polun
komplementti joukko "Q\Ran~”, jota merkitiin lyhyemmin "Q\~”.

Toisin sanoen ”"Ran~” koostuu niistd kompleksitason pisteistd, joiden kautta polku v kulkee,
Ran~y := {y(t) |t € [a,b]}. Sen komplementti joukon € suhteen, 2\, koostuu niistd (2:n pisteisté,
joiden kautta polku ei kulje: Q\y := Q\Ran~y := {z € Q]| z # 7(t), kaikilla ¢ € [a, b]}.

Olkoon 2 alue, f € H() ja v suljettu polku Q:ssa. Valitaan tdmén jéilkeen jokin piste z € Q\y,
jota pidetédidn kiinnitettyni. Télloin on Q' = Q\{z} myos alue ja koska poistettu piste z ei kuulu
polkuun ~, on v polku myos alueessa . Miiritelldéin sitten erotusosaméirii muistuttava uusi

funktio
f(C)_f(Z)7 CGQ/-
(—=z
Koska tissd nimittédjin nollakohta, eli vakiopiste z, ei kuulu alueeseen €', on rationaalifunktio g

derivoituva: g € H({'). Toisaalta, koska z ¢ Ran~, kuten edellisessi luvussa selitettiin, voidaan
madritella myo6s kayran v kiertoluku pisteen z ympéri integraalina

11 1A
Ind’y(z)_QTriﬂgg—de_§C—227ri'
8! B!

9(¢) =

Nain ollen

3@9(@“) d¢ = *Q{[(—C)Z d¢ — f(2)2niInd, (2) . (1.17)
¥ v

Tésté esityksestd on hyotyé, silld usein kdykin niin, ettd vaikka §,y % d¢ # 0, pitee funktiol-
le g kuitenkin §,y g(¢)d¢ = 0. Tamén ndkemiseksi oletetaan sitten lisiiksi, ettd polku v voidaan
muuntaa pysyen koko ajan alueen € sisdillid poluksi 7¢, joka kiertid e-séiteistd, ympyrankehis
pisteen z ympiri (Esimerkissi néytettiin miten muunto onnistuisi, jos tarkoituksena oli-
si pelkiistéiin pienentdd ympyrinkehdd kulkevaa polkua). Télloin Cauchyn lauseen seurauksena

12(MAT) Tarkemmin téssi pitdd olettaa, ettd polut ovat Q-homotooppisia: kun molemmat polut on parametrisoi-
tu vélille [0, 1], 16ytyy jatkuva kuvaus H : [0, 1] x [0, 1] — €, jolle H(t,0) = v1(t), H(0,s) = H(1,s), H(t,1) = v2(t)
kaikilla s, t € [0,1]. Tdllsin polut I's(¢) := H (¢, s) muodostavat yksiparametrisen perheen polkuja, joka “tekee” po-
lusta I'gp = 1 polun I'y = ~a.
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saadusta Lauseesta seuraa, etti §'y g(¢Q)d¢ = §,y£ g(¢)d¢, silla g € H(QY). Toisaalta, f on
derivoituva pisteessa z € €2, joten kun ( — z pétee

f(Q) —f(2)
(—=z
Koska raja-arvo on olemassa, tdytyy funktion g olla rajoitettu jossain z-keskisessd kiekossa, eli

loytyy M,eq > 0, joilla |g(¢)| < M aina kun |{| < &¢. Néin ollen saadaan sivun kohdan
estimaatista arvio

9(¢) = — f'(2).

3@ 9(¢)dc| < My,

aina kun 0 < ¢ < g¢. Koska polku 7° kiertéa e-séiteistd ympyrankehéé, on sen pituus verrannollinen
siiteeseen ¢, ja pitee siis |y¢] — 0 kun ¢ — 0. Tésté seuraa, ettd myos ‘§75 g(¢ d(’ — 0 kun ¢ — 0,

joten voidaan péitelld, ettéd §w g(¢) d¢ = 0, kuten kappaleen alussa ennakoitiin.
Niin ollen aina kun ylld mainittu polun v kutistaminen voidaan tehdi, seuraa kaavasta (1.17))

1) C—zZm

Tété esitystd kutsutaan Cauchyn integraalikaavaksi. Kuten ldhteessé [3, Lauseet 10.35 ja 13.11]
todistetaan, onnistuu haluttu polun kutistaminen aina, jos {2 on yhdesti yhtendinen alue. Saadaan
siis seuraava téirked yleinen tulos.

Lause 1.43 (Cauchyn integraalikaava) Jos Q on yhdesti yhtendinen alue, v on sul-
jettu polku Q:ssa ja z € Q\y, niin kaikilla f € H(Q) pdtee

1(z) §7227r1

Tulosta kéytetdan usein valitsemalla polku -y siten, ettd se kiertdé jonkin avoimen joukon g
ympéri kerran vastapiivddn ja peittdmalld polku ~y jollain yhdesti yhtenéiselld alueella €. Jos
télloin f € H(Q), eli jos f on analyyttinen koko isommassa alueessa €2, voidaan f:n arvot esittii
kaikissa pienemmén joukon pisteissd z € {2y integraalina

C—sz

Talloin nimittidin oletusten mukaan kiertda polku + kaikki pisteet z € €y kerran vastapaivién,
joten niille kaikille patee Ind, (z) = 1. Jos kiertosuunta kulkeekin mydtipdividn, vaihtuu integraa-
liesityksessd merkki, silld télloin Ind, (z) = —1.

Tastéd saadaan siis f:lle integraaliesitys joukkoon 2y kéyttden kiintedd polkua ~y. Vastaava
integraaliesitys operaattoreille on yksi tarkeimmisté tekniikoista, jolla voidaan approksimoida mo-
nien kvanttimekaanisten systeemien ja stokastisten prosessien ratkaisuja ns. resolventtiesitysté
kéyttéaen.

Esimerkki 1.44 Laske integraali

C2 4271'1

kun v kiertdd vastapéivddn jotain seuraavista ympyriankehisté

(a) 0B1(2), (b) 0B1(-2), (c) 0Bs(0). (1.18)
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Ratkaisu: Sovelletaan tiissi Cauchyn integraalikaavaa, kiyttien identiteettis (¢ —2)(¢+2) = (2 —
ja siitd seuraavaa osamurtokehitelmii. Néin ollen kaikilla alueen g := C\{—2, 2} pisteilld ¢ pitee

| _<<+2>1_<<2)1:1[ 1 __1 ]

-4 (-2  (+2 (-2 (+2

Kohdan (a) polku kulkee yhdesti yhtenéisessi oikeassa puolitasossa €2 := {z € C|Rez > 0}, jossa
osoittaja f(¢) = ((+2)~! on analyyttinen. Toisaalta polku kulkee kerran positiiviseen kiertosuun-

taan pisteen z = 2 € Q\vy ympiri, joten Cauchyn integraalikaavan mukaan t#lléin § (21 I 2de1 =
f2) =1

Kohdassa (b) voidaan vastaavasti valita  := {z € C|Rez < 0} ja f(¢) = ((—2)7}, ja Cauchyn
integraalikaava antaa §_ = o= f(-2)=-1.

Kohdan (c) voi laskea esimerkiksi huomaamalla, ettd isompaa ympyrinkaarta kulkevan polun
voi muokata alueessa €y poluksi, joka on (a)- ja (b)-kohtien polkujen ketju, joten sen tulos on
néiden osaintegraalien summa. Toinen vaihtoehto on kayttdd osamurtokehitelméi, josta seuraa,

ettd § =g am = (Ind,(2) — Ind,(=2))/4 = (1 - 1)/4 = 0.

Esimerkki 1.45 Hieman monimutkaisempi esimerkki 16ytyy englanninkielisiltd Wikipedia-sivuilta
(http://en.wikipedia.org/wiki/Cauchy%27s_integral_formula) Sielld niytetifin, miten Cauc-
hyn integraalikaavan avulla voi laskea integraalin §7 9(¢) d¢ arvon, kun g(z) = ﬁ ja v kiertds
kerran ympyréinkehdd 0B2(0).

Cauchyn integraalikaavan pystyy yleistdmé&in myos integraaliesitykseksi analyyttisen funktion
derivaatoille. Kuten aiemmin mainittiin, on analyyttisen funktion derivaatta aina analyyttinen.
Téastd seuraa, ettd analyyttiselld funktiolla on olemassa kaikkien kertalukujen derivaatat ja alla
oleva tulos kertoo, miten ne voi laskea alkuperaistéd funktiota sopivasti integroimalla.

Seuraus 1.46 (Cauchyn integraalikaava derivaatoille) Olkoon 2 yhdesti yhtendinen
alue, z € Q ja v polku Q:ssa, joka kiertdd kerran z:n ympdri posititviseen kiertosuuntaan, eli
vastapdividin. Tdlloin kaikilla f € H(Q) jan € N pitee

d" _nl f(©)
T AaEn
v

F(z) = d¢.

Oletukset takaavat siis, ettd Ind, (z) = +1 ja z ¢ Ran~y. Tulos pitee yleisemmillekin poluille v, sa-
moin oletuksin kuin alkuperiisessi Cauchyn integraalikaavassa: télloin pitdd muistaa lisdtd kaavan
vasemmalle puolelle kerroin ”Ind,(z)”. Helppo muistisdénts derivaattojen esityskaavalle on, ettd
Cauchyn integraalikaavaa Lauseessa [1.43 saa "derivoida mielivaltaisen monta kertaa integraalin
sisalta”.

(MAT) Todistuksen idea. Koska Ran v on kompakti, 1dytyy aina e > 0, jolle |y(t) —z| =
¢ kaikilla ¢ ja B.(z) < Q. Jos siis |h| < 5, on my6s Ind,(z + k) = 1 ja Cauchyn
integraalikaavan mukaan

f(z+h R 1¢(—2—((—2—h)dC
hﬂgf [ —z—h C—z] 27i jf(oh(g“—z—h)({—z) 27i

ftO w2 [ 10
((—2z—h)(¢—z) 27 2ri J (¢ —2)?

vy Y

dg,

joka mééritelmén mukaan on sama kuin f’(z). Kaava pétee siis kun n = 1. Lopputo-
distuksen voi tehdé esimerkiksi induktiolla samanlaista laskua kéyttden. Huomaa, etté

(C=2)" = (=2 =h)"" = (n+ Dh(C = 2)" + O(h?).
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Esimerkki 1.47 Laske polun «(t) = 2¢i, t € [0,27], yli otettu integraali

3
z
E}gmd”
)

Ratkaisu: Polku v kiertdd ympyrénkehdd 0B (0) kerran vastapéivédn, joten Ind,(—1) = 1, koska
|-1] < 2 ja singulariteetti z = —1 on siis vastaavan avoimen kiekon sisdlld. Sovelletaan téssd
Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille valitsemalla siind n = 2, Q = C ja f(¢) = (3, joka on
derivoituva kaikkialla. Téstéd saadaan

23 o2mi d?

——dr = ——w? = —06mi.
fﬁ (z+1)3 T aw?” w1 i
¥

tarkoittaa derivaatan arvoa f()(—1).)
w=—1

. . 2
(Tissd merkinti d%? w3‘

1.7.1 Liouvillen lause ja algebran peruslause

Tutustutaan seuraavaksi muutamaan Cauchyn integraalikaavojen sovellukseen.

Lause 1.48 (Liouvillen lause) Jos f € H(C) on rajoitettu, se on vakiofunktio. Eli, jos f € H(C)
ja loytyy M > 0, jolle | f(2)] < M kaikilla z € C, niin loytyy co € C, jolla f(2) = co kaikilla z € C.

TobisTUs Kun z € C ja R > 0, voidaan soveltaa Cauchyn kaavaa derivaatoille kdyttaen
polkua v(t) = z + Re', jolle Ind,(z) = 1. Saadaan siis

/ f(Q) _d¢
1= f

v

Integraalin modulia voidaan estimoida kuten sivulla [25] muistaen oletus, ettd |f| on
rajoitettu,
M M
(o) < MM _ M poge
Néin ollen f'(z) = 0 kaikilla z € C, josta seuraa, ettd f(z) = f(0), eli f on vakiofunktio.
(Koska Q) = C, Lausetta voidaan soveltaa mille tahansa polulle ~,, joka kulkee
origosta pisteeseen z ja télloin pitee f(z) — f(0) = Swz f(w)dw = 0.) ]

Funktioita f € H(C) kutsutaan myos kokonaisiksi funktioiksi (engl. entire function). Liou-
villen lauseesta seuraa, ettd jos kokonainen funktio ei ole vakio, tdytyy sen olla rajoittamaton.
Esimerkkejé ei-vakioista kokonaista funktioista ovat exp, cos ja sin. Namé kaikki ovat eksponen-
tiaalisesti kasvavia kun ldhestytddn aidretontd sopivasta kompleksitason suunnasta, esimerkiksi
|exp(z)| = eR®* — o0 kun Rez — o0.

Liouvillen lauseen avulla voidaan todistaa myd&s algebran peruslause.

Lause 1.49 (Algebran peruslause) Olkoon P, asteen n polynomi, n € N, eli

n
P,(z) = Z apz® = apnz" + an_12"" 1+ +ag,
k=0

jossa a, # 0. Talldin loytyy n polynomin nollakohtaa z, € C, k = 1,...,n, joilla pdtee

P, (2) =0Ln1_[(z—zk)7 zeC. (1.19)
k=1
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Tosin sanoen polynomit voi esittdi kertoimien ay, sijaan kdyttden my6s suurimman termin kerroin-
ta a, ja n:8d kompleksilukua, jotka ovat polynomin nollakohtia. Jokainen polynomin nollakohta
16ytyy esityksestd, mutta sama nollakohta voi olla siind useita kertoja: nollakohdan esiintymis-
kertojen lukumé&irdd kutsutaan nollakohdan kertaluvuksi. Jos nollakohdan kertaluku on yk-
si, kutsutaan sitd yksinkertaiseksi nollakohdaksi. Huomaa, etté algebran peruslauseesta seu-
raa, ettd n:n asteen polynomin nollakohtien kertalukujen summa on aina n. Saatu tuloesitys on
hyodyllinen esimerkiksi, jos polynomi on rationaalifunktion nimittéjassd, niin kuin mychemmin
tullaan ndkemaén.

Esimerkki 1.50 Polynomilla z™, n € N, on vain yksi nollakohta z = 0 ja sen kertaluku on n.

Esimerkki 1.51 Polynomilla 323 — (34 6i)2%2 — (3—6i)z+3 = 3(z—1)(2—1)? on kaksi nollakohtaa:
yksinkertainen nollakohta z = 1 ja toisen kertaluvun nollakohta z = i.

(LISA) Algebran peruslauseen todistus. Osoitetaan ensin, ettd polynomilla P, on aina-
kin yksi nollakohta. Tehdéén vastaoletus, jolloin olisi P,(z) # 0 kaikilla z € C. Koska
P, on kokonainen funktio olisi télléin myds rationaalifunktio 1/P, kokonainen funk-
tio. Toisaalta, koska kolmioep#yhtilon mukaan |a,z"| — |Pn(2)| < |anz™ — P (2)] <
S0 lal|2*|, nihdéin ettd [Py (2)] = |an2"| — Xh—q lax] |2 = I'IQ—‘R" kaikilla |z| > R,
kunhan R valitaan tarpeeksi suureksi. Koska | P, (z)| on jatkuva, tdytyy silld olla minimi
joukossa |z| < R, joka ei siis voi olla nolla. Néin ollen 1/P, on nyt rajoitettu kokonainen
funktio. Liouvillen lauseen mukaan 16ytyy silloin ¢ € C, jolla 1/P,(z) = cq, €li ¢ # 0
ja Pp(z) = 1/¢p kaikilla z € C. Téami ei kuitenkaan voi pitééd paikkaansa, koska P,, on
polynomi, jonka aste on vihintidin yksi, eiké se siis voi olla vakiofunktio. Néin ollen
taytyy 16ytyd vahintdan yksi nollakohta z,,. Témén jialkeen algebraa kayttden ndhdaéan,
ettd 16ytyy polynomi Q,_1(2) = an,z" "1+ -+, jolle P,(2) = (2 — 2,,)Qn_1(2). Tulosta
iteroimalla seuraa siis esitys .

1.7.2 Maksimiperiaate

Lause 1.52 (Maksimimoduliperiaate) Olkoon ) rajoitettu alue (eli se sisdltyy johonkin kiek-
koon) ja f : 2 — C on jatkuva, sekd analyyttinen jokaisessa 2:n pisteessd. Tdlloin |f| saa maksi-
minsa reunalla 0Q, eli loytyy zo € 09, jolla |f(2)] < |f(20)| kaikilla z € Q.

Eli lyhyemmin, mutta vahén epdtarkemmin: analyyttisen funktion modulin maksimi loytyy aina
sen mddrittelyalueen reunalta. Tulosta voi yleistéié: ks. [3, Lauseet 10.24 ja 11.32]. Siitd seuraa
myo0s vastaava minimiperiaate, jonka johto jatetdédn harjoitustehtévéksi.

Jos U on avoin ja f € H(U), voidaan tulosta soveltaa aina esimerkiksi suljetuissa kiekoissa
D = B.(z) = {z € C| |z — 20| < ¢}, kunhan vain pitee D < U: valitaan Q = B.(z), jolloin

Q = D, f|p on jatkuva ja f|o € H(Q).

(LISA) Perustelu. Jos zg €  ja r > 0 on sellainen, ettii B,.(z9) < 2, voidaan soveltaa
Cauchyn integraalikaavaa kaikilla z € B,(zg) kiyttiden polkua v(t) = 2 + re't, joka
kulkee pisteen z ympiri kerran vastapiivdin. Jos N e N, niin f¥ e H(Q), koska
f € H(Q). Niin ollen

f)N = 3€ J;(E): % ., kaikilla N € N ja z € B,.(z) -
8l

Arvioimalla integraalin modulia sivun [25] estimaatilla ndhdéén, etté

N _ o < D FQON 1
SO =1 < B max L <o
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jossa M := C‘Cmax‘ If(O)] jad:=r—]z— 2 > 0 (jos |¢ — z0| = r, pitee kolmio-
(|C—2zo|="
epéyhtéilon mukaan | — z| = | — 20| — |20 — 2| = §). Néin ollen
T\W
|f(2)] <M(8) — M, kun N — 0.

Siispé | f(z)| < M aina kun |z — zo| < 7, eli |f| saavuttaa maksiminsa kiekon reunalla
0B, (20)-

Téaté tulosta soveltaen tai valitsemalla integrointipolkuja v, jotka kulkevat yha lahempéaé
alueen reunaa 0f), ndhdédian f:n jatkuvuutta kiyttéen, etta

< €.

/(@) < max|F(Ol, =

Koska 02 on kompakti ja rajoittuma |f| : Q@ — R on myds jatkuva, saavuttaa |f]|
maksiminsa jossain 0€2:n pisteessé zg.

1.7.3 (Lisd) Moreran lause

Seuraavaa tulosta voi kiiyttdd osoittamaan, ettii jokin (usein integraalin avulla) annettu funktio
f on analyyttinen. Huomaa, etté téssé versiossa ei lahtojoukon ) tarvitse edes olla yhtenéinen,
joten se on kitevi, jos joukon 2 médritelmé on vihdnkdin monimutkaisempi.

Lause 1.53 (Moreran lause) Olkoon Q avoin joukko ja f: Q — C jatkuva. Jos

aina kun A < Q on kolmio, joka sisiltyy Q:aan, ja y(A) on sen reunaa pitkin kulkeva polku, niin
f on analyyttinen Q:ssa.

Todistuksen idea. Kun zg € , voidaan valita kiekko V := B.(z9) < Q. Kiekossa voidaan
rakentaa F' € H(V) kiyttden zg:sta lidhtevien suorien yli integrointia kuten luvun alussa
tehtiin. Télloin pétee f(z) = F'(z) kun z € V, joten f:n rajoittuma V:hen on analyyttisen funktion
derivaatta ja siten tuo rajoittuma on analyyttinen alueessa V. Erityisesti siis on tilléin myos f/(zo)
olemassa. Niin ollen f € H(2). Lauseen tarkempi todistus loytyy viitteestid [3, Lause 10.17].



Luku 2

Sarjat ja analyyttisyys

2.1 Lukusarjat

Lukujono on numeroitu kokoelma kompleksilukuja wu,, € C. Téssd jokone N tain =1,2,..., N
jollain N € N. Ensimméisessé tapauksessa lukujono on d4reton, toisessa tapauksessa se on dérellinen
ja jonon pituus on N. Adrettomisti lukujonoista kiytetiin myos lyhennysmerkintdja (ug, ug, . . .)
tai (un)nen, ja #drellisistéi vastaavasti (u1,us,...,uxn) tai (u,))_;. Jos on selvii mistd indek-
sijoukosta on kyse, niin jonoa merkitédin yksikertaisuuden vuoksi joskus myos pelkistdan (uy).
Lukujono eroaa kompleksitason osajoukosta siin, ettd jonossa voi sama luku toistua useaan ot-
teeseen ja jonon luvut on ”jérjestetty”. Adreton lukujono suppenee kohti kompleksilukua z € C,
jos limy, o |ty — 2| = 0 ja tétd merkitddn lim,, o u, = 2.

Adrettomisti lukujonosta (un)nen muodostetaan sitd vastaava osasummien jono (sy)nyen
kaavalla

N
SN = Z Unp -
n=1

Jos osasummien jono suppenee, sanotaan etté lukujonosta (u,),en muodostettu sarja suppenee,
ja télloin merkitadn

o N
Zu": lim sy = lim Zun
N—w N—>w
n=1 n=1
Suppenevia sarjoja kiytetdinkin yleensd approksimoimaan jotain tuntematonta suuretta z, ni-
mittédin suoraan médritelmésta seuraa, ettd z ~ >, _; u, tarkkuudella |z — >, _; u,|, joka saa-
daan mielivaltaisen pieneksi ottamalla osasummaan tarpeeksi termejé, eli kasvattamalla N:44.
Tassé esiintyvéd virhettd z — >, ' u, kutsutaan sarjan jidnnostermiksi ja se on sama kuin
jonon (un41,uUn+2,...) muodostama sarja D _ n Un.
. . . . . . 0 .

Jos osasummien jonolla (sy) ei ole raja-arvoa, sanotaan ettd sarja >, ; u, hajaantuu.
Erityisesti, jos jono (sy) on reaalinen ja kasvaa rajatta, se hajaantuu. T&lloin siis sy — 00, kun
N — o0, ja tatd merkitaéan

[e¢]
Z Up = O,
n=1

vaikka my0s téssd tapauksessa sarjan sanotaankin hajaantuvan.

2.1.1 Geometrinen summa ja sarja

Térked erikoistapaus saadaan lukujonosta (1,q,¢%,¢3,...), kun ¢ € C on annettu: titi tapausta
kutsutaan geometriseksi sarjaksi. Sarja on hytdyllinen, silld sen osasummat sy, N € N, voidaan

37



38 LUKU 2. SARJAT JA ANALYYTTISYYS

laskea helposti:

N-1 N-1 N-1 N-1 N-1
=2 0" = (-agsy= D d"= Y " =1+ Y q" = Y ¢ —d" =14
n=0 n=0 n=0 ne1 ‘

Niin ollen, jos ¢ # 1, voidaan tulos jakaa puolittain (1 — ¢):lla, ja saadaan

N-1 N
l—q
n_ , 1. 2.1
Z:l T q# (2.1)
Jos ¢ = 1, on myos jokainen g™ = 1 summassa, joten talloin Z 1 q" = N.
Koska lgY| = |q|"V, niihddsn heti, etti |qN| — 0 jos |q| < 1 Talléin siis geometrinen sarja
suppenee, ja saadaan tulos
J- 1
an:i’ gl <1. (2.2)
n=0 q

Jos |g] > 1 on |¢"V] — oo, joten sarja selvisti hajaantuu. Sama pétee itse asiassa myos |q| = 1, silli
télloin jonon termeille pétee |¢"| = 1, joten |¢"| 4 0 kun n — oo (seuraavassa luvussa nahdéén,
miksi téstd seuraa, ettd sarja hajaantuu). Esimerkiksi kun ¢ = 1 saadaan sy = N — o0, ja kun
q = —1,saadaan sy = 1, kun N on pariton, ja sy = 0, kun N on parillinen. Téllainen vuorotteleva
jono on kylla rajoitettu, mutta se ei suppene kohti mitdaan kompleksilukua.

Kerédtdan nama tulokset lauseeksi.

Lause 2.1 Geometrisen sarjan osasummille pitee

N— 1_qN
Z {1‘1’ o (2.3)

, kunqg=1.

Geometrinen sarja suppenee jos ja vain jos |q| < 1, ja tdlldin sen summa saadaan kaavasta

% 1
an:ﬂ’ lg] <1. (2.4)

n=0

N
Esimerkki 2.2 Kun NV € N ja z € R, laske )] sin(nz) = sinx + sin2z + -+ - + sin Nz.
n=1
Ratkaisu: Sovelletaan geometrisen summan kaavaa. Tdhédn on monia tapoja, jotka kaikki tuotta-

vat vahin erilaisen esityksen vastaukselle. Ehké kaikkein siistein esitys saadaan tekemdlld lasku
seuraavasti: koska x € R, patee Eulerin kaavan perusteella ja kidyttéden tietoa sin0 = 0,

N
Zsmnw Esmmc Im (Ze >
n=1 n=0 n=0

Jéljelld oleva summa voidaan laskea sijoittaen ¢ = €' kaavaan 1} Jos ¢ =1, on ZnN:() el =
N + 1€eR, joten 27]:;1 sin(nx) = 0. Jos ¢ # 1, saadaan

i Z iy _ L (@)Y T — o) o —2isin((N + a/2)

1_oe o2 _gez ¢ —2isin(z/2)

Tésta on helppo ottaa imagindériosa kiyttiden Eulerin kaavaa, silld x € R, joten

sin(Nz/2) sin((N+1)x/2)
Z sin(nx) _ sin(z/2) ’ kun z ¢ {Qﬂ—k | ke Z} 3 .
= 0 kun z € {27k |k e Z} .

)
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2.1.2 Sarjojen perusominaisuuksia

Seuraavat sarjojen perusominaisuudet seuraavat suoraan mééritelmisté ja raja-arvojen laskusdannoisté.

0

0

1. Jos >} u, = s, niin Y, au, = as kaikille vakioille a € C.
n=1 n=1
0 0 0

2. Jos D up=sja X, vy, =t nin > (u, +v,) =5+t
n=1 n=1 n=1

a0
3. Jos Y w, suppenee, niin lim wu, = 0. (Silld u, = s, — $p—1 — s —s =0, kun n — c0.)
n=1 n—00

ee]
4. Jos jono (uy) ei mene nollaan, kun n — oo, niin sarja > u, hajaantuu.
n=1

Esimerkki 2.3 Kohtaa [2] voi kiyttdd myds jakamaan jokin annettu sarja kahteen osaan. Esi-
merkiksi, jos sekd parillisten ettd parittomien indeksien muodostamien osajonojen, (uan)nen ja
(u2n—1)neN, sarjat molemmat suppenevat, pétee

o8]
M= D> unt Y .
n=1

n parillinen n pariton

n—o0

ja, sillé siitéd ei suoraan seuraa, ettéd sarja suppenisi. Sarjojen suppenemisen tarkistaminen onkin
tyoladmpéd, silld yleenséd osasummille ei 16ydy mitdéan eksplisiittistd kaavaa, pdinvastoin kuin geo-
metriselle sarjalle kdvi. Erilaisia suppenemistestejé kdydéaian ldpi tulevissa luvuissa, mutta seuraa-
vasta yleisestd tuloksesta voi joskus olla apuaE

Kuten Esimerkissé ndhdéén, voi ehdosta lim wu, = 0 tarkistaa vain sen hajaantuuko sar-

o0
Lause 2.4 (Cauchyn suppenemisperiaate) Sarja . u, suppenee, jos ja vain jos kaikilla ¢ >
n=1

0 loytyy raja-indeksi N. € N, jonka jilkeen
luj +ujpr + - +u| <e, kunk>j > N..

Téamén testin etu verrattuna suoraan jonon (sy) suppenemisen todistamiseen on, etté sitd varten
ei tarvitse yrittda arvata mitéd arvoa kohti jono suppenee.

Seuraavassa esimerkissd tarkastellaan jonoa u, = 1/n, jolle selviisti pitee u, — 0, kun n —
co. Havaitaan kuitenkin, etté vastaava sarja hajaantuu, joten téstd saadaan esimerkki siité, etta

0
yksinkertaisen ehdon u,, — 0 tarkistaminen ei riitii osoittamaan sarjan . wu, suppenemista.
n=1
a0
Esimerkki 2.5 (Harmoninen sarja) Osoitetaan, ettd harmoniselle sarjalle > + = oo.
n=1
N
Ratkaisu: Koska jonon jokainen termi on positiivinen, niin selviisti osasummien sy = Y| % jono
n=1

on kasvava. Tarkastellaan indeksien N = 2™, M e N, muodostamaa osajonoa ja niytetiin, ett
se kasvaa rajatta kun M — oo. Téstd seuraa suoraan, ettd myos limy_,o sy = 00, niin kuin

tehtavissa pitdd osoittaa.

1 (MAT) Cauchyn suppenemisperiaate on suora seuraus siité, etti osasummien jono (sx) suppenee, jos ja vain jos
se on Cauchy-jono, silld kumoamalla yhteiset termit ndhddén, ettd aina kun k > i, s, —s; = u;41 +ujio+- - +ug.
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Kiintedlla M, jaotellaan osasumman termit uudelleen 2™, m = 0,1, ..., M, mittaisiin patkiin.
Jokaisessa pétkéssd voidaan kdyttad alkuperédinen jonon vdahenevyyttd. Néin saadaan tulos
M—12
1 1 1 1
sou =1+ -+ s+ )+ =1+ :
2 2 (3 4> ZZ?’”+]
m=0 j=1
M—1 2™ M—-1 M—1
1 2m 1 M
IR I s T IR e skl
m=0 j=1 m=0 m=

kun M — oo. Niin ollen osajono (sym) kasvaa rajatta.

2.1.3 Positiivitermiset sarjat

Jonon (u,) muodostamaa sarjaa kutsutaan positiivitermiseksi, jos u, > 0 kaikilla indekseilld
n. N4illd sarjoilla on monia helpottavia ominaisuuksia, jotka eivéit péde yleisesti sarjoille.

1. Positiivitermisen sarjan osasummat muodostavat aina kasvavan jonon.

o0 0
2. Positiiviterminen sarja Y, u, joko suppenee tai > wu, = o0.
n=1 n=1

3. Posititvitermisen sarjan termit voi aina jdrjestdd uudelleen: Jos p : N — N on bijektio, pdtee
0 o0

D) Up(k) = 2, Up, my6s silloin jos summa antaa ddrettomén. (Numeroituville joukoille N
k=1 n=1
bijektioita p : N — N kutsutaan myds permutaatioiksi.)

4. Iteroidussa posititvitermisessd sarjassa voi summausjarjestyksen aina vaihtaa:
[e¢] [ee] 0 0
DIDITEEDIPDILE
n=1k=1 k=1n=1

Huomautus 2.6 Namé tulokset ovat positiivitermisten sarjojen erikoisominaisuuksia, ja niité ei
voi ilman lisdehtoja kiyttad suoraan reaalisille sarjoille. Esimerkiksi, jos Zle U, on reaalinen
sarja, joka suppenee, mutta sen itseisarvojen sarja hajaantuu, Z:):l lun| = oo, loytyy jokaista
reaalilukua r € R kohti jokin permutaatio p, jolla Zfil Up(n) = 7. (Lisdtietoja 1oytad esim. Wiki-

pediasta kohdasta Riemann rearrangement theorem.) Palataan tarvittaviin lisdehtoihin Luvussa

T4

Positiivitermisilld sarjoilla onkin yleensé helpompi tutkia sarjan suppenemista ja arvioida sar-
jan jddnnostermien suuruutta.

Maiaritelma 2.7
e Jono (v,) on jonon (u,) majorantti, jos v, = u, kaikilla n.

o Jono (v,) on jonon (u,) minorantti, jos v, < u, kaikilla n.

Lause 2.8 (Vertailuperiaate) Olkoot (u,) ja (v,) positiwvitermisid jonoja, joille loytyy sellai-
nen vakio C' > 0, ettd jono (Cvy,) on jonon (u,) majorantti jostain indeksisti Ny alkaen,

Uy < Cvuy,, kun n > Ny .
a0 a0
1. Jos majoranttisarja suppenee, eli Y, v, < 0, suppenee myds sarja Y, U, ja sen jidinndstermid
n=1 n=1

voidaan arvioida majoranttisarjan jidnnostermilld:

0<Zun<02vn, kun N = Ny .

n>N n>N
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o0 o0
2. Jos minoranttisarja hajaantuu, eli >, u, = 00, pitee myds >, v, = 0.
n=1 n=1

TobpisTus Oletuksen mukaan pitee (u,):n osasummille seuraavat epiayht#lot aina kun

N = Ny
N N N N
sN:=Zun= Z Uy + Z Uy < Z Uy + Z Cv, = Z U, + C Z Uy, -
n=1 n<Ng n=Ny n<Ny n=Ng n<Nop n=DNy
(2.5)
o0
Niin ollen, jos Y v, < 0, on jaénnostermi ), _ \ v, aina positiivinen, silld jokai-
n=1

nen v, oletettiin positiiviseksi. Siten kaavan (2.5) mukaan osasummille pitee sy <
Dinen, Un + C XN, vn < 0, joten jono (sy) on ylhddltd rajoitettu ja kasvava.
Téllaiset reaalilukujonot aina suppenevat. Kun N > Ny, pétee jadnnostermille

M M
OgZunzlim Z u, < C lim Z Un:CZUn-
M—0 M —o0
n>N n=N+1 n=N+1 n>N

Nain ollen saatiin ensimméinen vertailuperiaatetulos todistettua.
Toista tulosta varten huomataan, ettid oletuksista seuraa, etté

N No—1 1 X
Svm nz S ne k3 u
n=1 n=1 n=Np
N
jossa Y, wu, — o0 kun N — oo. Néin ollen osasummien jono (Sy) kasvaa rajatta, ja
n=Ny
o0
siis > v, = o0. O
n=1

Huomautus 2.9 Niin kuin ylld ndhd&én yleisestikin, ettd ddrellisen mddrdn termeji poistaminen
jonosta (uy) ei vaikuta sarjan ), u, suppenemiseen. Summan arvohan voi toki téstd poistamisesta
muuttua.

Sarjasta voi lisiksi aina poistaa termit, joille u,, = 0, silld tdmé& ei vaikuta osasummajonon
suppenemiseen tai raja-arvoon (pois lukien triviaali tapaus, jossa u, = 0 kaikilla n).

Soveltamalla vertailuperiaatetta geometrisen sarjan tunnettuihin suppenemisominaisuuksiin
saadaan:

Lause 2.10 (Cauchyn testi) Oletetaan, etti (u,) on positiiviterminen sarja.

0

1. Jos loytyy 0 < q < 1, jolla (un)/™ < q kaikillan, sarja Y u, suppenee ja sen jainndstermille
n=1
pitee
qN+1
0< ) up < [ faikilla N

0
2. Jos (up)¥™ =1 kaikilla n, on Y u, = 0.
n=1

TopisTus Kohta 1: Ehdosta seuraa, etti 0 < wu, < ¢" kaikilla n ja Lauseen [2.]
mukaan majoranttisarja (¢") suppenee, silld ¢ < 1. Vertailuperiaatteen mukaan tilloin
D, Un < 00 ja sen jadnnostermille pétee

N+1
q

Z“"< an:iquH:qNHiqk: — .
k=0 k=0 I—q

n>N n>N
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Kohta 2: Ehdosta seuraa erityisesti, ettd u,, = 1 kaikilla n, joten lim, ¢ u, # 0.

0
Niin ollen sarja > u, hajaantuu. O
n=1
Kuten kaikissa suppenemistesteissi, on Cauchyn testissikin kyse lopulta pelkéstéiéin jonon (u,)
asymptoottisesta kédyttdytymisestd kun n — o0. Sovelluksissa onkin usein helpompi tarkastel-
la pelkéstdédn jonon (u}/ ") raja-arvon kiyttdytymisti, kuten Lauseessa todistetaan. Usein
raja-arvo ei kuitenkaan ole olemassa sellaisenaan ja testid varten tarvitaan sen yleistysté, limes

superioria, joka kdydain lapi seuraavaksi.

Madritelmé 2.11 Reaalilukujonon (u,) supremum eli tarkka yldraja on pienin luvuista M €
R, joilla u, < M kaikilla n. Tdtd pienintd ylirajaa merkitddn sup,, u,. Jos jonolla ei ole ainoata-
kaan yldrajaa M, merkitddn sup,, u, = 0.

Esimerkki 2.12 Jonojen (0,1,0,1,0,1,...), (-1,1,—-1,1,—-1,1,...) ja(1,0,0,0,0,...) supremum
1. Jos u, :=1—27", n € N, piatee myos sup,, u, = 1, silld u,, < 1 aina, mutta lim,_,o u, = 1.
Jonolle (uy,) := (1,-2,3,-4,5,—6,...), eli kun u,, = (—1)""1n, pétee sup,, u, = 0.

Tarkastellaan edelleen jotain reaalilukujonoa (u,,). Kun N € N, merkitdén osajonon (t,4n—1)5%_
tarkkaa yldrajaa Uy := sup, y un. Talloin joko Ty = oo kaikilla NV tai jono (uy) on vihenevé,
jolloin se joko suppenee tai viithenee rajatta. Jonolla (@) on siis aina raja-arvo p := limy_o Uy
joka on oo ensimméisessa tapauksessa ja jokin reaaliluku tai —oo toisessa tapauksessa.

Lause 2.13 Kaikilla reaalilukujonoilla (uy,) voidaan mddritelli jonon limes superior kaavalla

limsupu, = lim sup u, € Ry {—00,00}.
n—oo N—w >N

Silld on seuraavat ominaisuudet

1. Jos jono suppenee, pdtee limsup,,_, o, Uy = limy o0 Up .
2. limsup,, ,, Un = 0 jos ja vain jos loytyy osajono (un,, )keN joka kasvaa rajatta.

3. Reaaliluku p € R on jonon (uy,) limes superior jos ja vain jos
(a) kaikilla € > 0 loytyy jonon katkaisukohta N, josta eteenpdin

Up < U +¢€, n = N,

(b) ja loytyy osajono (un, )keN j0sSa Npt1 > Ny ja limy oo Uy, = p1.

Limes superior antaa parhaan mahdollisen ylirajan sille, miten jono (u,) kiyttdytyy indeksin
suurilla arvoilla. Syy miksi lim sup esiintyy usein matematiikassa onkin se, ettd useilla jonoilla ei
ole olemassa lainkaan raja-arvoa, mutta niille 10ytyy aina limes superior.

Annetun jonon (u,) limsup 1dydetédénkin yleensi iteroimalla ylld olevan lauseen kohtia: ensin
tarkistetaan, onko jonolla jokin raja-arvo (+oo kdyvit tédssd myds), ja jos se 16ytyy, niin tdmé
raja-arvo on sama kuin jonon limsup. Jos raja-arvoa ei 16ydy, tarkistetaan seuraavaksi onko jo-
no ylipdatadn ylhdaltd rajoitettu: jos epéilee ettei nédin ole, voi asian todistaa etsimélld osajono,
joka kasvaa rajatta. Muuten tiedetdin, ettéd limes superior on #dérellinen. Etsitdéan se pudottamal-
la jonon alusta pois arvoja ja pyrkimaélla l6ytdméaan jiljelle jadvista osajonosta jokin arvo, joka
mahdollisimman hyvin approksimoi sen pienintid yldrajaa. Tamén voi aina tehdi niin, ettd ap-
proksimaatioiden muodostama osajono on kasvava, joten sille 16ytyy raja-arvo p. Viimeinen asia
on tarkistaa, ettd raja-arvo p varmasti toteuttaa myos ehdon (a) ylla.

Esimerkki 2.14

e Jonon (u,) = (0,1,0,1,0,1,...) alkiot on selvisti rajoitettu luvulla 1 ja toisaalta sen paril-
listen indeksien muodostama osajono koostuu pelkéstdan luvuista 1, joten sen raja-arvokin
on 1. Saadaan siis limsup,,_,,, u, = 1.
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e Samoin nihdién, ettd myos jonolle (u,) = (—1,1,—-1,1,—1,1,...) on limsup,, ,, u, = 1.

Jonolle (u,) = (1,0,0,0,0,...) on lim,_,« u, = 0, joten limsup,,_,, u, = 0.

Jos up, =1+4+27", neN, on lim, 4 u, =1, joten limsup,, ,,, un, = 1. (Huomaa, ettd jono
on vihenevé, joten télle jonolle sup,, u, = u; = 3/2 > 1 = limsup,, 4, Un.)

Jos u, = (—1)""!n, n € N, pétee sen parittomille arvoille ugy 41 = 2k + 1 — o0 kun k — oo.
Néin ollen limsup,,_, ., Un = 0.

Seuraavan tapainen esimerkki voi tulla vastaan my6hemmin késiteltdvien Fourier-sarjojen arvoista.

Esimerkki 2.15 Olkoon u,, = ng—il cos (%T") Laske lim sup,,_, ., 4, ja imsup,,_, . (—ty).

Ratkaisu: Koska cos on 2m-periodinen, on jono (cos[(27n)/3]) 3-periodinen. Laskemalla kolme en-
simmaéisté arvoa saadaan tésté jonoksi (—1/2,—1/2,1,—1/2,-1/2,1,...). Toisaalta lim,_,« n?—il =
1. Néin ollen ottamalla jonosta joka kolmas arvo aloittaen jonon kolmannesta alkiosta (eli osajo-
no (ugy)) saadaan osajono, jonka raja-arvo on 1. Toisaalta u, < 1 kaikilla n, joten téstd seuraa
lim sup,, o, n, = 1.

Vastaavasti jonolle (—u,) pétee u, < 1/2 ja sen osajono (—usk+1) suppenee kohti arvoa 1/2.
Néin ollen limsup,,_,,(—u,) = 1/2.

Limes superioria tarvitaan tédssid monisteessa ldhinné seuraavan lauseen ehtojen tarkistamiseen.

Lause 2.16 Olkoon (u,) positiwiterminen jono ja p := limsup,,_,, ul".

o0
1. Jos p < 1, sarja >, u, suppenee ja loytyy q < 1 siten, ettd sarjan jadnndstermille pitee
n=1
0< > u, < qlNH alkaen jostain indeksistd Ny, eli kun N = Ny. Tdllainen q loytyy ainakin
n>N

valilt 1p, 2521

—q

0
2. Jospu>1, on Y u, = o0.
n=1

0
3. Jos u =1, voi sarja Y. u, joko supeta tai hajaantua.
n=1
Huomaa, ettd kun g < 1, suppenee sarja eksponentiaalisesti silld jadnnostermin yldrajan voi
kirjoittaa my6s muodossa e~ (VDN g/(1 —¢), jossa In(1/q) = In(2/(1 + 1)) > 0. Kun g — 1 menee
téssi In(1/q) — 0, sillid ¢ > p. Niin ollen hidastuu yldrajan vihenemisvauhti nollaan kun p — 1.

TopisTus Kohta 1: Koska p < 1 < oo toteutuvat Lauseen [2.13| kohdan 3 ominaisuudet
(a) ja (b). Kohtaa (a) voidaan soveltaa arvolla e := (1 — pu)/2 > 0, eli 16ytyy Ny, jolla
kaikilla n > Ny,
2p+l—p 14+p

2 2

Koska p < 1, on téssi pp < ¢ < 1ja (un)n>n, toteuttaa Cauchyn testin tilld ¢:n arvolla.
Lauseestaseuraa, ettd sarja Zn> N, Un Suppenee ja sen jidnnostermi toteuttaa ylld
mainitun ehdon. Valitsemalla pienempié :n arvoja voidaan myds ¢:n arvoa pienentéé,
mutta néille kaikille pétee aina ¢ > p.

Kohta 2: Jos 1 < pu < o0, 16ytyy Lauseen kohdan 3 (b) mukaan osajono

ulm < 4 =

Vg = u,l/kn’“, k € N, jolle limg o vy = p. Erityisesti siis jostain Ny alkaen pétee
lve — p| < e, k = Np, valinnalla € := (u—1)/2 > 0. Kun k > Ny on siis g — v < &,

joten
2u+1—u_1+u>

1.
2 2

Vg > b — €=
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Niin ollen u,, = v,* > 1 kaikilla k > Ny, joten tdmé osajono ei mene kohti nollaa. Jos

u = o0, 16ytyy osajono, joka ei ole rajoitettu, eiké siis mene kohti nollaa. Néin ollen
0

molemmissa tapauksissa, u, + 0 kun n — o0, joten sarja Y. w, hajaantuu.

n=1

Kohta 3: Harjoitustehtédvéssd 5.7 on annettu sarja, jolle p = 1, mutta joka suppenee.

Ylld néhtiin, ettd harmoninen sarja u, = 1/n hajaantuu, ja sille pitee (u,)Y™ =

nn

exp(—22) — exp(0) = 1, joten sillekin on p = 1. O

Cauchyn testid helppokiyttoisempi, mutta epdtarkempi, on seuraava tulos.

Lause 2.17 (d’Alembertin testi) Olkoon u, > 0, n € N. Jos loytyy q < 1, jolla indeksistd Ny

alkaen pitee =~ < q, kun n = Ny, niin sarja Z U, suppenee ja jadnndstermille pdtee

n=1

gN—No

Z Uy < uNO 1 , N = Ny

n=N -4

0

Jos u“—"l > 1 jostain indeksisti alkaen, sarja Y w, hajaantuu.
" n=1

TobisTus Oletetaan ensin, etté u“il <g<lkunn > Ny. Kun N > Ny jakeN
pétee siis
2 k
UN+k S QUN+k-1 S CUNE—2 S - S UN .

Jonoon (unir)ren voidaan siis soveltaa vertailuperiaatetta, ja saadaan

o0 o0 o0 1
> un:ZUN+k<uNqu:uN17

n=N k=0 k=0 —a

Niin ollen sarja suppenee, ja jadnnostermin estimaatti seuraa sitten kayttamalla ite-
raatiota uudestaan muodossa uy < qN_NOuND.
seuraa téstéd kaikille k € N

UNg+k = UNg+k—1 =+ = Un, > 0.

0
Niin ollen w,, > 0 kun n — oo, joten sarja >, u, hajaantuu. ]

n=1

Huomautus 2.18 Kuten Cauchyn testissé, voin tassakin olevan ehdon tarkistaa kéiyttéien raja-
arvoja: esim. jos hmnﬁOO

hyn testin suppenemlsvaklot ovat itse asiassa téssé tapauksessa samat, eli talloin pétee lim,, o u}/ "

lim,, 0 ﬁ
Esimerkki 2.19 Milld muuttujan arvoilla x > 0 sarja Zf:o %,: suppenee?
Ratkaisu: Cauchyn testissé olevan juuren laskeminen tuntuu hankalalta, mutta d’Alembertin testin
osaméarille taas pitee, nyt kun u, := fT' > ( ja olettaen, ettd n > 1,
Up, 2"(n—1) =z

- — =~ 50,
Up—1 zn1n! n

kun n — 0. Voidaan valita Ny € N joksikin luvuksi, jolle Ny > 2z, ja tdmén jilkeen w, /u,—1 < %
kun n > Ny. Niin ollen d’Alembertin testin mukaan sarja suppenee kaikilla > 0 ja suppeneminen

on eksponentiaalisen nopeaa ainakin indekseille n > 2z.

Viimeinen tdmén luvun testeisté on kdteva, jos sarjan termit saadaan jonkin helposti integroita-
van vahenevin funktion avulla. Télloin sarjan suppeneminen tai hajaantuminen nédhdién suoraan
vastaavan integraalin suppenemisesta.
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Lause 2.20 (Cauchyn integraalitesti) Oletetaan, ettd jono (u,) mdadritelliin positiivisen funk-
tion f : [1,00[ — [0, 0] avulla kiyttien kaavaa u, := f(n), n € N. Jos f on vidhenevd funktio,
niin sarja Y. u, suppenee tismdlleen silloin kun

J:O flz)de < 0.

Jos integraali suppenee, voidaan myds sarjan jidnndstermid arvioida sen avulla: aina kun N € N,

foo f(x)dz < Z Up < J: f(z)dz.

N+1 n>N

Topbistus Kun n € N ja z € [n,n + 1], saadaan funktion f oletetusta viihenemisesti

up = f(n) = f(x) = f(n+1) = unya .

Namé epayhtélot voidaan integroidaﬂ koko vélin yli, josta seuraa

n+1
Uy = J flx)de = upyq -

Summataan tdméa arvojen n = N, N + 1,..., N + M yli, josta saadaan epayhtalot

N+M N+M+1 N+M+1
Z Uy = J flx)dx = Z U - (2.6)
n=N N k=N+1

Jos STO f(z)dz = o0, kasvaa keskimmiinen integraali rajatta kun N =1 ja M — oo,
joten talldin Y0 | u, = o0. Jos S?O f(z)dz < oo, saadaan toisesta epdyhtélostd tulos

N+M+1 N+M+1 s
Z Up < f fz)dz < J- flx)dx < o0,
n=N+1 N N

joten sarjan osasummien jono on kasvava ja ylhdaltd rajoitettu. Néin ollen silld on raja-
arvo, ja siten sarja ), u, suppenee. Jiinnostermille saadaan halutut rajat suoraan
ottamalla M — oo kaavassa (2.6)). O

Esimerkki 2.21 Millé reaaliluvuilla s Dirichlet’n sarja suppenee, eli seuraava funktio on dérellinen
o 1
¢(s) := 2 < 0 ?
n=1

Ratkaisu: Nyt u, = f(n) funktiolle f(z) := 275, « > 1. Jos s < 0, on tédssd n~* = 1, joten tdlloin
o0
un, + 0 kun n — o0, joten sarja Y, wu, hajaantuu.
n=1
Oletetaan tisti eteenpiin, ettd s > 0. Koska f/(x) = —sz~*~! < 0, on funktio f viihenevi ja
voidaan soveltaa Cauchyn integraalitestid, Lausetta [2.:20] Jos s = 1 ja M > 1, piitee

M

M
f(z)dz = /lnx =InM — 0,
! 1

kun M — oo. Téll6in sarja siis hajaantuu.

2(MAT) Monotoniset funktiot ovat aina Borel-mitallisia, joten mit#in muita oletuksia ei tarvita integraalin
olemassaololle.
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Kun M > 1 ja s # 1, pétee

M

M 1 1 1
j f(z)de = / ' = + M
1 1

1—s s—1 1—s

Jos s < 1, on téssé potenssi 1 — s > 0, joten M™% — o0 kun M — co. Cauchyn integraalitestin
mukaan sarja tillsin hajaantuu. Jos s > 1, saadaan M'~* — 0 kun M — oo, joten seki timi
integraali ettéd sarja suppenevat. Suppenemisvauhti ei kylld ole pddtd huimaava, jos s ~ 1, silla

jaannostermille péatee
1 1 1

1
< < ——.
L < S s

Vastaus: Sarja ((s) suppenee kun s > 1 ja hajaantuu kun s < 1.

Y1I4 olevan esimerkin tulos kasittelee kuuluisan Riemannin zeta-funktion méarittelyd sarjan
avulla reaaliakselilla. Huomaa, ettd tdma tapaus kuuluu siithen luokkaan, jossa "y = 1 = ¢” Cauc-
hyn ja d’Alembertin testeissi, joten niiden avulla ei saa mitdéin tietoa tdmén sarja suppenemi-
sesta. Zeta-funktion méa#rittelystd arvoilla s < 1 puhutaan lisdd monisteen toisessa osassa, jossa
késitelladn analyyttistd jatkamista.

2.1.4 Kompleksilukusarjojen yleisid ominaisuuksia
Itseisesti suppenevat sarjat

Misritelmé 2.22 Kompleksiarvoisen jonon (uy,) mddrddimd sarja on itseisesti suppeneva, jos
sen modulien muodostama posititviterminen sarja suppenee, eli

0
Z |tn| < 0.
n=1

Yksi tarkeimpié edellisistéd positiivitermisten sarjojen sovelluksista onkin ylld olevan itseisen sup-
penemisen tutkiminen.

Itseisesti suppenevat sarjat kiayttaytyviat monessa mielessd hyvin samalla tavalla kuin positii-
vitermiset sarjat. Alla olevaan lauseeseen on kerétty néisté tdrkeimpié yleistyksia.

Lause 2.23 Olkoon jonon (u,) mddrddmd sarja itseisesti suppeneva. Tdlldin

0
1. Sarja >, u, suppenee, ja sen jidinndstermille pdtee arvio
n=1

2, un

n>N

< D Jual. (2.7)

n>N

2. Sarjan termit voi jirjestid uudelleen, eli jos p on permutaatio, pdtee
o0
2, tun =
n=1

Lisiksi, jos (Un k)n ke on kokoelma kompleksilukuga, joille

[SeJNes)
}: }:‘umk‘<<b,

n=1k=1

0

Up(k) -
1

suppenevat molemmat iteroidut sarjat kohti samaa kompleksilukua, eli on sallittua vaihtaa sum-
mausjdrjestystd,

S JNGs) 0
PIDIVEDIPILINE
k=1n=1

n=1k=1
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TobisTus Todistetaan téssé vain 1. kohta. Kéytetddn sitd varten kaksi kertaa Cauchyn
suppenemisperiaatetta Lauseessa [2.4] Olkoon tétd varten & > 0 mielivaltainen. Koska
sarja ), |u,| suppenee, 16ytyy Cauchyn suppenemisperiaatteen mukaisesti N. € N,
jolle Zﬁ: jlun| < € aina kun k& > j > N.. Toisaalta kolmioepdyhtéloé iteroimalla
ndhdéain, ettéd kaikilla k > j

k
luj + wjpr + 0wl < Jugl + g 4+ ugl = Z |tn ], (2.8)
n=j

joka on pienempi kuin € kun k£ > j > N.. Niin ollen my6s sarja ). u, toteuttaa
suppenemisperiaatteen ehdon ja siis suppenee. Sijoittamalla epéyhtiloon (2.8)) j =
N + 1 ja ottamalla k£ — o saadaan my6s haluttu arvio jadnnostermille.

(MAT) Kohdan 2 todistus 16ytyy esimerkiksi Wikipediasta (absolute convergence).
Kohta 3 on seuraus kohdasta 2, kun ensin kiytetdin bijektiota N> — N tekemiiin
kaksoissummasta yksinkertainen summa. Se seuraa my&s Fubinin lauseesta sopivalle
joukon N mitalle sovellettuna (engl. counting measure). O

Esimerkki 2.24 Dirichlet’n sarja suppenee itseisesti kaikilla Res > 1, silld kun x = Res > 1 ja
y = Res, on kaikilla n e N

n~° =exp(—(z +iy) Lnn) = exp(—zLnn) exp(—iyLnn) = n~ " exp(—iy Lnn) .

Koska tédssd Lnn € R, saadaan modulille [n~%| = n~". Esimerkissi todistettiin, ettd kun
x > 1, suppenee sarja > n~%, joten aina kun Res > 1 on Dirichlet'n sarja Y~ | n™* itseisesti
suppeneva.

Riemannin zeta-funktio voidaan néin ollen mééritelld kaikille arvoille Res > 1 suppenevan
Dirichlet’n sarjan avulla:

1
C(S)::ZE’ Res>1.
n=1

Lisiiksi jddnnostermin estimaatista saadaan myos epiyhtéls [((s)] < ((Res), kun Res > 1.

Vuorotteleva sarja

Maisritelmi 2.25 Vuworotteleva sarja on reaalinen sarja, joka saadaan jonosta, jossa kahden
perdkkdisen termin merkki vaihtuu. Kun oletetaan, ettd jonon ensimmdinen termi on posititvinen,
on vuorotteleva sarja siis aina muotoa

0
ul—u2—|—u3—u4+U5—u6+...:Z(—l)"‘lun, Uy = 0.

n=1
Huomautus 2.26 Sarjat, joiden ensimméinen termi on negatiivinen voidaan myos késitelld seu-
raavilla menetelmilla. Tatd varten riittda vaihtaa kaikkien sarjan termien merkit, eli kirjoittamalla
o0
sarja muodossa " — > (=1)""1u,,”.

n=1

Lause 2.27 (Leibnizin testi) Jos (uy) on positiiviterminen jono, joka vihenee monotonises-
ti kohti nollaa, suppence siitd muodostettu vuorotteleva sarja Zle(—l)"_lun ja sarjan jadn-
nastermille pdtee arvio

<uy. (2.9)
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TobisTus Oletuksista seuraa, ettd w, = 0, u, = upy1 ja lim, o u, = 0. Néin ollen
voidaan osasummien termit ryhmitelld niin, ettd saadaan aikaiseksi termejé, joiden
merkki on tiedossa: esimerkiksi parilliselle osasummalle pétee

2k
n—1
82’“:2(_1) Up = uy — (u2 —u3) — (ug —us) — - — ugp < Uy .
n=1
Toisaalta So(k+1) = S2k + Ugk41 — Ugkt2 = Sk, joten parillisten osasummien jono

(sar) on kasvava ja ylhééltd rajoitettu. Néin ollen silld on raja-arvo S := limg_, 0 Sok.

Parittomien osasummien jonolle pétee talloin sor_1 = so + ugx — S, silld oletusten

mukaan lim, . u, = 0. Téstd seuraa, ettd lim, o s, = .9, eli sarja suppenee.
Jadnnostermid varten huomataan, ettd

2N+1 2N+2
DDy = lim Y (=) = —uge + lim Y (=)
N—w0 N—w0
n=2k n=2%k n=2k+1
jossa
2N +1 N
-1
D (=D, = ) (—ugy + ugiia) <0,
n=2k j=k
2N+2 N
-1
Z (=" u, = Z (ugj+1 — uzj42) = 0.
n=2k+1 Jj=k
Néin ollen,

—Ugp < Z (—1)" 1w, <0.

n>2k

Samalla tavalla seuraa yhtéloistd (k € N)

2N 2N+1
DDy = lim o Y (=) =gy + lim > (1),
N—> N—
n>=2k—1 n=2k—1 n=2k

estimaatit

—1
0< Z (=1)"  up < ugp—1-
n=2k—1

Nain ollen jadnnostermin itseisarvolle patee seké parittomilla etta parillisilla indekseilla

estimaatti (2.9)). ]

Esimerkki 2.28 Esimerkiksi jono u,, = % toteuttaa Leibnizin testin ehdot. Néin ollen sarja

© —1)n—1
%

suppenee (logaritmin sarjaesitys muistaen huomataan, etti raja on In2). Jos sarjasta otetaan 99
ensimmaistd termid, saadaan approksimaatio, jonka tarkkuus on w199 = 0.01, eli ei vield kauhean
suuri. (Cauchyn testisséi nidin huonoon tarkkuuteen péitiisiin arvolla g ~ 0.955.)

Tamé sarja tarjoaa siis my0Os esimerkin sarjasta, joka suppenee, muttei suppene itseisesti.

Cauchyn kertosidinto

Lause 2.29 Oletetaan, etti jonojen (uy,) ja (v,) muodostamat sarja suppenevat ja ainakin toi-
nen niistd suppenee itseisesti. Tdlldin

(i “n) (i ”m) = ]i (;: unvan) : (2.10)

n=1 m=1
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Alla kaytetddn seuraavaa yleistd karakteristista funktiota, joka on erittdin kdteva tdmén
tyyppisten summien ja integraalien muokkaamisessa.

1 j hto P tott
Loy = J'OS ehto o.n otta, (2.11)
0, jos ehto P ei ole totta.
Esimerkiksi, jos « on reaaliluku,
1, josx >0,
1, = 2.12
te>0} {o, jos £ <0. (2.12)

Huomaa, ettéd télloin 1¢,-0) + liz<oy = 1 riippumatta luvun x arvosta.

TobpisTus Lauseen todistus l6ytyy esimerkiksi Wikipediasta (engl. Cauchy product
tai Merten’s theorem). Todistuksen idean niikkee muokkaamalla osasummien Sy :=

N . N .
Dineq Un ja T := > _, Un, tuloa seuraavasti

N
SNTN = Z UnUm = Z unvm(l{n+msN+1} + 1{n+m>N+1})
nm=1 nm=1

Muuttujanvaihdolla &k = m + n — 1 ndhd&aén, ettéd tdssd saatu ensimméinen termi on

N N+n-—1 N N
Z Unvml{n+m<N+1} = Z Z UpVk— n+11{k<N} Z Z UnVk—n+1
n,m=1 n=1 k=n n=1k=n

N N N N N
= Z Z unvk—n-&-ll{k}n} = Z Z unvk—n+11{n<k Z Z UnVkg—n+1 .
n=1k=1 k=1n=1

Nain ollen se on halutun sarjan N:s osasumma. Todistuksen hankala osa onkin osoittaa,

N
ettd oletuksista seuraa, ettd jiljelle jaava termi Y] upvmlipymsni1y — 0kun N —
n,m=1
0. O

(Lisd) Abelin muunnos eli diskreetti osittaisintegrointi

Tutkitaan kahdesta jonosta (un) ja (v,,) niiden tulojonosta muodostettua summaa arvoilla j < n <
k, eli adrellistd summaa Z ; UnUn. Jos u, on hitaasti muuttuva indeksin n funktiona, voidaan
tdmén summan arvon laskemlsta usein helpottaa diskreetin osittaisintegroinnin avulla: Aina
kun j < k pétee

k k—1
Z UnUp = up Vi —u;V; + Z (U, — Unt1) Vi, (2.13)
n=j+1 n=j
jossa V,, Z v; vastaa "integraalifunktiota” ja w, — up+1 = —(Du)y, missid (Du), = Upy1 — Up

i=j
on diskreetti derivaatta.

TobisTus Uutta jonoa V, kayttden pétee v, = V,, — V,_1, jos n = j, kunhan
madritellidn V; = 0 kun ¢ < n. Niin ollen

k k k
Z UnUp = Z un(Vn_Vn—l) = Z un n— Z um+1V = uka+Z un+1
n=j n=j n=j m=j5—1
Siirtamalld tédssi termi n = j yhtéilon oikealle puolelle saadaan (2.13]). O

Téta tulosta soveltamalla saadaan testeja téllaisten tulon avulla muodostettujen sarjojen sup-
penemiselle: sen avulla voi johtaa Dirichlet’n testin ja Abelin testin suppenemiselle (ks. Wi-
kipedia).
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2.2 Funktiosarjat

Funktiosarja tarkoittaa sarjaa, jonka termit ovat parametrin x funktioita. Tarkemmin, jos F on
jokin joukko (esimerkiksi C:n tai R%:n osajoukko) ja u, : E — C, n € N, jono sen kompleksiarvoisia
funktioita, méadritteleviat ne funktiosarjan

[e0]
S(z) = Zun(x), zeE.
n=1
Jos sarja suppenee kaikilla x € F, saadaan néin siis méériteltyd uusi funktio S : E — C.

Esimerkki 2.30 Kun valitaan E := C ja u,(z) := (f%_ll)!, saadaan funktiosarja

k

S(z) =] %
k=0 "

Kun |z| = 0, on z = 0, joten vain sarjan ensimméinen termi on nollasta eroava ja S(0) = 1. Koska
|z"| = |z|", voidaan arvoilla |z] > 0 soveltaa Esimerkin tulosta. Néin ollen S(z) suppenee
itseisesti jokaisella z € C ja méérittelee siis funktion S : C — C.

Esimerkki 2.31 Valitaan E := [0,1] ja ui(x) := =, uy(z) := 2" 1(z — 1) kun n > 2. Kun
x € [0, 1] on sarjan osasumma

N N N
sny(x) = Z up(x) = + Z " — 2 2"t =N,
n=1 n=2 n=2

Niin ollen, sarja suppenee kaikilla € [0, 1], ja sen arvoksi saadaan

0
0, kun0<zx<l1
S(z) = U () ={ ’ ’
7;1 1, kuinx=1.

Huomataan, ettd vaikka jokainen funktiosta u,, ja sy on jatkuva koko vililld, sarjan méérittelema
funktio ei ole jatkuva pisteessd x = 1. Samoin nihdééin, ettd pédtepisteessi ei saa vaihtaa raja-
arvon ja ddrettomén summan jirjestysti:

lim S(z)=0#1= lim wu,(z).

Tz—1— z—1—
n=

2.2.1 (Lisd) Funktiosarjan jatkuvuus, integrointi ja derivointi

Esimerkissi néhtiin, ettd sarjoilla médritellylls funktiolla ei valttamétta olekaan enéié kaikkia
ominaisuuksia mité sen termeille ja osasummille pétee. Esimerkissd menetettiin termien jatkuvuus,
ja sama voi tapahtua integroituvuudelle ja derivoituvuudelle. Alla on listattu suhteellisen helposti
tarkistettavia ehtoja, joiden avulla voi varmistaa, ettd esimerkiksi raja-arvon oton jarjestyksen
voi vaihtaa. Namé ehdot ovat riittdvid muttei valttamattomia, eli vaihto-operaatio voi onnistua
vaikkei lauseen ehto toteutuisikaan.

Ensimmaiset tulokset késittelevit integrointia ja ovat hyvin samanlaisia kuin aiemmin summille
annetut tulokset:

(1) Jos un(z) = 0 kaikilla 2, voi integroinnin ja summauksen jirjestysté aina vaihtaa (myos jos

tulos on déreton
0 [00)
n=1 n=1

3(MAT) Todistuksen 16yti4 esim. lihteestd [3] Lause 1.27).
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(2) Jos (un) on jono kompleksiarvoisia funktioita, jotka ovat itseisesti integroituvia,

i J\un(xﬂdx <,

n=1

voi integroinnin ja summauksen jérjestysti vaihtagﬁ

f (i un(x)> dz — Ojlfun(a:)dx ecC.

Raja-arvon ja derivoinnin vaihtamisesta varten on usein kétevé kayttda seuraavaa Weierstras-
sin majoranttitestié.

Miiritelmé 2.32 (Weierstrassin majoranttitesti eli M-testi)
Funktioista u, : E — C, n € N, koottu sarja (u,) toteuttaa Weierstrassin M-testin, jos loytyy

o8]
positiiviterminen jono (M), jonka muodostama sarja suppenee, >, M, < o0, ja joilla pitee
n=1

lun(z)| < M,,,  kaikilla n,x.
Testid varten on siis 16ydettéivi jotkin koko médrittelyjoukossa péatevit ylarajat funktioille, siten

ettd niiden ylirajojen muodostama sarja suppenee. Alla olevat tulokset pditevit aina kun funktio-
jono (uy) toteuttaa Weierstrassin M—testin.ﬂ

Q0
(3) Sarja S(z) := > uy(x) suppenee itseisesti kaikissa lihtéjoukon E pisteissd x ja méirittelee

n=1
siten funktion S : E — C. Funktio S on rajoitettu ja pétee
a0
|S(z)| < Z M, < ©.
n=1

(4) Raja-arvot voi ottaa termeittéin, eli jos xg € F ja raja-arvot limg_,,, u,(z) ovat olemassa
kaikilla n, niin pétee

0
lim S(z) = ) lim up(x).

T—>XT0 ne1

(5) Termien jatkuvuus periytyy sarjalle, eli jos jokainen u, on jatkuva, niin myos sarja S on
jatkuva funktio F:ssi.

(6) Parametrin yli voi integroida termeittdin kunhan joukko E on rajoitettu (riitt#é itseasiassa,
ettd §1epyda < o).

Sarjan derivoituvuuden tarkistaminen onkin viéh#in hankalampaa yleisessé tapauksessa. Téll4
kurssilla olemme kuitenkin kiinnostuneita lahinnd kompleksiderivoituvuudesta eli analyyttisyyden
séilymisesté sarjoissa. Tétd varten riittddkin tarkistaa pelkéstééin, ettd Weierstrassin M-testi to-
teutuu kaikissa alueen (2 suljetuissa kiekoissa eli riittédd osoittaa, ettd jokaista zg € () ja sellaista
e >0, jolla B.(z) < 2, kohden 16ytyy jono (M,,), jolle

a0
lun(2)| < M, kun |z — 2] <e, ja ZMn<oo.
n=1

Téssé siis jono (M,,) voi myds muuttua, kun pistetti zo tai siidettd e muutetaan. Erityisesti ndmé
ehdot tietysti toteutuvat, jos jono toteuttaa Weierstrassin M-testin koko alueessa 2.

4(MAT) Todistuksen 16ytés esim. lihteestd [3, Lause 1.38].
5(MAT) Tulos seuraa Lauseesta Tulos seuraa lihteen [3] Lausetta 1.34 soveltaen ja tulos on taas
tdmaén seuraus, kdyttien jatkuvuuden perusominaisuuksia. Tulos @ seuraa soveltamalla aiempaa tulosta (2).
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Lause 2.33 Olkoon Q kompleksitason avoin joukko ja (u,) jono sen analyyttisii funktioita, eli
un € H(Q) kaikilla n. Jos jono (uy,) toteuttaa Weierstrassin M-testin kaikissa suljetuissa kie-
0

koissa D < Q, mdadrittelee sarja S(z) = Y, un(2) analyyttisen funktion joukossa  ja sen m:n
n=1
kertaluvun derivaatalle pdtee
0
SM(z) = Y ulM(z),  zeq. (2.14)
n=1

TobisTus Oletetaan, ettd zo € €. Koska €2 on avoin, 16ytyy jokin € > 0, jolla avoin
kiekko Bs.(z9) =  ja tillsin myos D := Ba.(29) < Q ja U := B.(2) € D
Q. Koska u, € H(Q2), on se jatkuva, eli erityisesti jatkuva koko joukossa D < (.
Koska Weierstrassin M-testi oletettiin toteutuvaksi D:ssé, niin seuraa tastd kohdan
mukaan, ettd my6s sarja S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € D ja sen méiirittelemé
funktio on jatkuva D:sséd. Néin ollen S on jatkuva myés alueessa U < D.

Olkoon ~ mielivaltainen alueeseen U sisdltyvan kolmion reunaa kiertava polku, niin
kuin Moreran lausetta (Lause varten vaaditaan. Koska polun pituus on dérellinen
ja Weierstrassin M-testi toteutuu polulla, voidaan téssi soveltaa kohdan @ tulosta ja
vaihtaa integrointijérjestys sarjan summan kanssa. Né&in ollen

fJFS(z)dz = 7;1 fun(z)dz =0,

Cauchyn lauseen mukaan, silld jokainen u, on analyyttinen yhdesti yhtenisessi alu-
eessa U, jossa polku 7 kulkee. Voidaan siis soveltaa Moreran lausetta ja pédtelld, etté
S on analyyttinen kiekossa U.

Erityisesti S on siis derivoituva pisteessi zg. Sovelletaan Cauchyn integraalikaavaa
derivaatoille polulla vy (t) := 2o + %eit, t € [0, 27], joka kiertéé kerran pisteen zo ympéri
kiekossa U. Téstd seuraa kaikille m > 1

S0 () = ™ j{; 5(2) _ i ﬂj; w2
)= om (z — zo)m+1 - =2 (z — 20) m“ .
o0 o

% < M, (2/e)™+1, jossa M, on M-testin vakio kiekossa

D, ja niin ollen my6s tdmé integrandissa olevan funktio toteuttaa M-testin oletukset.
Téhén voidaan soveltaa Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille, silld jokainen w, on
analyyttinen U:ssa, ja lopputuloksena on yht#lé (2.14). Huomaa, etté koska zp oli
téssd mielivaltainen ja erityisesti osoitettiin (m = 1), ettd S’(zp) on olemassa, seuraa
téstd myos, ettd S e H(Q). O

silld integrandissa

2.3 Potenssisarjat

Potenssisarja on funktiosarja, joka muodostetaan antamalla sen kertoimet kompleksilukujo-
nona (a,)i_, ja sarjan keskipiste zp € C. Sarjan (n + 1):n elementti on n:n asteen polynomi
Un(2) = an(z — 20)", eli

0

Z (z—20)" =ap+ai(z—20) + ... (2.15)

Potenssisarja suppenee aina itseisesti pisteessi z = zg ja S(zg9) = ap, silld tdlléin u,(z) = 0
kun n > 1. Sill4 ei tarvitse olla mitd&n muita pisteité, joissa se suppenee, mutta kuten seuraavasta
lauseesta kéay ilmi, potenssisarjan suppenemisjoukko on suhteellisen yksinkertainen, silld se koostuu
tietystd avoimesta kiekosta ja mahdollisesti osasta kiekon kehén pisteitd. Témén kiekon sddetta
kutsutaan potenssisarjan suppenemissiteeksi.
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Lause 2.34 (Cauchyn—-Hadamardin lause) Potenssisarjalle loytyy aina suppene-
misside R € [0, 0], jolla

1. S(z) suppenee itseisesti kaikilla |z — 29| < R,
2. S(z) hajaantuu kaikilla |z — 29| > R.

Suppenemissdteen voi aina ratkaista kaavasta

1
B= lim sup |a, |'/™ . (2.16)

n—a0

Huomautus 2.35
e Lause ei sano mitééin siitéd, mitd tapahtuu suppenemisalueen reunalla, eli kun |z — 2| = R.

e Erikoistapauksessa limsup,, ., |a,|"/™ = o lauseesta saadaan siis suppenemissiteeksi R = 0,
eli potenssisarja hajaantuu aina kun z # zg.

e Toinen erikoistapaus on limsup,,_,, |an|1/" = 0, jolloin R = oco. Tam4 tarkoittaa sité, etté
potenssisarja suppenee itseisesti kaikilla z € C.

TobisTus Todistetaan aluksi Abelin lause: Jos potenssisarja suppenee jossain
pisteessid w # zg, niin se suppenee itseisesti jokaisella z € C, jolla |z—zg| < r := |w—2z0|.
Oletetaan siis, ettd w on téllainen piste, jolloin r > 0. Koska sarja S(w) suppenee,
téytyy erityisesti olla a,(w — 20)™ — 0 kun n — o0. Koska tdmé kompleksilukujono
suppenee, tiytyy sen olla rajoitettu, eli 16ytyy M > 0, jolla |a, |[r"™ = |a,(w—20)"| < M.
Jos nyt z on kompleksiluku, jolle |z — zg| < 7, pétee vastaavalle potenssisarjan S(z)

termeille
z—zo|™
an(z — )| = fanlr 220 < aagr,
jossa q := |z — zo|/r < 1. Néin ollen vertailuperiaatteen (Lause mukaan itseisar-

vojen muodostama sarja suppenee, joten sarja S(z) suppenee itseisesti.
Sarjan S(z) itseinen suppeneminen on helppo ratkaista Lausetta kiyttien.

Oletetaan, ettd z # zo ja merkitddn r := |z — 29| > 0. Potenssisarjan S(z) termien

itseisarvot muodostavat jonon (vy,), jossa v, = |an(z — 20)"| = |a,|r™, ja niin ollen
1 I w1 1 :

I an|Y/™. Tésti seuraa, ettd limsup,, ., v/ " = v, kun v := limsup,,_, , |a,|"™.

Lauseen El mukaan S(z) siis suppenee itseisesti, jos rv < 1, ja se el suppene itseisesti,
jos rv > 1.

Oletetaan ensin, ettd 0 < v < o0 ja méidritelliin R := 1/v > 0. Jos nyt r < R,
pitee rv = r/R < 1, joten S(z) suppenee itseisesti. Jos taas r > R, tiytyy sarjan S(2)
hajaantua, silli muuten sarjan S(w) pitéisi Abelin lauseen perusteella supeta itseisesti
kaikissa pisteissd w, joilla R < |w—zg| < 7, jolloin kuitenkin |w—zp|v = |w—2|/R > 1.

Jos v = 00 on myds rv = o0, joten S(z) suppenee itseisesti vain kun z = zy. Télloin
ei S(z) voi supeta milldén z # zg, koska muuten seuraa ristiriita Abelin lauseen kanssa.
Néin ollen, voidaan valita R = 0.

Jos v = 0, on aina myé6s rv = 0. Néin ollen S(z) suppenee itseisesti kaikilla z € C,
ja voidaan valita R = o0. O

Esimerkki 2.36 Esimerkissi néhtiin, ettd kun zp = 0 ja a,, = 1/(n!) vastaava potenssisar-
ja suppenee kaikkialla. N&in ollen sen suppenemissiteen téytyy olla R = oo, eli tédstd saadaan
kiertotieté laskettua limsup,, ., (n!)~Y" = 0.
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Esimerkki 2.37 Mikd on suurin kompleksitason avoin kiekko, jonka pisteissd z potenssisarja

© n—1
> %(z —1)™ suppenee itseisesti?
n=1

n—1
Ratkaisu: Nyt 2o =1, ap =0 ja a, = (717{ , kun n > 1, joten

i_ n*l/n —lnn/n _ eV =1

|an =e€ )
kun n — oo. Koska raja-arvo on olemassa, saadaan tésté suoraan suppenemissiiteelle R tulos 1/R =
limsup,,_, ., |an|% =1, eli R = 1. Cauchyn-Hadamardin lauseen mukaan annettu potenssisarja
suppenee itseisesti avoimessa kiekossa U := {z € C||z —i] < 1} = B1(i) ja mahdollisesti joissain

sen reunan pisteissd. N&in ollen haluttu suurin avoin kiekko on U.

0

Esimerkki 2.38 Laske potenssisarjan . [2(—1)" — 1]™(z + 1)™ suppenemisside.
n=0

Ratkaisu: Téssé riittad tutkia kertoimia a,, = [2(—1)" — 1], joille

1, kun n parillinen,

3, kun n pariton.

|an

T = 21" -1 ={

Néiiden muodostamalla jonolla on yléiraja 3, jota kohti parittomien indeksien muodostama osajono
suppenee, joten saadaan limsup,,_, ., |a,|"" = 3. Niin ollen sarjan suppenemissiide on R = i

Osoitetaan seuraavaksi, ettd potenssisarjoja saa aina derivoida ja integroida termeittiin
suppenemissiteen sisdlli.

Lause 2.39 Oletetaan, etti potenssisarjan suppenemisside R > 0. Olkoon Q := Bg(zg)
suppenemissdateen sisdlle jidvd avoin kiekko, jos R < o0, tai Q = C, jos R = o0.

1. Sarjan mddrittelemd funktio on analyyttinen eli S € H(Q) ja pisteessd z € Q) pditee kaikilla
m € N vastaavalle derivaatalle potenssisarjaesitys

SM(z) = Z an(nf!m)!(z—zo)”_m, 2. (2.17)

2. Jos vy on pisteesti z1 pisteeseen zo kulkeva polku alueessa €2, pitee
J S(z)dz = F(z2) — F(#1), (2.18)
y

jossa integraalifunktio F' voidaan myds esittdd potenssisarjana,

F(z)= ) n“: (2 -z)", e (2.19)

TobisTus Olkoon D < € jokin suljettu kiekko. Télloin 16ytyy sdde r > 0, jollar < R ja
D < B,(20). Niin ollen kaikissa kiekon pisteissi z € D piitee |an(z — 20)"| < |an|r™, ja
Cauchyn-Hadamardin lausee mukaan ). |a,|r™ < 00, koska r < R. Niin ollen M,, :=
|ay,|r™ muodostaa jonon, jolle S toteuttaa Weierstrassin M-testin kiekossa D. Voidaan
siis soveltaa Lausetta ja padtelld, ettd S e H(Q). Lisiksi voidaan S:n derivaatat
laskea sarjasta, joka muodostetaan derivoimalla m kertaa polynomeja a,(z — 29)",
n € N. Tami derivaatta on helppo laskea (ja tuloksen voi myds halutessaan tarkistaa
oikeaksi induktiolla)

dam , 0, kun n < m,
nn—1)---(n—m+1)(z—2)""™, kunn=m.
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Nain ollen kaava pétee.

Kaavan potenssisarjalle pitee limsup,,_, . (|an_1|/7)"/" = 1/R, joten sen
suppenemissidde on sama kuin alkuperdisen sarjan. Niin ollen voidaan soveltaa en-
simmaéisen kohdan tulosta ja havaitaan, ettd F' = S. Néin ollen seuraa suoraan

Lauseesta [1.32] O

2.4 Taylorin sarja

Jos yleiselle potenssisarjan suppenemisside R > 0, niin Lauseen mukaan se on ana-
lyyttinen suppenemisséiteen sisélla ja erityisesti saadaan sen derivaattojen sarjaesityksesté
laskettua kaikki derivaatat kehityspisteessi: S (m)(ZO) = a;,m!, silla vakiotermid lukuun otta-
matta ovat kaikki muut sarjan termit nollia. Koska lisiksi ag = S(zp), pitee potenssisarjan
médrittelemélle funktiolle aina kaava

(n)

=2 - n$20)(2*2‘o)"
n=0 :

Téata kaavaa kutsutaan analyyttisen funktion S esitykseksi Taylorin sarjan avulla pisteessd zp.
Tamé tulos myds osoittaa, ettd kaksi eri kerroinjonoa (a,) ja (b,) saavat aina aikaan eri funk-
tiot, jos potenssisarjoilla on sama keskipiste eikd kummankaan jonon suppenemissidde ole nolla.
(Oletetaan, ettd l6ytyy jokin m, jolla a,, # b, ja ettd sarjojen suppenemissiteet toteuttavat
Ry = Ry > 0. Téllsin F(2) = 37 an(z — 20)" ja G(z) = D ba(z — 29)™ ovat molemmat
médritelty arvoille |z — 29| < €, kun € < Rg, mutta koska F) (z0) = amm! # byym! = G (),
on F # G tiissi e-siiteisessi kiekossa.)

Osoitetaan seuraavaksi, ettd myos kdénteinen tulos patee. Yhdistamélla tdmé edelliseen havain-
toon nihdadn, ettd analyyttiselld funktiolla on olemassa jokaisessa mddrittelyalueensa pisteessd
tasmdlleen yksi potenssisarjaesitys ja tamd esitys on Taylorin sarjan antama.

Lause 2.40 Olkoon Q avoin joukko ja f € H(Q)). Jos zg € Q ja r > 0 on mikd tahansa side,
jolla avoin kiekko B (zg) sisdltyy joukkoon €, suppenee funktion f Taylorin sarja ilseisesti
jokaisessa kiekon pisteessd ja pdtee

0 4(n)
9= 20 ke -zl < (2:20)

TobIsTus Merkitéén avointa kiekkoa U := B,.(zp) ja oletetaan, ettd z € B, (zp). Koska
|z—20| < 7, 16ytyy side 1o, jolle |z—2q| < 7o < r. Talloin kiert#s kiyra y(t) := zo+roe,

€ [0, 27], kerran positiiviseen suuntaan pisteen z ympiri yhdesti yhtenéisessi alueessa
U. Koska f on analyyttinen U:ssa, voidaan téssé siis soveltaa Cauchyn integraalikaavaa,
Lausetta ja pétee siis

C—sz

Integrandissa oleva funktio voidaan esittdi geometriseni sarjana seuraavasti: kaikilla
(=7(t) on [( — 20| =710 > |2 — 20|, joten kun ¢ = (z — 20)/(¢ — 20), on [¢] <1 ja

0

11 1 i Z (2 — 2)"
(—z (-2l1-q¢ (-2 = = *Zo"+17

jossa oleva geometrinen sarja suppenee itseisesti ja sen termeilld on majorantti M,, =
(|z—=20l/ro)™ /7o, jolle Y, M, < co. Koska myds funktiolla | f(¢)| on maksimi integroin-
tireitilla, Weierstrassin M-testi toteutuu ja voidaan vaihtaa summan ja integroinnin
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jarjestystd. Lopputuloksena on itseisesti suppeneva sarja

(z— =z () (2,
Z%f 0 dC_Zf (0)(2_20)77,,

¢ — zo)"*t 2mi = n!

jossa viimeisessd vaiheessa on sovellettu Cauchyn integraalikaavaa derivaatoille. O

Huomautus 2.41 Pisteen 2y = 0 ympéristossa kehitettya Taylorin sarjaa kutsutaan myos Maclau-
rinin sarjaksi.

Esimerkki 2.42 Kuten aiemmin n#htiin, on eksponenttifunktio f(z) = e* kokonainen ja f' = f.
Erityisesti siis (") (0) = 1 kaikilla n > 0, joten eksponenttifunktion Maclaurinin sarja on

X

ja se suppenee kaikilla z € C. Néin ollen Esimerkin [2.30] potenssisarjan méérittelemé funktio on
sama kuin Luvussa kosinin ja sinin avulla mééritelty eksponenttifunktio.

3‘+—l

Taylorin sarjan laskeminen suoraan annettua funktiota derivoimalla on yleensé tyoléasta. Usein
tyotd voi helpottaa jakamalla funktio osiin, joiden sarjat tunnetaan. Alla on tdstd muutamia
esimerkkejé.

Esimerkki 2.43 Eksponenttifunktion sarjaesityksestd ndhdéén nyt helposti, ettd monet muutkin
reaalifunktioista tutut sarjaesitykset yleistyvét kompleksitasoon. Esimerkiksi, kaikilla z € C,

iz 7iz:1001 _1n£n: S ﬁn:w(_l)k 2k
(e +e ) 22::0( + ( ))n'z Z T 2 (2/@)!2 .

n parillinen = k=0

| —

COSz =

Esimerkki 2.44 Kehitd funktio f(z) = i Taylorin sarjaksi pisteen zgp = —2 ympéristossa.
Ratkarsu: Tarkoitus on 16ytaé esitys muuttujan w = z — 29 = z + 2 potenssisarjana. Koska

Aina, kun |w| < 3, voidaan viimeinen termi esittdi geometrisen sarjan summana, josta saadaan
[ee] 0

1 1
2 5" = X g
n=0 n=0

Potenssisarjaesityksen yksikéasitteisyyden vuoksi taytyy tdmén sarjan olla my6s haluttu Taylorin
sarja, ja siten esimerkiksi f(")(—2) = n!3=""! kaikilla n.

z—z)"

mm—l

Esimerkki 2.45 Kehitd Maclaurinin sarjaksi funktio

22-22419
1@ = @15

Ratkaisu: Hajotetaan funktio aluksi osamurtokehitelméksi

22— 22+ 19 1 n 2
(z—3)2(22+5) 22+5 (2—-3)2°

Téssé ensimméinen termi voidaan suoraan kehittad geometriseksi sarjaksi

L1 L2y
2245 51— 7z75:
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aina kun |z| < 5/2. Edellisen esimerkin laskusta saadaan suoraan

0
1 n
= — —Z
Z 3n+1 ’
n=0

kun |z| < 3. Tétd potenssisarjaa saa derivoida suppenemissiteensd sisilld termeittéin, joten

0

i 1 — 1 —_ Z n anl .
dzz-3 (z —3)2 — 3ntl1
n=1
Tésté seuraa, ettd aina kun |z| < 3 pétee
o 2(k +1) k
Z TEEmEE

Yhdistdmalld tulokset saadaan f:lle potenssisarjaesitys

) = i ((;): . 2(;;1)) -~

n=0

joka suppenee ainakin kun |z| < min(5/2,3) = 5/2. Itse asiassa tdmén tidytyy myos olla sarjan
suppenemisside: jos sédde olisi suurempi kuin 5/2, olisi sen méérittelemé funktio analyyttinen
erityisesti pisteessd z = —5/2, miké ei pidd paikkaansa.

Y114 nahtiin miten Taylorin sarjan joskus l6ytd4 helpoiten jotain tunnettua sarjaa derivoimalla.
Vastaavasti voi joskus kéiyttdd myos sarjan integrointia.

Esimerkki 2.46 Etsi Taylorin sarja pisteessd zp = —1 logaritmin sille haaralle, joka saa téssa
pisteesséd arvon i3m.

Ratkaisu: Olkoon f pisteen —1 jossain ympéristossi midritelty analyyttinen funktio, jolle ef(*) =
z. Koska €™ = /™ = —1, voi i37 todellakin olla funktion f arvo pisteessi —1. Merkitéin taas
w =z — 29 = z + 1. Kééinteisfunktion derivaattakaavan mukaan pétee nyt

! _1_ 1 _ J- n __
fe ==y ==

kun |z—zp| < 1. Lauseen mukaan saadaan siis suppenemissiteen sisilld pisteesti zg pisteeseen
z kulkevaa polkua pitkin integroimalla

0] 1 0]
1o = = Y e m ot = - 2
(2) = f(20) n=0n+1( 0) Z

Niin ollen saadaan halutuksi Taylorin sarjaksi esitys, joka suppenee kun |z + 1| < 1,

8

(z—20)",
0

n

Z—Z()

?r'M—‘

z+1

?r\'—‘

2.5 Laurentin sarja

Laurentin sarja on kahden funktiosarjan summa, joka yleistdd Taylorin sarjaesityksen tapauk-
seen, jossa suppenemissiteen sisdltd 10ytyy singulariteettejd. Se muodostetaan antamalla sarjan
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kertoimet kahtena kompleksilukujonona (a,)%_q ja (an),-_o, seki sarjan keskipiste zg € C.
Tarkemmin, vastaava Laurentin sarja S méiritellidn kaksipuolisena sarjana

S(z) = Z an(z —20)" = S_(2) + S+(2), (2.21)

Si(2) =) an(z — 20)", (2.22)
n=0

S_(z):= 2 an(z—20)" = Y. a_n(z—20)7". (2.23)

Tasséd Sy on Laurentin sarjan sddnnéllinen osa ja se on siis tavallinen potenssisarja, jonka sup-
penemissiide R, saadaan ratkaistua kaavasta 1/R, = limsup,, ., |a,|"". Sarja S_ on Laurentin
sarjan pd#osa. Myos se voidaan ymmirtié potenssisarjana, nimittdin muuttujassa w = 1/(z—2zp).
Merkitdén tdmén potenssisarjan suppenemissidettd R_, jolloin 1/R_ = r, kun mé&éritellddn
7= limsup,,_,, |a_n|"" € [0, 00]. Tést4 seuraa, etté potenssisarja g(w) := >, a_,w" suppenee
itseisesti aina kun |w| < R_ ja se on analyyttinen funktio vastaavassa alueessa, kunhan R_ > 0.
Koska S_(z) = g(1/(z — 2z9)) ndhdéén, ettd sarja S_ suppenee itseisesti aina kun |z — zg| > r
ja yhdistetyn kuvauksen ketjusdénnon perusteella se on analyyttinen tissi alueessa. (Esimerkiksi,
kun r = 0, on R_ = oo. Silloin funktio g on kokonainen ja néin ollen S_ on analyyttinen funktio
alueessa C\{zo}.)
Yhteenvetona pétee siis seuraava perustulos koskien Laurentin sarjoja.

Lause 2.47 Jonon (a,)__,, antama, pisteen zy ympiristdssi kehitetty, Laurentin sarja suppe-
nee, jos r < R, kun
1
r=limsupla_n|"Y" ja = = limsup |a,|"™.
n—:o0 R n—o0
Talloin 0 < r < 00, 0 < R < o0, sarjat Sy ja S_ suppenevat itseisesti rengasalueessa (engl.
annulus)

A; r(20) :={zeC|r<|z—2| <R},
ja niiden mddrddmd Laurentin sarja S = St +S_ on analyyttinen funktio koko alueessa A, r(2o).

Jos Laurentin sarjan pd#dosa on nolla, eli a, = 0 kun n < 0, on Laurentin sarja tavallinen
potenssisarja ja tdssd erikoistapauksessa se on médritelty myos pisteessd z = zg. Yleensid néin
ei tarvitse olla, ja funktion moduli voi esimerkiksi kasvaa rajatta kun liahestytddn pistetta zp.
Kuten luvun alussa ennakoitiin, kiytetdin Laurentin sarjaa yleistdméaéin Taylorin sarjakehitelmé
funktioille, joilla on singulariteettejé kehityspisteen ldheisyydessé.

Lause 2.48 (Laurentin lause) Olkoon Q avoin joukko ja f € H(Q). Oletetaan, ettd zp € C
ja 0 < r < R ovat sellaiset, etti rengasalue A, r(z0) < Q. Tdlloin funktiolla f on Laurentin
sarjaesitys koko rengasalueessa,

f(z) = i an(z —20)", kun r < |z — z| < R. (2.24)

n=—0u0

Funktio f mddrad kertoimet a,, yksikdsitteisesti ja ne voidaan laskea kaavalla

_ (O ¢
Gp = %(C—ZO)"H%TV neZz, (2.25)
Vo

jossar < p <R javy,(t) ==z + pe', t € [0,27], on rengasalueen A, g(z) sisilli pisteen zo
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ympdri kerran posititviseen suuntaan kiertivd polku.

ToDISTUS Oletetaan, ettd z € A, r(z). Rengasalue A, r(20) ei ole yhdesti yhtendinen,
joten Cauchyn integraaliesitysti ei voi nyt kdyttda suoraan. Leikataan alueesta pois pis-
teet, jotka osuvat keskipisteesté zg ldhtevélle suoran puolikkaalle, joka ei kulje pisteen z
kautta. Tlloin saadaan yhdesti yhtensinen alue U := A, g(z0)\ {z0 + ce!? | c € [0, o0[},
jossa ¢ € R valitaan siten, ettid z € U. Koska U < Q, piitee f € H(U). Niin ol-
len voidaan soveltaa Cauchyn lauseita suljetulle polulle T (¢) = zy + 7°(¢)e'?, jossa
~¢ on polku, jota kiytettiin Esimerkissi Valitaan polun parametrit siten, etté
r < Ry <|z—29| < Rz < R jae > 0 on niin pieni, ettd polku kulkee alueessa U kerran
pisteen z ympéri.

Polku on piirretty Kuvassa jossa pitdd nyt ajatella kuvan keskipiste pisteeksi
2o ja positiivinen reaaliakseli kierretyksi kulman ¢ verran: kuten kuvasta nikyy, kulkee
polku t&lléin pisteen z ympéri positiiviseen kiertosuuntaan. Cauchyn integraalikaavaa
soveltamalla (Lause néhdéén siis, etta

C— z 2771 = 3[> ¢—z 271'1 C -z 27r1 (2.26)

YRy YRy

Téssd raja e — 0 on laskettu aivan kuten Esimerkissa eli siind on otettu huo-
mioon, ettd f on nyt analyyttinen my6s koko rengasalueessa A, gr(2o), joten on se eri-
tyisesti jatkuva poistetulla janan pétkélla ja siten tdmén janan suuntaisesti kulkevien
polun osakiyrien antamat integraalit kumoavat toisensa rajalla ¢ — 0. Jéljelle jadvét
integrointikdyrdt on merkitty kéyttden todistettavan Lauseen polkua v, kahdella eri
siteen p arvolla.

Nyt jéljelld olevassa suurempaa ympyriankehdd kulkevassa integraalissa on [ —zg| =
Ry > |z — 2o/, joten siind voidaan kehittdd nimittdjin siséltévi termi sarjaksi aivan
kuten Taylorin sarja todistuksessa: kun ¢ = (2—2¢)/(¢ — 20), on |¢| < 1 ja pétee

1 1 1 i (z—z)"

(=2 (—2l1—q &=z’

n=0

Niin saatu sarja toteuttaa myos M-testin, joten se voidaan integroida termeittéiin,
josta saadaan

d e}
g(oz 2751 = > an(z—20)" =: S4(2),
n=0
YRy
- fQ) &
YRy

Koska nimitt&jan nollakohta zo ¢ A, r(z0), voidaan a,:n médritelméssd muuttaa in-
tegrointikdyrin side miksi tahansa arvoksi p, kunhan r < p < R, soveltaen Lausetta
41

Toisen termin integrointikdyralld on | — 29| = Ry < |z — 20/, ja mééritellainkin
silloin p := (¢ — z0)/(2—20), jolloin |p| < 1 ja

-1

o 1 i C—z0)" Z (z — z0)™
(—z Z—Zol— Z—ZO"H_ (¢ — zp)m*+1~

n:O m=—a0
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Téssékin tapauksessa M-testi toteutuu ja termeittédin integrointi antaa tulokseksi

—1
C—Z 271'1 = Z an(z — 20)" =: 5_(2),

YRy

,_ f(¢)  d¢
ap = § (€= 2)" 1 2m n<0.

YRy

My6s arvoilla n < 0 voidaan a,:n méa#ritelméssd muuttaa integrointikdyran sidde miksi
tahansa arvoksi p, kunhan r < p < R, joten saadaan tulos, ettd jonon (an)r__.
alkiot toteuttavat kaavan ) kaikilla n € Z. Molemmat sarjoista S_(z) ja Si(z)
suppenevat itseisesti, joten Vastaava kaksipuolinen Laurentin sarja suppenee ja kaava

(2.24]) seuraa tuloksesta (|2.26]).

Osoitetaan vield lopuksi, ettd Laurentin sarjan kertoimet ovat yksikésitteisida. Ol-

koon f(2) = 3" buy(z — 20)" jokin toinen Laurentin sarjaesitys arvoille r < |z —

20| < R. Lauseen mukaan suppenee tissi olevat kaksi sarjaa itseisesti, joten jos
r<p<RjaneZ, on

_ f©) ¢—2)" dC
n = § (¢ — zo)n+1 271'1 Z bm § — zp)"*1 27’
Yo Yo

silld integrandi toteuttaa Weierstrassin M-testin. Esimerkin mukaan on tassé

m—n— d¢
§(C - ZO) 12771'i = Ind’y(z())l{mfnfl=fl} = 1{m=n} .

Yo

Tésté seuraa a, = by, eli sarjan kertoimet ovat samat kuin kaavassa (2.25)). O

Esimerkki 2.49 Laske funktion f origokeskinen Laurentin sarja, kun

1
AREE e )
ja
(a) 0<]zl <1, (b) 1<z <2, (¢) |z] > 2.
Ratkaisu: Jaetaan ensin funktio osamurtokehitelméksi

1 1 1 1

f(z):z(z—l)(z—Q) :Ziz—1+2(z—2)'

Téssé ensimmaéinen termi on suoraan Laurentin sarjan muotoa, joten sitd ei tarvitse muokata
alueesta toiseen siirryttéiessa.

(a) Alueessa 0 < |z| < 1 voidaan kaksi jalkimméistd termiéd suoraan kehittdd suppeneviksi
geometrisiksi sarjoiksi,

& 1

. 1 & 2\

n=0 n=0

Laurentin sarjaksi saadaan siis

f(z) Z( 2n+2>z", 0<|z| <1,

n=0
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jossa ensimméinen termi on sarjan pi#osa ja loput muodostavat sen séddnnollisen osan.
(b) Alueessa 1 < |z| < 2 vain toinen ylli olevista geometrisista sarjoista suppenee. Toinen
termi kannattaakin nyt kehittdi muuttujan 1/z geometrisena sarjana,

a0 1 a0
Z =—- Z —HD g > 1.

n=0 n=1

1 1

z—1 z1—2z—

NM—'
N

Laurentin sarjaksi saadaan siis

@) =gt D (e Y (2 ), d<ld <2

n=-—0o n=0

Huomataan, etti seké pid-, ettd sddnnollinen osa muuttuivat verrattuna alueen (a) sarjaan.
(c) Alueessa |z| > 2 tdytyy myos viimeinen termeistd kehittdd muuttujan 1/z geometrisena
sarjana,

1 1 1 0 0 2n—1 —1 )
5, g = 2TmTEm > 2.
2(z — 2) 221—2/2 T2 Z() 2, _Z CHINEL

=0 n=0 m=—0o0
Huomataan, ettd termit joiden kertaluku on n = —1 jan = —2 summautuvat nollaan, ja paidytiin
Laurentin sarjaan

-3

flz)= > (@ 2-1)2", |z >2.
n=—o0

Maiéaritelma 2.50 Olkoon Q0 avoin joukko ja f on analyyttinen Q:ssa mahdollisesti lukuun ot-
tamatta pistettd zo € Q, eli f € H(Q\{z0}). Tdlldin f:lli on Laurentin sarjaesitys pisteen zg
ympdristossi jossain rengasalueessa Ao r(20), R > 0. Tdmdn Laurentin sarjan kerrointa a_;
kutsutaan funktion f residyksi pisteessd zo, merkitiin Res(f,z0). Se voidaan siis mddritelli
integraalinag

Res(f, 20) §> f(¢ 2771
’YE

jossa € > 0 on niin pieni sdde, ettei funktiolla f ole pistettd zo lukuun ottamatta muita singulari-
teetteja vastaavan avoimen kiekon sisilld (eli jolla Be(z9) < ).

Huomautus 2.51 Jos f on analyyttinen pisteessi zg, on silld téissd pisteessi Taylorin sarjaesitys,
joten sen Laurentin sarjan p##osa on nolla. Niin ollen erityisesti Res(f, zo) = 0, niin kuin myos
Cauchyn lauseen perusteella ndhdédn residyn méaritelméasté.

Luvussa [3| ndytetddn, miten monia tavallisia integraaleja voidaan laskea pelkéstédan laskemalla
sopivia integrandin residyji kompleksitasossa. Tétd varten ei usein kannatakaan ldhted liikkeelle
residyn integraaliesityksesté, vaan kiyttdd tunnettuja perusfunktioiden sarjaesityksié ja muokata
niitd samoin kuin Taylorin sarjoille tehtiin edellisessé luvussa.

Esimerkki 2.52 Laske funktion f origokeskinen Laurentin sarja ja residy Res(f,0), kun f on
maédritelty arvoille z # 0 kaavalla

sinh z

(&) [f(z)=——, (b)  f(2) = (2° + 2)e/=.

z

Ratkaisu: (a) Kuten Esimerkissi [2.43] saadaan sinh-funktion Taylorin sarjaesitys suoraan ekspo-
nenttifunktion sarjaa kayttden

sinh z =

DN | =

= 1
(ez _ e—z) _ Z2k+1 ,
1;0 (2k + 1)!
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silld tdssd parilliset termit kumoavat toisensa. Néin ollen, saadaan alueessa |z| > 0 suppeneva
Laurentin sarja

0

sinh z = 1 & 1
= = 2kl k=1 _ = 4 2n+l
2 Z 2k+1 2 2k:+1 Z+Z(2n+3)!z ‘

k=0 k=0 n=0

Tistd seuraa suoraan, ettd Res(f,0) = 1.
(b) Kéyttiden eksponenttifunktion Taylorin sarjaa ndhdéén, ettd kun |z| > 0

(2% + 2)et/* = (2% + 2) Z Z:] g nl

'rL:O
Kerdamalld molemmista sarjoista positiiviset potenssit saadaan sddnnolliseksi osaksi

3‘H

1 1 1 3 7
22+ 2%+ z—i—?—i—z—i— 24 22 +2z+6.
Piadosa toteuttaa
00) o0
1 1 (k+3)(k+2
( " (k+ 1) ) Z (k +3)! Lok,
= +3)! ( + = +
Niin ollen Res(f,0) = 21’ ja pyydetty funktion Laurentin sarja on

3 7 7—5
flz) =224 22 +2z+6+ Z n;in)!nz", |z] > 0.



Luku 3

Residylaskenta

3.1 Analyyttisen funktion nollakohdat

Palautetaan mieleen, ettd kaikille polynomien nollakohdille voitiin mé&éritellda nollakohdan aste
sen perusteella kuin monta kertaa nollakohta esiintyi algebran peruslauseen tuloesityksessa. Tamé
ominaisuus periytyy myos kaikille analyyttisille funktioille, jotka eivét ole vakiofunktioita nolla-
kohdan ympéristossa.

Lause 3.1 Olkoon Q alue ja f € H(Q). Jos zo € Q on f:n nollakohta, joko
1. f(2) =0 kaikilla z € Q tai

2. nollakohdan zy kertaluku on ddrellinen, eli loytyy m € N, g € H(Q) ja jokin side € > 0,
joilla g(z) # 0 kaikilla |z — 20| < €, ja

f(z) =(z—20)"g(2), z€ Q.

TobisTus Todistus perustuu siihen, ettd analyyttiselld funktiolla f on Taylorin sarja
pisteen zo ympéristossi, eli f(z) = Yo an(z — 20)". Koska f(20) = 0, on téssi
ap = 0. Néin ollen, joko a,, = 0 kaikilla n, tai 16ytyy jokin pienin m € N, jolla a,, # 0.
Ensimmaéisesséd tapauksessa on f = 0 koko kiekossa, ja toisessa tapauksessa voidaan
médritelld g(zp) := a, # 0 ja muuten g(z) := f(2)/(z — 20)™, jolloin g:114 on Taylorin
sarja g(2) = Yo ak+m(z — 20)F ja g € H(Q). Funktion g jatkuvuudesta pisteessd 2o
seuraa myos, ettd 10ytyy jokin avoin kiekko, jossa se ei mene nollaan ja tdmé antaa
halutun séiteen ¢ > 0. Tarkemmat yksityiskohdat 16ytyvit esimerkiksi ldhteesta [3]
Lause 10.18]. O

Seuraus 3.2 1. Analyyttisen ei-vakion funktion nollakohdat ovat aina eristettyji:
jos Q on alue ja zo €  on funktion f € H(Q) nollakohta, niin loytyy side € > 0, jolla
f(2) # 0 aina kun 0 < |z — 2| < e.

2. Analyyttiselld ei-vakiolla funktiolla on ddrellinen mddrd mollakohtia kaikissa
mddrittelyalueeseensa sisdltyvissd suljetuissa kiekoissa.

Talla tuloksella on seurauksena, ettd jos tiedetddn &ddreton méird analyyttisen funktion arvo-
ja jokin méérittelyalueen pisteen ympéristosséd, naméi médrddvat funktion arvot kaikissa alueen
pisteissa.

Seuraus 3.3 Olkoon Q alue ja (z,) sen pistejono, jossa mikddin piste ei toistu kahdesti ja jolle

lim,, 0 2n, = 2 € Q. Jos f,ge H(Q) ja f(zn) = g(2n) kaikilla n, pitee tdllvin f(w) = g(w) kaikilla
w e ().

63
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TopisTus Nyt funktio h := f — g € H(Q) ja sille pédtee h(z,) = 0 kaikilla n. Koska h
on erityisesti jatkuva jonon raja-arvopisteessi z, on tilloin myds 0 = lim, o h(z,) =
h(z), joten myos piste z on funktion h nollakohta. Se ei voi kuitenkaan olla eristetty,

silld jokainen kiekko B.(z) sisdltdd jonkin jonon (z,) alkion, joka ei ole z. Néiin ollen
h(w) = 0 kaikilla w e €. O

Esimerkki 3.4 Jos f,g on mééritelty ja analyyttisid oikeassa puolitasossa ja ne saavat samat
arvot jollain positiivisen reaaliakselin avoimella vililld, taytyy olla f = g koko puolitasossa.

Esimerkki 3.5 Madérittelyalueen yhtenéisyys on oleellista kaikissa ylla olevissa tuloksissa. Esi-
merkiksi voidaan médritelld f(z) =0, kun |z| < 1, ja f(z) = z, kun |z| > 2, ja néin saatu funktion
on analyyttinen, se yhtyy nollafunktioon origon ympéristossé, mutta f # 0.

3.2 Analyyttisten funktioiden erikoispisteet

Maisritelma 3.6 Olkoon f kompleksifunktio, joka on analyyttinen alueessa ). Piste zg € C on
analyyttisen funktion [ erikoispiste, jos [ ei ole siind analyyttinen (esim. arvoa f(zo) ei ole
mddritelty) vaikka jokainen kickoista Bc(zp), € > 0, leikkaa analyyttisyysaluetta Q. Kyseessi on
eristetty erikoispiste, jos loytyy sellainen R > 0, jolla funktio f on analyyttinen rengasalueessa
Ao r(z0) :={2€C|0 < |z— 2| < R}.

Eristetyt erikoispisteet luokitellaan kolmeen eri luokkaan, jotka selitetdéin alla. On olemassa
myo0s erikoispisteitd, jotka eivit ole eristettyjid. Esimerkiksi logaritmin p&idhaaralle jokainen ne-
gatiivisen reaaliakselin ]—o0,0] piste on sen erikoispiste: Ln z ei ole méiéritelty pisteessd z = 0,
eikd se ole jatkuva pisteissid z < 0, mutta jokainen kiekoista B.(z), z € |—-0,0], ¢ > 0, leik-
kaa logaritmin analyyttisyysaluetta. Toisaalta negatiivisen reaaliakselin piste ei ole eristetty, silla
sen mielivaltaisessa ymparistostd 10ytyy aina muita pisteitd negatiiviselta reaaliakselilta. Monet
muutkin analyyttisten funktioiden kdanteiskuvauksina saadut moniarvoiset kuvaukset (neligjuuri,
yleiset potenssit, arkus- ja areafunktiot) kiyttiytyviit samalla tavoin: kun valitaan niistd jokin
haara, joutuu yleensd luopumaan derivoituvuudesta véhintédén jollain janalla.

Eristettyjen erikoispisteiden 16ytdminen ja luokittelu on hyodyllistd erityisesti kun halutaan
soveltaa residylausetta. Tamé tapahtuu samalla tavoin kuin mitéd nollakohdille tehtiin edellisessé
luvussa.

Miiritelméd 3.7 Olkoon Q avoin, f € H(Q), ja zo ¢ Q funktion f eristetty erikoispis-
te. Lauseen [2.48 mukaan on funktiolla f tilléin Laurentin sarjakehitelmd rengasalueessa
Ao.r(20) € Q,

0

flz) = Z an(z — 20)", 0<l|z—2| <R. (3.1)

n=—oo

e Jos a, = 0 katkilla n < 0, niin kyseessi on poistuva erikoispiste. Jos erikoispiste ei
ole poistuva, se on poistumaton erikoispiste.

e Jos a, = 0 kaikillan < —m < 0 ja a_,, # 0, nitn kyseessi on mapa ja m € Z, on
navan kertaluku. Puhutaan myds m-kertaisesta navasta, eli esimerkiksi m = 1 vastaa
yksinkertaista napaa.

e Jos |{n € Z_la, # 0} = o eli jos Laurentin sarjan pddosa ei ole ddrellisen pituinen,
niin kyseessd on oleellinen erikoispiste.




3.2. ANALYYTTISTEN FUNKTIOIDEN ERIKOISPISTEET 65

Tarkastellaan tarkemmin néité kolmea eri luokkaa. Poistuva erikoispiste on nimensi mukainen,
silld télloin funktiolle voidaan mééritelld jatke g(z) koko kiekkoon Bg(zp) seuraavasti:

g(z)_{f(z), kun z € Q, (32)

agp , kun z = zg.

Lisétty arvo g(z9) = ag médiriytyy suoraan vaatimalla, ettd uusi funktio on jatkuva, silld se on
Laurentin sarjan raja-arvo kun z — zg, ja siten myos Zlinzl f(2) = ap. Néin mééritelty jatke on
—ZzZ0
analyyttinen koko joukossa € U {zp}, eli erityisesti kiekossa Br(zp), joten erikoispiste on niin
"poistettu”. Itse asiassa raja-arvon olemassaoloa voi myos kidyttad luokittelemaan erikoispiste:
eristetty erikoispiste on poistuva jos ja vain jos funktiolla on raja-arvo tissi pisteessé,
nimittédin navoille selvisti péitee Zlirrzl |f(2)| = w0 ja alla olevan Picardin lauseen mukaan ei |f(2)|
—Zz0

ldhesty mitdén raja-arvoa kun z — zg, jos zg on oleellinen erikoispiste.

Esimerkki 3.8 Klassinen esimerkki, joka 16ytyy ldhes jokaisesta kompleksianalyysin oppikirjasta:
osoitetaan, etté erikoispiste z = 0 on poistuva funktiolle

sin z

f(z) =

z
Ratkaisu: Tamé funktio on analyyttinen joukossa C\{0}. Sen Laurentin sarjakehitelmé on
S2n+1 2

SIS e —1-2 y oY,
z 2n+1) 3!

joten silld on poistuva erikoispiste origossa. Liséksi ag = 1. Funktion jatke on siis kokonainen
funktio, joka méaaritelldsan
sin z

, kun z#0,
1, kun z =0.

Tehtdvin olisi saanut ratkaistua myos suoraan L’Hoépitalin sddnnon avulla (ks. alla), josta

seuraa

. sinz . Cosz
lim = lim 1 =cosO=1.

z—0 Zz z—0

Lause 3.9 (L’Hopitalin sédint6 analyyttisille funktioille) Oletetaan, etti F ja G ovat
analyyttisid pisteen zo ympdristossi ja F(zg) = 0 = G(zp).

1. Jos G'(z9) # 0, pdtee

lim F(z) = lim F(z) = F(z0)
220 G(Z) z—20 G/<Z) GI(Z()) ’

F(z)

2. Jos G'(z) =0 # F'(29), on lim,_,, 6]

= Q0.

3. Jos G'(z9) = 0 = F'(z0), voidaan sdantéd iteroida uudestaan kiyttien funktioita F', G'.

Tobistus Koska F(zp) = 0 = G(zp), on kaikilla z # zg

F(z) F(z)—F(z) F(z)— F(zo)/ G(z) — G(#0)
G(z) G(z2)—G(z) z— 2z z—z9
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Témé on siis kahden erotusosaméirin osamiiri ja, jos G'(zg) # 0, voidaan kaavassa
ottaa suoraan raja-arvo z — zg, tuloksena F'(zo)/G'(z0). Jos G'(z9) = 0 # F'(29)
voidaan taas kiyttda hyviksi raja-arvojen suppenemista ja osoittaa, etté mille tahansa

(Z) F(z0) 1|F’( )|Ja‘ Z) G(ZO)

—20 -

€ > ( pétee ‘

< g, kun |z — zp| on tarpeeksi pieni.

F(z)

Tasté seuraa lim,_, ; &)

= 0. O

Huomautus 3.10
e Muuttujanvaihto (esim. w = 1/z, jne.) on joskus hyédyllinen ennen derivoinnin aloittamista.

e Napaa etsiessi ldhdetddn aina liikkeelle nimittéjin nollakohdasta, eli G(zg) = 0, joten voi-
daan joko kiyttdd L'Hépitalin sdantod tai F(zp) # 0, jolloin lim,_,,, |F(2)/G(2)| = ©

e Reaalifunktioille kaavaa voi soveltaa paljoin yleisemminkin (ks. Wikipedia) raja-arvoihin,

1A F(z0) _ »0» s oo
joille Glo) = tai 7 S5

Lause 3.11 Olkoon Q avoin joukko, zo € Q ja f € H(\{z0}). Seuraavat vditteet ovat ekvivalent-
teja:

1. Piste zg on funktion f kertaluvun m napa.

2. Loytyy analyyttinen funktio g € H(Q), jolle g(z0) # 0 ja

_ 9 un z
f(z)_(z—zo)m’ k €.

Talloin voidaan myds laskea funktion f residy pisteessi zg derivoimalla funktiota g,

g™V (2)
(m —1)!

TobpisTUs Osoitetaan ensimmaéiseksi suunta | (1) = (2) | Funktion f Laurentin sarja
pisteen zp ympéristossi on

Res(f, z0) = (3.3)

Q0 1 0
f(z) = Z an(z — 20)" = (z — 2)™ 2 an(z — 20)" "
1 0
= W;)ak m(z - Zo)k7

missd Mé&dritelmén mukaan a_, # 0. Sarjan suppenemissdde on vihintdan R,
joten kun maéritelladn

= Z p—m(z — 20)", |z — 20| <R,

saadaan koko kiekossa Bg(zp) analyyttinen funktio, jolle pétee g(z) = f(z)(z — 20)™,
kun z # zo. Néin ollen, jos asetetaan g(z9) = a_m, # 0 ja g(z) = f(2)(z — 20)™, kun
z € , saadaan funktio g € H(Q U {z0}), kuten kohdassa 2.

Osoitetaan seuraavaksi suunta | (2) = (1) | Koska g on analyyttinen pisteessé zo,

0]
Z Z—Zo ,

n=0

silld on sarjaesitys
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jossain kiekossa Br(zg) ja oletusten mukaan téssd g(zo) = by # 0. Jaetaan yll4 oleva

esitys puolittain tekijilld (z — z9)™, jolloin nihdéén, etté

o0

f(z)sz(z—zO Z b;H_mz—zO) ,

n=0 k=—m

kaikilla z € Ag r(z0). TAmé on siis funktion f Laurentin sarjaesitys pisteessi zp, ja
koska sen kerroin potenssille k = —m on by # 0, on funktiolla f kertalukua m oleva
napa pisteessi zg. Lisiiksi Res(f, 20) = bm_1 = 9 Y (20)/(m — 1)\, silld kertoimet b,

saatiin funktion g Taylorin sarjasta.

Esimerkki 3.12 Tarkastellaan funktiota

tan(z) _ sin(z)
z zcos(z)’

fz) =

67

joka on analyyttinen lukuun ottamatta nimittdjdn nollakohtia, joten ovat kun z = 0 tai z on
kosinin nollakohta, eli z = z, := (n+ 1), jollakin n € Z. Koska <= cosz = — sin z, alkaa kosinin

Taylorin sarja pisteen z,, ympéristossé

cosz = (2 — zp)(—sinz,) + O(z — 2,)?.

Koska sin z,, = £1 # 0, saadaan tésta

41 1
lim (2 — 20)f(z) = —022n 2 L),

25z, Zn(—sin z,) Zn

joten funktiolla f on yksinkertainen napa jokaisessa kosinin nollakohdassa z,. Toisaalta origo on

poistuva erikoispiste, koska f(z) = sinc(z)/cos(z) tai laskemalla lir% f(z) =1

Seuraava tulos osoittaa, etté jos zg on funktion f oleellinen erikoispiste, niin sen kaytds muuttuu
7villiksi” erikoispistettd ldhestyttdessd. Néin vahvassa muodossa tuloksen todistus on hankala,

mutta se l0ytyy esimerkiksi Wikipedian kautta.

Lause 3.13 (Picardin lause) Olkoon funktio f analyyttinen rengasalueessa Ao r(zo) ja olkoon
zo sen oleellinen erikoispiste. Tdlloin kuvajoukko f(Ao,r(20)) sisdltid kaikki kompleksiluvut mah-

dollisesti yhtd poikkeusta lukuun ottamatta.

Lauseen molemmat mahdolliset tapaukset esiintyvit:
Esimerkki 3.14 Tarkastellaan funktioita
1

f(z) =e=, g(z) = sin <i> )

Naiden Laurentin sarjakehitelmét origossa ovat

e
o
n=02n

mistd ndemme, ettd origo on molempien funktioiden oleellinen erikoispiste.

TL

o0
Z 2n+ 1) '22”+1 ’

e Funktion e'/# kuvajoukko missi tahansa rei’itetyssi kiekossa on C\{0}.

e Funktion sin ( ) kuvajoukko missé tahansa rei’itetyssé kiekossa on C.
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3.3 Residylause

Néimme edellisessé luvussa, ettd Cauchyn integraalikaava mahdollistaa erilaisten kompleksitason
viivaintegraalien laskemisen helposti, kunhan integrandin analyyttisominaisuudet tunnetaan. T&t4
tulosta voi soveltaa myos reaali-integraaleille: tavoitteena on kayttaé alkuperiisté integrointimuut-
tujaa sopivasti valitun kompleksitason polun parametrisointina ja tdydentdé nain saatu komplek-
sitason viivaintegraali esimerkiksi suljetuksi poluksi, johon Cauchyn lausetta ja integraalikaavoja
pystyy suoraan soveltamaan. Luvussa néiytetdin, miten tétd ideaa voi soveltaa joihinkin fysii-
kassa usein vastaan tuleviin integraaleihin. Loppujen lopuksi kyse on kuitenkin pitkélti késityosta,
kun etsitddn sopivaa polkua ja sen parametrisointia, mutta juuri timéan takia menetelméa on vai-
kea ”automatisoida” symbolisen laskennan kirjastoihin: kdytdnnon esimerkki téastéd 16ytyy Math-
ematics Stack Exchange -sivuilta (URL http://math.stackexchange.com/questions/562694/
integral-int-11-fraclx-sqrt-fraclxl-x-1n-left-frac2-x22-x1), jossa keskustellaan inte-

graalin
Y1 142 202+ 2z +1
— In dz,
qax\N1l—z 222 -2z +1
laskemisesta.

Téarkein tyokalu tédssd yhteydessd on seuraava lause, joka yleistdd Cauchyn integraalikaavoja
tapaukseen, jossa polku kiertédd useita funktion napoja.

Lause 3.15 (Residylause) Olkoon €2 yhdesti yhtendinen alue ja f on funktio, joka on ana-
lyyttinen Q:ssa lukuun ottamatta sen pisteitd z1, . .., z,. Jos vy on alueessa Q) kulkeva suljettu
polku, joka vilttid kaikki f:n erikoispisteet z; (eli z; ¢ Ran~y millddn i = 1,...,n), pditee

n
§f(z)dz = 27i Z Ind, (z;) Res(f, z) .
g i=1
Erityisesti, jos v kiertdd erikoispisteet kerran posititviseen suuntaan, eli vastapdivddin, pdtee

%f(z)dz = 2ri i Res(f, z) -
i=1
b

TobisTus Koska erikoispisteitéd on dérellinen méiré 16ytyy sellainen sédde € > 0, jolla
suljetuissa kiekoissa D; := B.(z;) = Q, i = 1,...,n, on tasan yksi funktion f eri-
koispiste. Polku v voidaan nyt muokata jatkuvasti siten, ettd se muuttuu summaksi
polkuja 7, jotka kulkevat kiekkojen reunoja 0D; pitkin. Téll6in Lauseen [I.37 mukaan

n n
3€f(z)dz = Z fﬁf(z)dz = 27i Z Ind, (z) Res(f, z) ,
pe izl,y; i=1
jossa viimeinen tulos seuraa integroimalla termeittdin funktion f pisteen z; ympéristossé

pétevid Laurentin sarjaesitysti. (Tarkempi todistus: [3, Lause 10.42].) O

Huomautus 3.16

e Jos osa erikoispisteistéd jd& polun v "ulkopuolelle” (Ind,(z;) = 0) tai jos polku kiertés osan
pisteistd myotapéivadn, antaa Lauseen ensimméinen tulos kaavan

jgf(z)dz = 27i > (+ Res(f, 2)),

polun sisélle jaaviat erikoispisteet z;

jossa merkki valitaan kiertosuunnan mukaan.


http://math.stackexchange.com/questions/562694/integral-int-11-frac1x-sqrt-frac1x1-x-ln-left-frac2-x22-x1
http://math.stackexchange.com/questions/562694/integral-int-11-frac1x-sqrt-frac1x1-x-ln-left-frac2-x22-x1
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e Lausetta voi yleistdd niin sanotuille meromorfisille funktioille, jotka saadaan ottamalla
rationaalifunktio f/g misté tahansa kahdesta avoimessa joukossa 2 méiiritellyistd funktioista
fja g (ks. [B, Méadritelms 10.41 ja Lause 15.12]).

Kuten aiemmin mainittiin, funktion residyn laskeminen suoraan integroimalla on useimmissa
tapauksissa hankalaa. Joskus tdmén voi tehdé laskemalla koko vastaavan Laurentin sarjan péadosa,
esimerkiksi tunnettuja sarjakehitelmia kayttden kuten edellisessd luvussa tehtiin. Jos funktion
eristetyn erikoispisteen laatu tunnetaan, voidaan residy méaarittdd suoraviivaisesti derivoimalla ja
ottamalla raja-arvo. Poistuvan erikoispisteen tapauksessa residy on aina 0 ja navoille sen voi laskea
esimerkiksi seuraavaa kaavaa kidyttéen.

Lause 3.17 Olkoon funktiolla f napa pisteessd zg kertalukua m. Talloin

1 . dm—l m
Res(f, z0) = (=11 zli»Hzlo e g ((z—=20)"f(2)) -

Erityisesti, jos f:lli on yksinkertainen napa pisteessi zg, pitee

Res(f, z0) = lim ((z - 20)f(2)) -

zZ—20

Tobistus Tulos seuraa suoraan Lauseen kaavasta (3.3]), kun huomataan, etti

siind oleva funktio toteuttaa g(z) = f(2)(z — 20)™, kun z # z¢, ja se on analyyttinen

pisteessi 2o, joten sen derivaatoille pitee g™ (z) = lim ¢(™)(z). O
z—2(

Esimerkki 3.18 Maaritetddn funktion

3
1(z) = 2z 4+ 22 — 23
residy origossa. Koska
. . 3
lim(2f(2)) = lim 50— =3,

on zf(z) analyyttinen origon ympéristossi, joten funktiolla f on origossa ensimmiisen kertaluvun
napa. Lisiksi Lauseen perusteella Res(f,0) = lim,_,o(2f(2)) = 3/2.

Esimerkki 3.19 Maiéritetdan funktion

7 cot(mz)
) = )

fe) =
residy nollassa Lauseen avulla. Koska sinin derivaatta on kosini, on sininkin nollakohdissa
sen derivaatan arvo aina +1 # 0, joten ne ovat kaikki yksinkertaisia. Kuten Esimerkissi [3.12]
seuraa tasti, ettd kotangentilla on origossa ensimméisen kertaluvun napa, joten funktiolla f on
kolmannen kertaluvun napa origossa (Lause [3.11]). Suoralla derivoinnilla saadaan Lauseesta

. 1.a2 7w .. d? zcos(mz) 9. mzcos(mz) — sin(rz)
Res(f,0) = llil}) g@(wz cot(mz)) = 5 ili% T2 sin(ra) ™ lim s (72)
5 1. -2z sin(mz) 2 Tz . 1 72
=7 lim - - = —— lim — im =——
2—0 37 sin(mz) cos(mz) sin(nz) 3 2—0sin(7wz) z—0 cos(mz) 3

missé neljannessi yhtdsuuruudessa turvauduttiin L’Hopitalin sdantoon.
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" Yro—rz1 Pisteesté 21 pisteeseen zo kulkeva janapolku,
Yooz (t) 1= 20 + t(21 — 20), t € [0, 1].

"V zo-keskisen e-siiteisen ympyrén kehéd kerran +-suuntaan kiertévé polku,
9., (1) == 20 + eei?, t € [0,2n].

b2 = "

Ve,zo zo-keskisen e-séteisen ympyrén yldkehdd +-suuntaan kiertdvé polku,
Yok (t) i= 20 + e, t € [0, ].

N~ N

Te,z0 zo-keskisen e-séteisen ympyrén alakehdd +-suuntaan kiertéva polku,
Vo (t) = 20 + e, t € [-m,0].

bR N b

Ve o zo-keskisen e-séteisen ympyréan ylikehdd —-suuntaan kiertéva polku,
Vo (t) := 20 + e, t € [—m,0]. (Polun 7, kéénteispolku.)

RIS )

Ve o zo-keskisen e-séteisen ympyréan alakehdd —-suuntaan kiertava polku,
Y (t) = 20 + e, t € [0,7]. (Polun 7.7, kéinteispolku.)

7O Origokeskisen e-séteisen ympyran keh#dd kerran +-suuntaan kiertdvi polku,
eli 79 =15y, eli yO(t) := ee™, t € [0, 27].

I AN

v, jne. | Kuten yll4, eli jos zp = 0, jatetddn se yleensd merkitsemétta.

Taulukko 3.1: Luvun [3:4] integrointikiyrien lyhennysmerkinnét.

3.4 Reaali-integraalien laskeminen residylauseen avulla

Monet reaaliset integraalit saadaan kédtevisti laskettua residylauseen avulla laajentamalla integroi-
misreittid kompleksitasoon. Tahén valitut esimerkit on valittu siten, ettd ne ovat mahdollisimman
yleisié: laskuharjoitustehtéivissi olisi tarkoitus soveltaa johdossa kaytettya ideaa jossain erikoista-
pauksessa. Monet taulukkointegraalit seuraavat valituista esimerkeisté valitsemalla vapaalle para-
metrille jokin tietty arvo tai derivoimalla parametrin suhteen.

Huom: Tdmén luvun integrointipolut rakennetaan janoista ja ympyrin kaarista, joista kay-
tetddn Taulukon lyhennysmerkint6ja.

3.4.1 Rationaaliset integraalit koko reaaliakselin yli

Tarkastellaan muotoa

= ff(a:)d:c, o) = (3.4)

olevia integraaleja, missid Py ja Qs ovat polynomeja, joiden asteet ovat N ja M. Tarkastellaan
tdssd luvussa tapausta, jossa M = N +2 ja oletetaan, ettd nimittdjipolynomilla @y et ole reaalisia
nollakohtia.

Algebran peruslauseen mukaan on polynomilla Qs korkeintaan M kappaletta nollakohtia.
Numeroidaan nollakohdista yldpuolitasoon kuuluvat z1, ..., z,, jossa n on téllaisten nollakohtien
lukumééré. Jos Qs on reaalikertoiminen, niin Qs (2)* = Qar(z*), joten jokaista nollakohtaa zg
kohti my®6s sen konjugaatti zi on nollakohta. Téssé tapauksessa on nollakohtia yhtd monta yla- ja
alapuolitasossa, joten niitd on véihintéiéin yksi ja korkeintaan M /2 ylipuolitasossa, eli 1 < n < M/2.
Huomataan myos, etté reaalikertoimisen polynomin tdytyy olla parillista astetta tai muuten silla
on vahintdan yksi nollakohta reaaliakselilla.

Oletuksesta M > N + 2 seuraa, etti integraali suppenee: Suurilla |z|:m arvoilla 16ytyy va-
kiot C1, Oy, joille | Py ()] < C1l|z|Y ja |Qar(z)| = Co|z|M. Némi tulokset nikee suoraan algebran



3.4. REAALI-INTEGRAALIEN LASKEMINEN RESIDYLAUSEEN AVULLA 71

peruslauseesta, silld kaavan (1.19) mukaan kun wy, ovat polynomin Py nollakohdat pétee

N N N
_ _ z — wy,
1712 = s o [T 1 = wnl =l [TET = fan [T 11 -1
k=1 k=1 k=1

2|
joka menee kohti arvoa |ay| # 0, kun |z| — co. Niin ollen 1oytyy jokin vakio C| jolla

PN(QL')
Qu ()

< Clz| 72,

[e¢] 0
ja koska §r—2dr = 7/ r~! = 1 < oo, suppenee myds itseisarvon |f| = |Pn/Qur| yli otettu
1 1

integraali.

Koska Qs ja Py ovat polynomeja, ovat kaikki funktion f erikoispisteet joko napoja tai poistu-
via ja niitd on ddrellinen madra. Naista ylapuolistasossa sijaitsevat ylld numeroidut () s:n nollakoh-
dat z1,...,2z,. Yhtalon tyyppié olevat integraalit lasketaan kompleksitasossa residylausetta
kayttden. Huomataan ensin, ettd (polkujen lyhennysmerkinnét on selitetty Taulukossa

R
I= I%i_r)réo f(z)dz = lim f(z)dz. (3.5)

R—®
“r Y—-R—>R
Integrointipolku voidaan tdydentéd yldpuolitasossa kulkevaksi suljetuksi poluksi R-séteisen ym-
pyrénkaaren lisdykselld, méasrittelemélld v := v_r_.r + 75 . Kun R — o0 on se lopulta niin suuri,
ettd polun v siséddn jadavat kaikki ylemmaéassé puolitasossa sijaitsevat erikoispisteet z1, ..., 2z,. Kos-
ka kayra kiertdd ndmé erikoispisteet kerran positiiviseen kiertosuuntaan, seuraa residylauseesta,

ettd kaikilla riittdvan suurilla séteilld R pétee
n
%f(z)dz = 2ri Z Res(f, z) -
i=1
¥

Toisaalta suoraan viivaintegraalin ma#ritelmén mukaan

fﬁ F(2)dz = L_}M faz s | s (3.6)

Niistd jalkimméiinen integrointipolku kulkee pitkin R-siteistd ympyrinkehéd, joten siind |z| = R.
Y14 johdetun fn ylidrajan perusteella pétee télld integrointikiyrilli aina siis |f(2)| < C|z|72 =
C/R?. Jilkimmiiselle integraalille saadaan siis arvio maksimin ja polun pituuden avulla:

CﬂRzﬂ—ﬂ), kun R — c0.

f(z)dz| < 72 i

TR

Siispd kun puoliympyrin side kasvaa rajatta, kaari-integraali hivid, ja tuloksista (3.5) ja (3.6)
seuraa

fff(z)dz=J f(z)dz + f(z)dz > I, kun R — .
b Y-R—R YR

Yhdistdmalla tdma residylauseeseen, saadaan lopputulos

f f(x)dx = 27 Z Res(f(2), zk) |, (3.7
= k=1

jossa summa kay kaikkien ylemmdssd puolitasossa sijaitsevien erikoispisteiden yli.
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Esimerkki 3.20 Olkoon a > 0. Lasketaan integraali

o0

J dz
2 4+a?’

—0

Ratkaisu: Koska (z —ia)(x + ia) = 22 + @?, on nimittdjin polynomilla kaksi yksinkertaista napaa
pisteissi tia. Vain toinen néisti navoista sijaitsee ylemméssé puolitasossa. Néin ollen (3.7)) mukaan
ja Lausetta soveltaen,

0
J ;dix = 27 Res(l,ia> =271 lim $ = @ = E.
x? + a? 22 + a? z>ia (z —ia)(z +1ia) 2ia  a
Esimerkki 3.21 Kvanttikenttédteoriassa tulee usein vastaan integraaleja, jotka saadaan lasketuksi
joko residylauseella tai derivoimalla parametrin suhteen jotakin perusintegraalia. Parametrin suh-
teen derivointimenetelméan teki fyysikkojen keskuudessa tunnetuksi Richard Feynman. Jatkaen
edellistd esimerkkié, kun a > 0, lasketaan integraali

[e¢]
J dx
(22 +a2)?’
—ao0
Edellisessé esimerkissé johdettiin, etté
0
J de. 7
2+a2 a
—00
Derivoidaan tata parametrin a suhteen,
[ee] 0
5 f dx T J dx ™
-2 | ——= =—— — = .
(22 + a?)? a? (2 +a?%)? 2a3
—o0 —0o0

Sama voidaan laskea myos tuloksesta (3.7)) kun huomaa, ettd nyt z = ia onkin toisen kertaluvun
napa, silli (22 + a?)? = (v —ia)?(z + ia)?,

Q0
dz . 1 . ... d (2 —ia)?
Y 9ri Res( ————,ia ) = 27 lim —
J (22 + a?)? ™ es<(22 +a2)?’ 1a> [ A (z —1ia)?(z +ia)?
—0o0

—A4ri  Aw(—i) ™

= 27i lim (=2)(z +ia) ™" = (2ia)® ~ 8aP(—i) 2a°°

Tteroimalla tdtd voidaan johtaa myos yleinen tapaus (todistus induktiolla), kun n € N,

0

dz v (2n — 2)! ™

J (22 + a2)" T 92n—2,2n1 [(n— 1)1 = (n— 1)12n—1g2n—1 1-3-5---(2n—3)|.
—0

3.4.2 Pa&aaarvointegraalit

Edellisessé kappaleessa oletimme, etté integrandilla ei ole napoja reaaliakselilla. Mité jos kohtaam-
me kuitenkin yksinkertaisen navan xq? Talloin integraali ei enéd suppene itseisesti navan kohdalla,
ja joudutaan laskemaan Cauchyn pddarvointegraali (engl. principal value integral)

—0

P.V. Tf(x)dx—gim m]s—l- T f(z)dz.

xrot+e
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Kaytdmme ldhes samanlaista reitti-integraalia kuin edellisessé kappaleessa, paitsi ettd napa ohi-
tetaan e-séteisen xp-keskisen puoliympyran kaarella ylemmén puolitason kautta: Valitaan v :=
Y—R—ozo—e T Vog.e T Vzo+te—R T Vg, jolloin saadaan viivaintegraalin mééritelmésta

R—0 e—0+

lim lim j@f(z)dz =P.V. J f(z)dz + lirgl+ f(z)dz + Rli_r)noo J f(z)dz. (3.8)

—~
’Ya:(],a

Riittad siis tutkia tapausta, jossa R on valittu niin suureksi, ettd kaikki ylemmaéssa puolitasossa
olevat navat sijaitsevat puoliympyréin sisdpuolella ja € > 0 on niin pieni, ettd vain napa pisteessé
z = x¢ ja& vastaavan kiekon sisdédn. Viime kappaleessa osoitimme, ettd suurempi R-séteinen puo-
liympyran kaari ei kontribuoi integraaliin, ja tdmé lasku kelpaa edelleen sellaisenaan.

Tarkastellaan siis pienempéi kaarta, eli polkua ;> _, ja merkitédén g(z) := (z — o) f(2). Koska
oletettiin, ettd napa o on yksinkertainen on tilldin g analyyttinen pisteessii zo (Lause .
Toisaalta, koko integrointikayralld on

o) = JE) _ 9() +9(@0) —9(@o) _ 9(z0) | 9(2) ~ g(wo)
Z— X Z— X Z— X0 zZ — X

Pienempi kaari-integraali on siis

J f(z)dz = g(z0) J =, J 9) = 9(@0)

zZ— X zZ— X
Vag.e Vag.e Vog.e

Koska funktio g on derivoituva pisteessi z = xg, on erotusosamiird (g(z) — g(zo))/(z — x0)
rajoitettu, eli 16ytyy jokin C, jolle |(g(z) — g(x0))/(z — xo)| < C pisteen xy ympéristossi, joka
voidaan valita riippumatta luvusta €. Néin ollen voidaan tdmén yli otettua integraalia arvioida
ylh#édlta pédin funktion maksimin ja kidyrin pituuden avulla, eli saadaan

f(z)dz

TN

< Cmre >0, kune—0.

Tamé& osa integraalista ei siis tuota mitédén alkuperiiseen raja-arvoon.
Viimeinen jiljelld oleva integraali voidaan laskea suoraan kayttden kdyrdn parametrisaatiota
Yy () i= 20 + e, t € [-7,0]. Viivaintegraalin mééritelmén mukaan

0
f = _ J ! g(—i)e dt = —ir.

z— 1z o et
Vg,e
Saadaan siis lopputulos
lim J f(z)dz = —img(xo) .
e—0t

Téssé
9(zo) = lim g(2) = lim (2 — z0)f(2) = Res(f, zo)

Z—T0 Z—T0
on funktion f residy yksinkertaisessa navassa xg.

Kuten edellisessd kappaleesta, on suljetun polun ~ yli otetun integraalin arvo 27i kertaa
ylemmaésséd puolitasossa olevien erikoispisteiden residyjen summa. Jos numeroidaan nyt jonoon

(#1,...,2n) kaikki integrandin erikoispisteet, pétee
ngnoo 51_1,r(r)1+ jgf(z)dz = 2mi ];1 Res(f, zx) (3.9)
] =

Im zx>0
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Yhdistamalla yhtéalot (3.8) ja (3.9) saadaan padarvointegraaliksi saadaan padarvointegraaliksi

n

P.V. J flx)dz =2mi > Res(f, z) + miRes(f,zo) - (3.10)

k=1
Im z,>0

Mikéli reaaliakselilla on useita yksinkertaisia napoja, voidaan yo. yhtélo yleistdéd seuraavasti:

o]
P.V. f f(z)dz = 27 Z Res(f, zx) + i Z Res(f, zx) |- (3.11)
-0 Im z:k.>0 Imkz:kl:O

Tamé tulos voidaan siis tiivistdd nyrkkisddntoon: reaaliakselilla olevan yksinkertaisen navan yli
integroitaessa otetaan sen residystd mukaan vain "puolet”.

Esimerkki 3.22 Olkoon a > 0. Integraali

ei normaalisti suppene, silla integrandilla on epéjatkuvuuskohta origossa. Integrandin parittomuu-
desta seuraa, ettd jos silléd olisi jokin arvo, sen tulisi olla 0. Laskemalla sen sijaan pid#darvointegraali

saadaan
P.V.J——hm f fdm _hm<1n_5+1n“)=1n1=o.
e—0 —a €

Samaan tapaan voidaan méaaritelld hajaantuvan integraalin

0

f xdx
—0o0
padarvo:
© 0 M
P.V. J rdx = lim f rdx + J:z:dx =0,
M—0
“% —M 0

missé suoritetaan ensimmaéiseen integraaliin muuttujanvaihto x — —zx.

3.4.3 Rationaaliset trigonometriset integraalit

Tarkastellaan kosinin ja sinin suhteen rationaalisia integraaleja
2m
Jf(cos @, sin ¢)d, (3.12)
0

missi f(z,y) on rationaalifunktio. Sijoituksella z = €', dz = ie'?d¢ = izd¢ integrointi siirtyy
kompleksitason yksikk6ympyréan kaarelle, kiertosuunta vastapéivaan. Talloin

1, , 21 1, ; 241
g = g (e —e7?) = zziz ) cos ¢ = (' + ) = : 22 ’
ja integraaliksi saadaan
2m 9 9
1 z¢+1 22 -1
ing)dg = ¢ — d 1

| fteossingyas Jiizf( R R ) 2, (3.13)
0 o

jonka voi laskea suoraan residylauseen avulla.
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Esimerkki 3.23 Tehd&én aluksi asiat "hankalasti” ja sovelletaan #sken johdettua menetelmis
triviaaliin integraaliin:

27

fcos¢d¢ Jz—i—l .

0 A/l

Integrandilla on 2. kertaluvun napa origossa, ja se on integroimiskéyréin sisédpuolella. Residylauseen

ja Lauseen mukaan

241 1 d 241
Z L omiRes( 2t 0) —omitim L (22T Zonitim 2 <0,
2iz2 2iz2 0

Y1

Esimerkki 3.24 Olkoon n € N. Lasketaan integraali

27

f cos> do

0

sijoituksella z = €'?. Saadaan

ff 22+ 1\ dz 1 § (z2—|—1)2”d
— = ~ _—  dz.
2z iz 22nj z2ntl
¢]

5 P

Havaitaan, ettd integrandilla on kertalukua 2n + 1 oleva napa origossa. Integraaliksi saadaan

2mi (22 + 1) T 1 oar o,
22n4 Res< Z2n+1 ’0 = 22n—1 ll_r,% (271)! dZQn (Z + 1)

2n 2n
+< >22”+--~+( >z4”.

n 2n
Ainoa merkitsevé termi on verrannollinen tekijéin 227, silld téitd alempaa kertalukua olevat termit
katoavat derivoinnissa ja ylempééa kertalukua olevat rajankaynmlla z — 0. Siispa

1 : a" 2 on 1 2n m
Gl A gz & Y _(2n)1<n)2n(2”1)"'2'1— (n)

Binomilauseen mukaan

TERCI (25)12”’6(%)’“ - <2(;1)z0 ¥

k=0

ja tulos on

27

JCOSQ”QZ) do = # <2:) .

0

Esimerkki 3.25 Lasketaan integraali

2

J62005¢d¢

0

3[) +1dZ —1 —zezdz.

i

sijoituksella z = ¢!, Saadaan

7
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Kehitetdin molemmat eksponenttifunktiot Taylorin sarjaksi ja kiytetdin residylausetta:

1(dz Q2" & 1 1 O D, 1 O n—k-1
ST R I ‘%RGS( 2 ’°>

Residy saadaan summan termeisté, joissa & = n, joten tulos on

0

n=

2m

»
, 1
fezcomwp =27 ) o |~ 14,3231 .

0 n=0

3.4.4 Fourier’'n muunnoksen integraalit

Fourier'n muunnos on yksi tdrkeimmistd menetelmisté ratkaista fysiikassa esiintyvié differentiaa-
liyhtaloita, kuten tyhjion elektrodynamiikan ja vapaan hiukkasen kvanttimekaniikan liikeyht&loité,
tai aalto- ja lampoyhtéloitd (tésté lisdd Ib-kurssilla). Fourier’n muunnos tuottaa integraaleja, jotka
ovat muotoa

I= ff(:r)e””dzu k>0. (3.14)

—00

Néytetdén tdssd luvussa, miten néitd integraaleja voi laskea kéyttiden residylausetta. Oletetaan
tatd varten, ettd funktio f on analyyttinen lukuun ottamatta aérellistd médraa eristettyjé erikois-
pisteitd. Numeroidaan ylemmdin puolitason erikoispisteet (z1,...,2,), ja oletetaan, ettd reaaliak-
selilla ei lainkaan erikoispisteitd. Tdmén lisiksi vaaditaan, ettd funktio f hdvidd ldhestyttiessd
ddretontd ylemmdssd puolitasossa; tarkemmin oletetaan, ettd kaikille tarpeeksi suurille séteille R
16ytyy funktiolle ympyrén yldtason kehélld ylaraja Mg, joka menee nollaan kun R — o0; kaavana
oletetaan siis, etté

|f(Re'®)| < Mg, kun ¢ € [0,7], ja I%EanR =0. (3.15)

Nailla oletuksilla voidaan yhtalon (3.14)) tyyppiset integraalit laskea tdydentamalla polku y_r— g
suljetuksi poluksi lisiéméllé sen periéin puolikaaripolku 4%, juuri niin kuin tehtiin Luvussa [3.4.1]
Té&lloin nimittédin rajalla R — oo saadaan

R—®

R
lim %f(z)eikzdz = lim f f(z)e**dz + lim f f(2)e**dz =T+ lim | f(2)dz. (3.16)
R— R—0 R—
Y -R ey ey
Jotta suljetun polun integraali olisi hyodyllinen, on jéiljelle jadvan kaari-integraalin raja-arvo las-
kettava. Selvidé, etté se itse asiassa katoaa kokonaan. Tamaé tulos tunnetaan Jordanin lemmana.

Silloin kun sitéd voi kéyttas, saadaan siis lopputulokseksi

0

f f(x)e*dz = 2ri Z Res(f(z)e'™*, 2) . (3.17)

v i=1
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/

|

: : : o
Kuva 3.1: Jordanin lemmassa kiytetdén epayhtaloa sinax > %w vélilld [0, w/2]. Epdyhtélon kertoi-
met on helppo muistaa oheisen kuvan avulla, johon on piirretty funktion sin z kuvaaja ja suoran
kuvaaja, joka kulkee pisteiden sin(0) = 0 ja sin(7/2) = 1 kautta. Suoran yhtiloksi saadaan tisti
2y ja vililld [0, 7/2] tosiaan pétee sinz > 2.

Lause 3.26 (Jordanin lemma) Olkoon k > 0 ja f funktio, joka toteuttaa luvun alussa
mainitut ehdot, erityisesti hdvidmisehdon . Talloin

R—
TR

lim J f(z)e**dz = 0.

ToDISTUS R-siiteisen puoliympyrin kaarella z = Re'?, dz = iRe'?d¢ ja integrointi
tapahtuu kulman suhteen:

IR = Jf(z)eikzdz Jf Renb ik R cos ¢p— kR51n¢lRel¢d¢
TR 0

jossa eksponentissa on kéytetty Eulerin kaavaa e'® = cos ¢ + isin ¢. Suoraan oletetun
fm hividmisehdon perusteella on tissi integraalissa | f(Re'?)| < Mg kaikilla ¢ € [0, 7].
Voimme nyt arvioida integraalia:

|IR| < J’f(Rew)eichostﬁfkRsin¢iRei¢} do < MRRJeikRSind)d(;ﬁ
0

% ™ %
= MgrR (Je_kRSin¢d¢ + Je_kRSin¢d¢> — 2MRRJe_kRSin¢d¢
Bl 0

0

missé viimeinen rivi saatiin tekemalld jalkimmaiseen integraaliin muuttujanvaihto ¢ —

m—¢. Nyt kun 0 < x < 7/2 ja k, R > 0, pétee (vertaa Kuva

% <sing = e kRsing 6*2’“3{(1)/”7
™
joten
( M
|Ir| < 2MRRJ —2kR/T 4 = 2MRrR / —iR o 2kRe/m _ T’”a o kR
0

MR’/T

< -0,
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kun R — oo, oletuksen limg_,,, Mrp = 0 mukaan. Siispid kaari-integraalikin menee
nollaan rajalla R — co. ]

3.4.5 Fourier’n kosini ja sinimuunnoksen integraalit
Fourier’n muunnos voidaan ottaa myos kiyttéien joko kosineja tai sineji eksponenttifunktion e**
sijaan. Strategiana on timintyyppisissd integraaleissa ilmaista kosini ja sini funktion e'** reaali-

ja imagindériosina:
cos(kz) = Re (e'F%), sin(kz) = Im (&%) .
Téssé vaiheessa voi my0Os helposti tarvittaessa vaihtaa reaaliparametrin k& merkin positiiviseksi,

silld cos(—kz) = cos(kz) ja sin(—kz) = —sin(kz). Tdmén jilkeen voidaan kiyttdd Jordanin
lemmaa, kunhan funktio f toteuttaa edelld vaaditut ominaisuudet.

Esimerkki 3.27 Olkoon k > 0 ja a? < b?. Lasketaan integraali

T cos(kx)

2 + 2ax + b2

-0
huomaamalla, ettd se on reaaliosa integraalista
< ikx
e
I:= ———dzx.
J 72 + 2azx + b2
—o0

Nimittéjalla on yksinkertaiset kompleksiset nollakohdat pisteissé

Ty =—atVa?—b=—atiVvb?—a?.

Téssé Vb2 — a? > 0, joten niistd ainoastaan . = —a+ivb? — a? sijaitsee ylemmiissi puolitasossa.
Nyt residylauseen ja Jordanin lemman mukaan

I‘_L et e (e )

ikx ik(—a+iv/b2—a?
Comi o : T___—ika—kvEZ=a?

= e
Ty — T 2iv/b? — a? Vb2 —a?

Tamén reaaliosasta saadaan alkuperiisen integraalin arvo. Itse asiassa sen imagindériosasta saa
my6s samalla vaivalla vastaavan sini-integraalin arvon, eli yhteenvetona

0
__sinkz) P pp———— U sin(ka)
22 + 2ax + b2 b2 — a2
— 00
[ cos(ha)
cos(kx B ™ —k/BT—aZ .
J T %0m 4 2 dz = 3¢ cos(ka)
—Q0

Ottamalla jalkimmaisessd raja a — 0 saadaan integraalikaava, jossa k,b > 0, mutta negatiiviset
arvot 10ytyvat myos symmetriaa kiyttaen:

e

—0

0
J cos(k:x)d Ly




Luku 4

Taydentavai materiaalia

4.1 A#rettomyyspiste ja Riemannin pallo

Kompleksianalyysia on usein hy6dyllista ajatella laajentamalla kompleksitason mééaritelmé siten,
ettd siihen lisdtdan ddrettomyyspiste, samoin kuin reaalilukuja kannattaa joskus késitelld laajen-
netulla reaaliakselilla R U {—o00, 00}. Péinvastoin kuin reaaliakselilla erityisesti analyyttisid funk-
tioita késiteltdesséd on parasta unohtaa ”suunta”, josta ddrettomyytté ldhestytddn. Tama saadaan
aikaan lisddmailla kompleksitasoon vain yksi piste, eli tarkastelemalla laajennettua komplek-
sitasoa C U {0}, jota tdssd monisteessa merkitdéin Co (muita usein esiintyvid vaihtoehtoisia
merkintoji ovat C ja C).

Lisattyyn joukkoon mééritelldin tdmén jalkeen metriikka kayttamalla kuvausta, jolla laajen-
netun kompleksitason pisteet voi samastaa pallonpinnan kanssa: néin saatua avaruutta kutsutaan
Riemannin palloksiE] Samastaminen tapahtuu seuraavan kuvauksen avulla, jota kutsutaan ste-
reografiseksi projektioksi: kuvauksena yksikkopallolta

S*i={xeR®||x| =1} = {(a,b,c) eR*|a® + b* + * =1} (4.1)

laajennettuun kompleksitasoon C, yksi mahdollinen mééritelmé stereografiselle projektiolle on

kuvaus
a b
b — [ —\ —
(a,b,¢) (1—0’1—0)7

joka kuvaa ”eteldnavan” (0,0, —1) origoon, ”péivintasaajan” (a,b,0) yksikkéympyriille ja ”poh-
joisnavan” (0,0, 1) tasoon liséittyyn dérettomyyspisteeseen co. Tété vastaava kiidinteiskuvaus Co, —
S? on .
z TET1 (2Rez,2Imz,[2> — 1) .

Stereografisella projektiolla on my&s suoraviivainen geometrinen tulkinta kuvauksena, joka sa-
mastaa tason pisteen vastaavaan yksikkopallon pisteeseen, joka saavutetaan tason pisteen ja pal-
lon pohjoisnavan lapi kulkevan suoran leikkauspisteessi (ks. https://en.wikipedia.org/wiki/
Stereographic_projection).

Riemannin pallolla on sovelluksia erityisesti konformimuunnosten kautta, jotka vastaavat kul-
mien sailyttdvia tason muunnoksia. Tdméan muunnoksen suhteen invariantteja kenttateorioita kut-
sutaan konformikenttiteorioiksi (engl. conformal field theory) ja niihin torméé esimerkiksi tietyissd
statistisen fysiikan ja kvanttikenttéteorioiden ongelmissa. Lisdd Riemannin pallon ominaisuuk-
sista ja sovelluksia kvanttimekaniikassa 10ytyy Wikipedista https://en.wikipedia.org/wiki/
Riemann_sphere.

1(MAT) Annettu kuvaus on itse asiassa homeomorfismi, joten topologisestikin niin saatu avaruus on yhtenevi
pallonpinnan S? kanssa.
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Myos téata adrettomyyspistettd voidaan késitelld analyyttisen funktion mahdollisena erikois-
pisteené. Se luokittelu voidaan tehdi joko suoraan Laurentin sarjojen kautta tai kdyttden muut-
tujanvaihtoa w = 1/z. Suoraviivaisessa ldhestymistavassa alkuperiinen méiritelmé kidnnetiin
péélaelleen.

Maisdritelma 4.1 Olkoon f funktio, joka on analyyttinen jonkin siteen Ry = 0 ulkopuolella, eli
0
pisteissi z, joille |z| > Ry. Tdlldin se voidaan kehittid Laurentin sarjaksi >, a,z™, joka suppe-

n=—o0
nee kun |z| > Ry.

e Jos a, = 0 kaikilla n > 0, niin c© on poistuva erikoispiste.
e Jos a, =0 kaikilla n > m > 0 ja a,, # 0, niin c©© on napa, jonka kertaluku on m.

e Jos|{neN|a, #0}| = w0 eli jos Laurentin sarjan siinnéllinen osa ei ole ddrellisen pitui-
nen, niin 00 on oleellinen erikoispiste.

Muuttujanvaihdolla w = 1/z saadaan sarjaesitys, joka pétee kun 0 < |w| < 1/Ry,

f(1/w) = Z a,w "= i a_muw™

n=-—00 m=—0o

Nyt jos origo on tdmén funktion poistuva erikoispiste, napa, tai oleellinen erikoispiste, niin o0 on
vastaavasti alkuperéisen funktion poistuva erikoispiste, napa tai oleellinen erikoispiste.

Esimerkki 4.2 Tarkastellaan kolmea eri tapausta.

e P(z) =anz™ + -+ a1z + ap on polynomifunktio, jonka aste on n, eli a,, # 0. Tillin silld
on kertaluvun n napa adrettémyydessa.

a0
e Eksponenttifunktiolla dérettémyys on oleellinen erikoispiste: e* Z %

e Aiirettomyys on toisen kertaluvun napa rationaalifunktiolle

2zt 422241
22—2-3°

Maadritelma 4.3 Jos ddreton on funktion f eristetty erikoispiste, on sen residy ddrettomyydessd

Res(f,»0) = 2%” %f(z)dz =—a_q, (4.2)
O

jossa R > Ry, kun Ry on jokin side kuten Mddritelmdssd ja a_y siind annetun Laurentin
sarjan termin z~' kerroin.

Téssé valitaan kiertosuunta negatiiviseksi, jotta se olisi positiivinen muuttujanvaihdon w = 1/z
jélkeen. Téstd konventiosta on myos se hyoty, etté esimerkiksi tavallisille rationaalifunktioille pétee
seuraava residyjen summasaanto.

Lause 4.4 Olkoon funktio f analyyttinen joukossa Co lukuun ottamatta eristettyji erikoispisteitd
2155 2m, M € Ng, sekd lisiksi mahdollisesti erikoispistettd co. Tdalloin sen residyjen summa on

nolla: .

Z s(f:2n) + Res(f, ) =

TODISTUS Seuraa suoraan residylauseesta, silli Res(f,0) = —5= § f(2)dz O
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Residy dérettomyydessd voidaan toki laskea myds apufunktion f(1/t) avulla. Jos merkitddn
o0

sen origon ympérilli kehitettyd Laurentin sarjaa >, b,,t™, on siind by = a_1, joten
m=—a0

Res(f,0) = —by = Res(—t~>f(1/t),t=0) .

4.2 (Lisid) Argumentin periaate ja Rouchen lause

Tarkastellaan aluetta €2 ja jotain sen sisillé olevaa suljettua kiekkoa D := Bg(zp) < . Olkoon
v kiekon kehé# kerran positiiviseen suuntaan kiertdva polku, eli v := ’yg,ZU. Oletetaan, ettd f
on funktio, joka on analyyttinen 2:ssa lukuun ottamatta mahdollisesti se sisélle jadvid napo-
ja, ja liséiksi vaaditaan, ettd f ei ole identtisesti nolla kiekossa D. Merkitésn Ny:11d funktion f
nollakohtien lukumaéé&ras kiekossa D, kertaluvullaan painotettuina, ja Py:l& funktion f napojen
lukuméarid kiekossa D, nekin kertaluvullaan painotettuina. Koska sekéd navat ettd nollakohdat
ovat néilld oletuksilla eristettyjé pisteité, voi niitd olla korkeintaan &érellinen mé#aré kiekossa D,
eli oletuksista seuraa suoraan, ettd 0 < Ny, Py < co. Niin ollen funktio F(z) := f'(z)/f(2) (eli
funktion In f(z) derivaatta) on analyyttinen kiekon D ympéristossd pois lukien kaikki f:n navat
ja nollakohdat, joita on #dérellinen maara.

Oletetaan tamdn jilkeen, ettd kiekko D on valittu siten, ettd mikddn navoista tai nollakohdista
ei osu sen reunalle. Talloin Ny ja Py laskevat nollakohtia ja napoja kéyrdn -~ sisélle jadvissd
pisteissd. Tallsin, jos zo € D on napa tai nollakohta, pétee sille Ind, (z9) = +1. Toisaalta Lauseista
ja seuraa, ettd 10ytyy pisteen zp ympéristossd analyyttinen funktio g, jolle g(zp) # 0 ja
f(2) = (2 — 20)™*0) g(2), missd méadritellizin m(zg) := m > 0, jos zp on kertaluvun m nollakohta,
jam(zg) = —m < 0, jos zp on kertaluvun m napa. Suoralla laskulla saadaan tésté kyseisen pisteen
ympéaristossa patevé kaava funktiolle

"(z m(z "(z

Py L) _m) | G
f(z) z—z0  g(2)

Koska ¢(zp) # 0, on téissi toinen termi analyyttinen pisteessi z = zp, joten zp on funktion F'

ensimmaéisen kertaluvun napa ja sen residyksi saadaan Res(F, zp) = lim,_,,,[(2—20)F(2)] = m(z0)-
Niin ollen saadaan residylauseesta tulos

"(2) dz
%f()iz m(zo)szfPf.
v %o

f(z) 2ni

Miééritelldsin uusi kompeksitason polku T'(t) := f(v(t)), jolle piitee ketjusidinnén mukaan

') @0 ®)
I'(t) fo@®)

Néin ollen suoraan viivaintegraalin mééritelméd kéyttaen

, 21 1 27 TV
jgf(z)%_ I'O0) gy At :J () dt jglﬁzlndp(()).

) em Jy 1)

2mi o T(¢t) 27 z 2mi
Tatd tulosta kutsutaan ”argumentin periaatteeksi”, koska vasemmalla puolella oleva integraali
voidaan tulkita f(z):n argumentin muutokseksi suljetulla polulla ~.

Téasté seuraa erityisesti, ettd jos funktiolla f ei ole lainkaan napoja kiekon D siséllé, niin sen
nollakohtien lukumééré séilyy vakiona, jos funktiota f muutetaan tavalla, joka siilyttdé sen ana-
lyyttisyyden kiekossa, eikd muuta liikaa sen arvoja kiekon reunalla. Tdh&n ominaisuuteen perustuu
seuraava tulos, jonka avulla voi yrittdd arvioida analyyttisen funktion nollakohtien lukumééria
jossain annetussa alueessa (todistus 16ytyy esimerkiksi ldhteesté [3] Lause 10.43 ja Tehtéva 10.24]).
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Lause 4.5 (Rouchén lause) Olkoon K c C suljettu ja rajoitettu ja Q < K suurin mahdollinen
avoin joukko, joka sisdltyy K :hon. Oletetaan, ettd funktiot f ja g ovat jatkuvia joukossa K ja
analyyttisid joukossa €.

Jos g on riittdvin lihelld funktiota f joukossa K\,

9(z) = f() < |f(2)|, kunzeK jazg¢Q,
on funktioilla f ja g sama mddrd nollakohtia joukossa Q.

Lauseen oletukset toteutuvat esimerkiksi kun K on jokin suljettu kiekko Br(zo) ja € on sen sisélle
jadva avoin kiekko Bg(zg). Talloin K\ koostuu kiekon kehén pisteisté.

Lisdtietoa ja esimerkkejé siitd, miten lausetta voi soveltaa kéytdnnossa 10ytyy Wikipediasta
(https://en.wikipedia.org/wiki/Rouch¥%C3%A9%27s_theorem).

4.3 (Lisd) Meromorfisen funktion napakehitelméi

Edelld on néhty, kuinka analyyttisen funktion pystyy esittdmé#in Taylorin ja Laurentin sarjojen
avulla. Néiden esitysten ongelma on kuitenkin se, ettd esitystd joutuu yleensd vaihtamaan sité
mukaa kun kehityspistettd muutetaan. Téssé ja seuraavassa luvussa annetaan kaksi muuta tapaa
esittad analyyttisid funktioita sarjoina, jotka suppenevat koko méarittelyalueessa. Nédiden sarjojen
rakentaminen on kuitenkin selvésti tyoladmpéa kuin Taylorin ja Laurentin sarjojen.

Esitetédén ensin, miten ns. meromorfisille funktioille voidaan johtaa niiden koko méérittelyjou-
kossa toimiva napakehitelmi. Funktion f on meromorfinen, jos se muotoa f = F/G, jossa F
ja G ovat analyyttisid koko avoimessa joukossa 2. Kuten edellid ndhtiin, voi télloin funktiolle f
syntyéd napoja nimittdjan nollakohtiin, mutta ndmé ovat toisaalta kaikki eristettyja.

Napakehitelmé on helpoin johtaa tapauksessa, jossa funktio f havida méédrittelyalueensa reu-
naa, kuten esimerkiksi dérettomyyspistetta ldhestyttiessd. Oletetaan tétd varten, ettd -, on jono
suljettuja polkuja, joilla on seuraavat kaksi ominaisuutta:

1. Jokainen piste z € {2 ja& kéyrien v, sisélle (Ind,, (2) = 1) alkaen jostain arvosta, eli kaikille
n = ng, jossa ngo saa riippua pisteestd z.

2. Kayrien yli otetut viivaintegraalit havidvat rajalla n — oo; tarkemmin, jokaisella z € €, joka
ei ole f:n napa, vaaditaan

%ﬂdgao, kun n — 0.
(—=z

Y
Talloin voidaan soveltaa suoraan residylausetta néihin integraaleihin, ja kun n on riittdvén suuri,

saadaan
f(Q) dz Q. _ fQ
§>C—227(1RGS<C—Z,CZ>+ Z ReS<<_Z,Czl> .

~ z; on napa kdyrin -y, sisilla
n

Ensimmaéisessi termisséd on joko f(z) # 0, jolloin { = z on ensimmiisen kertaluvun napa ja
Res(%,( = z) = lim¢_,, f({) = f(2), tai f(2) = 0, jolloin ( = z on poistuva erikoispiste ja

Res(g(_cz) ,C = z) =0 = f(z). Kun n — o0, jaévit lopulta kaikki napapisteetkin kéyrien ,, siséin,
joten ottamalla raja n — oo, paddytadn seuraavaan sarjaesitykseen, joka pétee kaikilla z € €2, jotka

eivit ole napapisteité,

f(z) = — > Res(cf(g)/( = z> .

z; on funktion f napa
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4.3. (LISA) MEROMORFISEN FUNKTION NAPAKEHITELMA 83

Numeroidaan téssé esiintyvit napapisteet jonoksi (21, 22, . ..) siind jirjestyksessi, jossa ne jadvit
kéyrien v, sisélle. Télloin yll& olevan summa voidaan kirjoittaa muodossa

fz) = iiRes(g(_oz,C = z) .

Jéljelle jadvissi residyissi on oletuksen mukaan z # z;, joten kerroin (¢ —z)~! on analyyttinen
kehityspisteessd. Toisaalta ¢ = z; on funktion f({) napa, joten sen Laurentin sarjan pddosa on
darellisen mittainen: merkitdén sita

1
(C—zi)™’

misséd m; > 1 on navan z; aste ja a, ; ovat sen ympérilla kehitetyn f:n Laurentin sarjan kertoimet.
Koska pisteen z; ympéristossd on Laurentin sarjan sdénnéllinen osa, f — P;, analyyttinen, on my6s
(f(O)—Pi(¢))/(¢C—~=) analyyttinen pisteessi z;, ja sen residy téssi pisteessd on nolla. Tésté seuraa,

etta
P
Res &,Cz z; | = Res l(o,g‘z Zi | -
C—z C—z
Tastd muokkaamisesta on se hyoty, ettd funktio IZL(CZ) onkin mééaritelty koko laajennetussa komplek-
sitasossa Cq, lukuun ottamatta kahta napaa pisteissi ¢ = z ja ¢ = z; (funktio menee kohti nol-

laa, kun |z| — oo, joten #iirettémyyspiste on sen poistuva erikoispiste). Lauseen mukaan sen
residyjen summa on nolla, joten

—Res<?£<;,g = z> = Res<?£2,g = z) = Py(2),

missd viimeisessd yhtdsuuruudessa kaytettiin jo aiemmin funktiolle f johdettua yleistd ominai-
suutta.

Ollaan siis ndhty kuinka kahdesta tehdysté oletuksesta seuraa kaikissa f:n analyyttisyysalueen
pisteissé suppeneva f:n napakehitelmé:

P(Q) := Z Qi
n=1

missd P; on funktion napapisteen z; ympéristossi kehitetyn Laurentin sarjan paiosaa vastaava
rationaalifunktio. Tat4 tulosta voi joskus yleistdd myos tapauksiin, joissa jalkimméinen ehdoista
@, %d{ "2 0) ei toteudu, vihentimiilli ensin funktiosta f jokin sopivasti valittu polynomi
tai kokonainen funktio.

Koska jokainen ylld olevan sarjan osasummista, Zil P;(z), on rationaalifunktio, seuraa ylla
olevasta laskusta erityisesti, ettd annettua funktiota f voidaan approksimoida rationaalifunktioilla.
Tamé tulos piitee itse asiassa aina, kuten seuraavasta tuloksesta niikee (Lauseen todistuksen ja
tarkempia yksityiskohtia siitd, millaisia rationaalifunktiota siind voi kdyttdd, 16ytyy kohdista [3]
Lause 13.8 ja 13.9]).

Lause 4.6 (Rungen lause) Olkoon U kompleksitason avoin joukko ja [ siind mddritelty ana-
lyyttinen funktio. Tdlloin loytyy kahden polynomin osamddrdind tehdyt rationaalifunktiot Ry, n €
N, joilla R,(z) — f(2) kaikilla z € U. Suppeneminen on lisiksi tasaista jokaisessa joukon )
kompaktissa osajoukossa.

Lyhyesti: Analyyttistd funktiota voidaan aina approksimoida mielivaltaisen tarkasti sopivan ratio-
naalifunktion avulla. Approksimaation tarkkuus voi heiketéi joukon reunaa ldhestyttdessi, mut-

ta virhe voidaan pitdd mielivaltaisen pienend joukossa, joka ei kosketa U:n reunaa. Lisétietoa
ja esimerkkejé siitd, miten lausetta voi soveltaa kidytdnnossa 16ytyy Wikipediasta (https://en.
wikipedia.org/wiki/Runge’,27s_theoremjahttps://en.wikipedia.org/wiki/Mittag-Lefflery,
27s_theorem).


https://en.wikipedia.org/wiki/Runge%27s_theorem
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Esimerkki 4.7 Johda meromorfisen funktion cot z = cos z/sin z napakehitelma.
Ratkaisu: Valitaan ylld Q = C ja F(z) = cosz, G(z) = sinz, jolloin f = F/G on meromorfi-
nen funktio, jolla on navat sinin nollakohdissa, eli pisteissd z = 7wk, k € Z. Kaikki navat ovat
ensimmiista kertalukua, ja L’Hopitalin sddnnostéd saadaan

(z — k) cos z cosz — (z — wk)sin z

Res(f,7k) = lim ((z — k) cot z) = lim ~————— = lim =1

2ok z—omk sin z 27k CoS 2

Koska tdmé raja-arvo ei ole d#retdon eikd nolla, tédytyy funktion f navan todellakin olla en-
simméistd kertalukua. Téastéd tiedosta ja residyn arvosta saadaan suoraan funktion f Laurentin

sarjan pa#aosaksi pisteessd 7wk termi
1

Pk(Z) = Jo—" .

Valitaan tdmaén jilkeen ylla oleviksi poluiksi ympyrinkehai kiertdvan polut ~, := 'ygn, jossa
siteet R, valitaan siten, etti niitd vastaavat ympyrét kulkevat mahdollisimman kaukaa funktion
navoista: olkoon R, := 7(2n + 1)/2, n € N. Tamin kiyrin sisdiin jadvit navat, jotka vastaavat
arvoja |k| < n, joten ylli oleva argumentti antaa napakehitelméin vastaavaksi osasummaksi

= 1 1 = 1 1 1 = 2z
= -+ + =Y s
k;_nz—wk z 1§1 (z+7rk z—7rk> z ];1 22 — m2k?

Téastéd osasummien sieventdmisestd on se hyoty, etta nyt jéljelle jadvan sarjan termit kdyttaytyvét
kuten O(k~2), kun k — 0, joten sarja on itseisesti summautuva.

Napakehitelmén johdon ty6ldin osa onkin todistaa, ettéd toinen ylla olevista ehdoista toteutuu,
eli ettd <§% (cot €)/(¢ — 2)d¢ "= 0. Témii seuraa esimerkiksi tutkimalla yli- ja alakehén viivainte-
graaleja erikseen, kirjoittamalla integraali auki parametriesityksessiddn ja sen jalkeen kayttamaélla
jompaakumpaa alla olevista kotangentin eksponenttiesityksista,

1+ 1 +e%
cot( = 11 ;T = 711 T

osoittamaan, ettd saatu integrandi on rajoitettu tasaisesti indeksin n suhteen. Néin ollen on mah-
dollista soveltaa Lebesguen dominoidun konvergenssin lausetta (https://en.wikipedia.org/
wiki/Dominated_convergence_theorem), ja siirtdd raja-arvo integraalin sisélle. Tdstd saadaan
lopulta tulokseksi nolla, silld (¢ — 2)~! — 0 kun |[¢]| — co.

Vastaus: Lopputulokseksi saadaan, ettd jos sinz # 0 eli z ¢ wZ, pétee

 —" 2z
cotz =~ + —_—
z 1;1 22 — k272

4.4 (Lisd) Kokonaisen funktion tulokehitelmé

Algebran peruslauseen mukaan jokaisen polynomi voidaan esittdéd nollakohtiensa avulla tulomuo-
dossa. Tésta esityksestd oli hyotyé erityisesti polynomilla jaettaessa. Kaikkialla derivoituvat eli
kokonaiset funktiot muistuttavat monella tapaa polynomeja ja itse asiassa niillekin voidaan aina
johtaa algebran peruslausetta muistuttava esitys nollakohtiensa avulla.

Vaikka kokonaisen funktion nollakohdat ovat eristettyji, niité voi olla déreton méidra. Adireton
tulo madritellddn samalla tavalla kuin ddretén summa, kdyttden osatulojonon konvergenssia. Eli,
jos (wy) on kompleksilukujono, niin

o0 N
||wn:= limllwn,
N—w

n=1 n=1

ja tulo suppenee, jos raja-arvo on olemassa, ja muuten sanotaan, ettd &ddreton tulo hajaantuu.
Kuten summille, olisi toivottavaa, ettei tulon arvo riippuisi jarjestyksesté, missé termit kerrotaan
keskenédn. Tamén takaa esimerkiksi seuraava tulos.


https://en.wikipedia.org/wiki/Dominated_convergence_theorem
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Lause 4.8 Kompleksilukujonon (w,) muodostama tulo suppenee nollasta poikkeavaa rajaa kohti,
jos

[ee]

Z [Inw,| < .

n=1

Talloin tulon arvo ei riipu kertomisjdarjestyksestd ja pdtee

o8] ee]
H Wy, = €Xp (Z lnwn) .
n=1 n=1

Suurin ongelma kokonaisten funktioiden tuloesityksen rakentamisessa tuleekin vaatimuksesta,
ettd siind esiintyvi tulo suppenee. Alla on tuloesityksestd kaksi eri versiota, joista ensimméinen
muistuttaa algebran peruslausetta, mutta vaatii lisdoletuksen kokonaisen funktion nollakohtien
kéytoksesté daretonta lihestyttiessé, ja toinen antaa yleisen hieman monimutkaisemman esityk-
sen.

Lause 4.9 (Weierstrassin tulokehitelmi, helpompi erikoistapaus) Oletetaan, etti f on ko-
konainen funktio, jolla on kertaluvun m = 0 nollakohta origossa (m = 0, jos f(0) # 0). Kerdtdidin
funktion f nollakohdat jonoksi (z1, 22, ...) siten, etti jokainen nollakohta toistuu jonossa kertalu-
kunsa verran. Jos

0

Z |20 |7 (4.3)

loytyy kokonainen funktio g, jolla

fz) = 2 egZ)H(l) zeC. (4.4)

n=1

Lause 4.10 (Weierstrassin tulokehitelmi, yleinen muoto) Olkoon f kokonainen funktio, jol-
la on kertaluvun m = 0 nollakohta origossa (m =0, jos f(0) # 0). Kerdtiin funktion f nollakoh-
dat jonoksi (z1, z2, . . .) siten, etti jokainen nollakohta toistuu jonossa kertalukunsa verran. Télldin
loytyy kokonainen funktio g ja jono kokonaislukuja p, = 0, n € N, joilla

fz) = 2me9 ]_[En< ) (4.5)

missi E,(z) madritellidn kaavalla

1, kun p =20,

Ep(z) = (1 —2) x {exp (Zi:l %) . kunp>0.

Jonon (py) tiytyy tissd toteuttaa ehto

0

r \TP
> (> <o,  kaikillar > 0. (4.6)
n=1 |Zn‘

Liséitietoa ja esimerkkeji siitd, miten lausetta voi soveltaa kiytinnossi 1oytyy Wikipediasta (https:
//en.wikipedia.org/wiki/Weierstrass_factorization_theorem). Lauseen todistus ja tarkem-
pia matemaattisia yksityiskohtia l6ytyy ldhteestéd [3, Luku 15 ja Lause 15.10].

Huomautus 4.11 Lauseessa esiintyvé jono (p,) ja funktio g eivét ole yksikésitteisi: esi-
merkiksi sinille pidtee myos alla olevan esimerkin lisdksi myos tulokehitelmé, jossa p, = 1,

0
. z z
sinz =z n ewn (1——) .
™

n=—w
n#0
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Tavoitteena on yleensé pyrkia kehitelméén, jossa jonon p, arvot valitaan mahdollisimman ldhelle
nollaa. Niité ei kuitenkaan aina voi valita kaikkia nollaksi, silli ehto (4.3) ei vilttdmiitta toteudu
kun p,, = 0.

Esimerkki 4.12 Johda jokin tulokehitelm4 sinille.

Ratkaisu: Koska sinilld on ensimmaéisen kertaluvun nollakohta origossa, tutkitaankin sen sijaan
funktiota sinc(z) = sin z/z, joka on analyyttinen koko kompleksitasossa ja sinc(0) = 1, niin kuin
Esimerkisséinéihtiin. Funktio 1/sinc on analyyttinen lukuun ottamatta ensimmiisen kertaluvun
napoja pisteissi z = wk, k € Z\{0}. Niin ollen seké f ja 1/f ovat analyyttisid yhdesti yhtenéisessi
alueessa U := C\(]—o0, —7] U [, o0[), jotenﬂ myds funktio g(2) := Insine(z) on analyyttinen U:ssa
ja sille pitee g(0) =1In1 = 0. Ketjusdénnon ja kddnteisfunktion derivointisdédnnén mukaan pétee

1 d z zcosz—sinz 1
—_ = =cotz— —. 4.7
sinc(z) dz sine(z) = sin z 22 oreTy (47)

J(z) = % Insinc(z) =

Kéyttden esimerkissé johdettua kotangenttin napakehitelméaé saadaan sarjaesitys

© 2

Z kw Zln( k;)

Integroimalla tétéd suoraa vg_,, pitkin saadaan

’11)2 © 22
o) =9() -0 = | gwaw=3] g Lo - Yn(i- ).
’yoﬁz Z o= k22 kgl k22
missé toisessa yhtasuuruudessa on tehty integroinnin ja summauksen jérjestyksen vaihto. Saadaan
2
sine(z) = 9 = exp hm Z ln( k27r2)
. 22 . N 22 o 22

= ]&E)nmexp (l;lln (1 - k27r2)> = J\}l_r)nOOklj <1 - k27r2> = ;H (1 - k27r2) .

=1 =1

Lopuksi taytyy vield kertoa yhtals z:1la ja kdyttés tietoa, ettéd oikean puolen déreton tulo méarittelee
analyyttisen funktion myos U:n ulkopuolelle jdédvissd pisteissd (ks. [3, Lause 15.6]). Lauseen
mukaan on tamé jatkettu kokonainen funktion sama kuin sinc.

Vastaus: Kaikilla z € C pétee
smz—zH( n27r2) .

2(MAT) Tarkemmin (ks. [8) Lause 13.11]), loytyy g € H(Q), jolla sinc(z) = e9(?) kaikilla z € U. Tissi ei
valttdméitta vol kidyttdd logaritmin pddhaaraa, vaan tdytyy rakentaa funktio g integroimalla kaavan (4.7) deri-
vaattaa, niin kuin Esimerkissid tehtiin. Téastd saadaan integraalifunktio koko alueeseen U, silld se on yhdesti
yhtendinen (ks. Lause[1.37} kohta 2).
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