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1 LP-avaruudet

1.1 Mitta-avaruus

Maaritelméa 1.2. Olkoon X mika tahansa joukko ja P(X) = {A4: A C X} X:n potenssijoukko.
Perhe I' C P(X) on X:n o-algebra ("sigma-alg.”), jos

(1) 0 eTy
(2) AeT = X\AeTl; (merk. A= X\ A4)
(3) A;el,ieN = U;’ilAiEF.

Maéritelmé 1.3. Olkoon I' X:n o-algebra. Funktio p: I' — [0, 4+00] on (positiivinen) mitta X:ssé
(tai o-algebrassa I'), jos

(a) p(0) =0;
(b) A; €T, i €N, erillisia = p(U2; Ai) = > ;enw(4;).  Vtéysadditiivisuus”
Kolmikko (X, T, i) on mitta-avaruus (ja T' on p-mitallisten joukkojen perhe) .

Esimerkki 1.4. 1. X =R", T" = LebR"™ = Lebesgue-mitallisten joukkojen perhe ja u =m, =
Lebesguen mitta.

2. X = R", ' = BorR" = Borel-joukkojen perhe ja p = m,|BorR” = Lebesguen mitan
rajoittuma Borel-joukkojen perheeseen. (Muistutus: Bor R” = pienin R™:n o-algebra, joka
sisaltda (R™:n) suljetut joukot.)

3. Olkoon X # () miké tahansa joukko. Kiinnitetaan x € X ja asetetaan kaikilla A C X

1, joszx € A;
Ay =4
0, josx¢ A.

Silloin p: P(X) — [0,4+00] on mitta (ns. Dirac mitta alkiossa z € X). Usein merkitddn
= "0z.

1.5 Taydelliset mitat

Olkoon (X,T, ) mitta-avaruus ja F € T. Olkoon P (= P(z)) jokin ominaisuus, joka riippuu
pisteesta x € X.
Sanomme: P pdtee pu-m.k. F:ssi (m.k. = melkein kaikkialla), jos 3F € I's.e. u(E) =0, E C F,
ja P pétee F'\ E:ssé.
Haluaisimme sanoa tarkemmin: ” P péatee lukuunottamatta O-mittaista joukkoa”. Ongelmana
on tapaus:
{r € F: P(z) ei pade} €T,

=A

vaikka A C F ja p(F) = 0. Huom: Yleisen mitan u tapauksessa on mahdollista:
ACE, u(E)=0, mutta AZT

(ts. A ei ole p-mitallinen).
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Esimerkki 1.6. Tarkastellaan mitta-avaruutta (R™,BorR™, ), u = m,|BorR". Silloin 3 B €
BorR", u(B) =0, ja AC Bs.e. A¢BorR™

Todistetaan tapaus n > 2: (n = 1 myohemmin). Olkoon A C R ei-Lebesgue-mitallinen (ks.
[Ho, Lause 1.68]!) ja f: R — R™,

Talloin f jatkuva ja

my (fA) <mj({(z1,...,2n) ER": 2; =0Vi=2,...,n}) =0
= fA € LebR".

Viite: fA & BorR".
VO: fA Borel-joukko. Silloin sen alkukuva f~'(fA) = A on Borel, silli f on jatkuva [ks.
(1.8)]. RR, silld A ei ole edes Lebesgue-mitallinen.

Olkoon G € Bor R™. Sanomme, ettd kuvaus g: G — R™ on Borel-kuvaus (lyh. Borel), jos
UcC R™ avoin = ¢ 'U € BorR".

Erityisesti, jokainen jatkuva kuvaus g: G — R™, G € Bor R”, on Borel, koska silloin ¢~ 'U on avoin
G:ssi ¥V avoimilla U € R™. Ts. ¢7'U = G NV, missd V C R™ on avoin, joten g~'U € Bor R™.

Lemma 1.7. (vrt. [Ho, Lause 2.6]) Olkoon G C R™ Borel-joukko ja g: G — R™ Borel-kuvaus.
Silloin

(1.8) AcBorR™ = ¢ 'A € BorR".
Tod. Merkitiéin I' = {V C R™: g~V € Bor R"}. Silloin I on o-algebra, silli
(1) g0 =0cBorR"* = 0T}

—1ly/c — -1 n c .
2 Vel = ¢g'Ve= G, \ gV €eBorR" = V°ely
€BorR™  cBorR”

B) Vel ieN = g Uien Vi) = Uien ¢7'Vi € BorR™. = |J, . Vi €T
€Bor R"™

Lisaksi I' sisaltad R™:n avoimet joukot, silla
UCR™avoin = ¢ 'UeBorR" = UecT.

Siis I' D Bor R™ (= pienin o-alg., joka sisiltdd avoimet joukot). O
Esimerkin 1.6 kaltaista tilannetta (ts. A C E, uw(E) = 0, A € I') ei synny, jos p on ns.
taydellinen mitta.

Maéritelma 1.9. Olkoon (X, I', 1) mitta-avaruus. Mitta p on tdydellinen, jos
Eel, w(F)=0, FCE = Fel.

Huomautus 1.10. p monotoninen = u(F) = 0.
Taydellisyys = ”0-mittaisten joukkojen osajoukot ovat mitallisia ja O-mittaisia”.

Mitta ja integraali, 2002.
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Esimerkki 1.11. 1. (R",LebR",m,,), Lebesguen mitta m,, on taydellinen.
2. (R™,BorR", u), u = m,|BorR" ei ole taydellinen.

Tilanne e¢ aiheuta hankaluuksia, silld jos mitta p ei ole taydellinen, niin siitd voidaan aina
tehda taydellinen:

Lause 1.12. Olkoon (X, T, 1) mitta-avaruus. Mddritelliin T C P(X) asettamalla
[ ={AUF: A€T ja F CE jollakin E €T, u(E)=0}.

ja médritellidn fi: T — [0, 4+o0],
RAUF) = u(A),

missd A ja F kuten ylla. Talldin
(1) T on o-algebra X :ssd;
(2) i on taydellinen mitta;
(3) pw=pI'

i on nimeltddn p:n tiydellistymi (ja vastaavasti (X, T, i) on mitta-avaruuden (X, T, u) taydellistymd).

Tod. Todistetaan hankalimmat, muut (HT).
()]G 0eT.
(ii): Olkoon B€T, B=AUF, missi A€, FC E €T jau(E)=0. Viite: X \ B € . Tod:
Koska
X\B=X\(AUF)= (ff\(AUED U(E\ (AUF))

el CE

on X \ B vaadittua muotoa eli X \ B € I.

X\ (AUF)
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(iii): Jos B; € I', i € N, niin selvésti | J,cy B; € T’ (HT).
(i): i hyvin mééritelty: Olkoon B = Ay UFy = Ay U Fy, missi 4; € I, F; C E;, w(E;) =
0, ¢ =1,2. Silloin

A1 C AU = A UFy, C Ay U By

= p(Ar) < p(A2) + p(Es) = p(Az) -
=0

Samoin

f1(Az2) < p(Ar),
joten p(Ar) = p(A2) = fi(B).
(ii): f mitta. (HT)
(iii): f tdydellinen. (HT)
(3)] (HT) 0

Esimerkki 1.13. (R™. T, u), I' = Bor R", u = m,|BorR".
Viite: T = LebR", ji = m,,. (HT)

Esimerkki 1.14. Olkoot f;: R® — R, j € N, Borel-funktioita, ts.
UCRavoin = f'UeBorR",
i =m|BorR" ja oletetaan, ettd f; — f p-m.k., ts.
{zr e R": fj(z) 4 f(z)} C E € BorR", u(E)=0.

Talloin ei voida paatelld, ettd f on Borel-funktio. Sen sijaan voidaan paatelld, ettd f on Lebesgue-
mitallinen funktio (ks. [Ho, L. 2.23 ja 2.27]). (Syy: m taydellinen.)

Huomautus 1.15. Jos mitta p on tdydellinen, on mielekdstd puhua sellaisten funktioiden mi-
tallisuudesta, jotka ovat maariteltyja p-m.k.

1.16 Cantorin joukko R:ssa

Olkoon I = [0,1] ja p = (p1,p2,...) jono reaalilukuja 0 < p; < 1. Poistetaan I:n keskeltd avoin véli
I1 1, jonka pituus on p;.

- . et . 1—p
I'=J11UL1UJy2, missa Jy ja Jia suljettuja valeja, joiden pituus on 2p .
Ji1 I J1,2
Ey
Ja21 J2,2 J2,3 J2,4
Is Iz 2
Es

E3
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Poistetaan Jp j:n keskeltd avoin véli Iy, jonka pituus = pol(J1 k) = w.

Jaljelle jaa
I\ (111Ul Ulzo) = Jo1UJaaUJazU oy
I1—p2 1-p 1
2 2 (< 22) '
Jo p:iden yht.lask. pituus = (1 —p1)(1 — p2).

Jo p:n pituus =

Jatketaan prosessia .. .:
Jaljelle jaa joukko:

oo 2771 oo 27
E=I\J JZLr=(V i eli
j=1 k=1 j=1k=1
o) 27
F = m E;, missa E; = U Jj . on kompakti.
j=1 k=1

E = E(p) = jonon p mddrdidmd Cantorin joukko.

Bio B, m(E)<oo 2

(e}
=[[-p).
j=1
Kun p; =1/3 Vj, E on ns. Cantorin %—joukk:o, jolloin

m(E) = lim (2)’ = 0.

j—o0

Huomautus 1.17. Luvut p; voidaan valita niin, ettd m(E) saa minké tahansa (ennalta annetun)
arvon valilla [0,1[. (HT) [Ohje: Ota log m(FE):mn antavasta tulosta, jolloin syntyy pééttyméton
sarja. Valitse sitten luvut p; niin, ettd saat geometrisen sarjan (joiden summat osataan laskea). Tai
yksinkertaisemmin: Olkoon a = m(F) €]0,1[. Valitaan 0 < p; < 1s.e. a < 1—p; <a+1, p2 €]0,1]
se. a < (1—p1)(1—p2) <a+1/2 jnel]

Lause 1.18. Cantorin joukolle E = E(p) pdtee:
(a) E on kompakti ja E ei sisalla yhtddn vdlid.

(b) Jos E(p) ja E(q) ovat jonojen p ja q madraamdat Cantorin joukot, niin 3 homeomorfismi
[+ E(p) = E(q)-

(¢) E on ylinumeroituva.

Huomautus 1.19. (i) F on suljettu eika sisélld yhtddn avointa joukkoa = FE on ei missddin
tihed. [Maar. A C R™ on ei misséén tihed, jos int A = (.]

(ii) 3 aidosti kasvava jatkuva bijektio f: R = R s.e. f(E,) = E,.

(iii) Muistutus: f: A — B homeomorfismi, jos f on jatkuva bijektio ja f~! myds jatkuva.
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Tod. (a):
Ej suljettu = E suljettu.

E c I, I kompakti } = F kompakti

Konstruktio = FE ei sisélla valeja.
(b): Jos & € E, niin 3 1-késitt. jono Jy g, D Jog, D -+ s.e.

[e.e]
j=1
Kaantaen: Jos Jy, D Jap, O --- on jokin jono, niin
[ee]
ﬂ Jjk; on yksio, ts. sisaltaa tdsmalleen yhden pisteen,
7j=1

koska m(JMj) ﬁ—oo> 0.

Maééritelladn f: E(p) — E(q) seuraavasti:

jos {x} = () Jjw,(p), miin {f(z)} =) Jix; (@)
j=1

J=1

Huom. x:44 ja f(x):88 vastaavissa jonoissa samat indeksit 7, k;.
Konstruktio = f bijektio.
Osoitetaan, ettd f on jatkuva:

Merkitaan

6;(p) = min{m (L x(p)): i <j}, jolloin

5i(p) 2% 0.
I3 I21 111
. U }

Jos z,y € E(p) ja |x —y| < 6;(p), niin  ja y kuuluvat samaan viliin J; ;(p), joten

f(x), f(y) € Jjx(q) (samat indeksit)
= (@) — F@)] < m(Tn(0)) < 2% (exill. vileja J; 5 on 29 kpl)
= f jatkuva.

Samanlainen p#dttely = f~! jatkuva (tai: f jatkuva bijektio ja F(p) kompakti = f homeo).
(c): Jos m(E) > 0, niin En on oltava ylinumeroitu. Olkoon E = E(p) s.e. m(E) = 0. Valitaan
jono ¢ s.e. m(E(q)) > 0.

(b) = 3 homeo f: E(p) = E(q)

E(g) ylinumeroituva } = E(p) ylinumeroituva.
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Esimerkki 1.20. Todistetaan Esimerkki 1.6:n véite tapauksessa n = 1. T's. 3 Lebesgue-mitallinen
joukko R:ssi, joka ei ole Borel. 2
Tod. Valitaan Cantorin joukot F ja E’ s.e. m(E) > 0 ja m(E’) = 0. Muokkaamalla hieman
Mitta ja integraalin Lauseen 1.68 todistusta 16ydetaan ei-Lebesgue-mitallinen joukko F' C F.
L.1.18 = Jhomeo f: E — E'
fFCE = m*(fF)=0 = fFecLebR

Oletetaan, ettd fF on Borel-joukko.

FE € BorR
f: E — R jatkuva LL" #~Y(fF) = F € BorR.
fF € BorR
Ristiriita, silla F' ¢ LebR. Siis fF on Lebesgue-mitallinen, muttei Borel. O

Esimerkki 1.21. Olkoon E Cantorin 1/3-joukko. Madritellddn f: I — I, I = [0, 1], asettamalla
1
f(])) = —, Vo € 1171,

2
1

f(z) = 1 Vo € Ia,
1

1
f(z) = 1 Vo € I,
1+2(k—-1
o A
Nyt
oo 271
fFUULr—1
j=1 k=1
A

2 Lisdtieto: BorR C LebR saadaan my6s ”mahtavuustarkastelulla”: R:n topologialla on numeroituva kanta (=
valit, joiden pituus ja keskipiste ovat rationaalilukuja), ja tadmé kanta generoi kaikki R:n Borel-joukot. Siten Bor R:n
mahtavuus on ¢ (= "kontinuumin mahtavuus” eli sama kuin reaaliluvuilla). Toisaalta Cantorin 1/3-joukon E mitta
on m(E) = 0, joten kaikki sen osajoukot ovat mitallisia, ts. P(E) C LebR (m tédydellinen mitta). Koska P(E):n
mahtavuus on 2° > ¢, niin "useimmat” FE:n osajoukoista eivit ole Borel-joukkoja.
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on kasvava ja Vy €]0, 1[:

lim f(z)= lim f(z).
T — Y+ T — Yy—
€A €A

Madritelladn f(y) yo. raja-arvona pisteissid y € E \ {0,1} ja tois-puoleisena raja-arvona pisteissa
y € {0,1}. Saadaan f: I — I, jolle pétee:

(a) f on jatkuva ja kasvava surjektio;
(b) f'(z) =0mk. x € I (koska f'(xz) =0 Vz € I; ja m(E) = 0);
(c) fE =1 (koska f:1l4 on vakioarvo jokaisella vélilla I}, ja niiden paitepisteet kuuluvat E:hen).

Funktiota f kutsutaan Cantorin 1/3-funktioiksi (”pirun portaat”). Tédhén palataan myShemmin.

1.22 Avaruus L!

Olkoon (X, T, 1) tdydellinen mitta-avaruus, ts. p on taydellinen. ”Mitta ja integraalissa” kehitetty
mitallisten funktioiden teoria ja integrointiteoria toimivat sellaisenaan ja samoin todistuksin téssé
yleisessa tapauksessa. Kun p on taydellinen, ei tule ongelmia m.k. késitteen kanssa. Myos konver-
genssilauseet ovat samat todistuksineen. Sen sijaan Fubinin lause vaatii eri todistuksen yleisessa
tulomitan p x v (X X Y:ssé) tapauksessa (ks. esim. [Ru, s. 136-142]).

Huomautus 1.23. Kisitteet ”avoin joukko, jatkuva funktio, jne.” vaativat topologisen avaruuden

X, samoin Bor X (= pienin o-algebra X:ssi, joka sisiltdd X:n suljetut joukot).

Olkoon A C X p-mitallinen (lyh. mitallinen), ts. A € I'. Huom. p-mitallisuus on o-algebrasta I’
riippuva ominaisuus, ei mitasta pu: I' — [0, +00]. Funktio f: A — R on mitallinen (tai p-mitallinen,
I-mitallinen), jos

fH=o0)el, fl(+o0) e, jaf U el YU C R avoin.

Merkitaan

LY(A) ={f: A= R| f mitall. ja /|f|d,u < oo}
A
Merkitdin myos L'(A, p) ja L' = L' (p) = LY(X).

Huomautus 1.24. Jos A C X on mitallinen jal'y = {BNA: B € I'}, niin (A,T 4, #|T"4) on myos
taydellinen mitta-avaruus. Siksi riittd4 (yleensd) tutkia ”koko” mitta-avaruutta (X, I, u).

Muistutus: Mitallinen funktio f: X — R on integroituva (X:ssa), jos

/f+d,u<oo ja /f_du<oo.
X X

/deuzfxﬁdu—/xfdu ja /X|f|d/l=/xf+dﬂ+/xfdu.

Siis: feLl! «— f: X — R on integroituva.

Silloin
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Huomautus 1.25. Jos f: X — R on integroituva, niin f(x) € R p-m.k. Maaritellaan f*: X — R,
f(x), jos f(x) eR,
friy - {1@) dos (@)
0, jos f(x) € {—o0,+0}.
T&lloin f* on integroituva ja
| rau= | fan.
X X
Téstéd syystd voimme (usein) rajoittua reaaliarvoisiin funktioihin.

Jos f,g € L', a,b € R, niin af + bg € L'. Siis L' on (R-kertoiminen) vektoriavaruus.
Merkitaan

11 =70 = [ 171da= [ 1f1dn.
Lause 1.26. ||-|| toteuttaa:

(1) [Ifll =0,
(2) M= Ml YA eR,

(3) Nf+glli < If1+ Nlglhs
“4) Ifli=0 < f=0mk

Tod. Selva. O
Lause 1.26 = f + || f]|1 on seminormi. Ei ole normi, silla: || f|l; =0 # f=0.
Esim.
X =R, p=m, f=xg = /=0, mutta f£0.

Miiritelmé 1.27. f,g € L' ovat ekvivalentit, merkitdin f ~ g, jos f = g m.k.

Merkitaan

[fl= f= {ge L': g~ f} = fn ekvivalenssiluokka
L'={f: feL'}.

L! on vektoriavaruus:
laf +bg] = a[f] +blg] -

Asetetaan
£l =1fllh  (hyvin méaaritelty eli ei riipu edustajasta f).

L' on normiavaruus, sillé L. 1.26:n kohtien (1)—(3) lisiksi pétee:
@) Ifli=0 <= f=0

missd 0 = 0 = {f € L': f = 0 m.k.}. Jatkossa luovumme merkinnist L' ja sanomme: normi-
avaruus L'. Samoin puhumme (L!-)funktioista eikéi ekvivalenssiluokista, ts. samaistamme funk-
tiot, jotka yhtyvat m.k.
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1.28 Avaruus L*®

Olkoon (X, T, i) tiydellinen mitta-avaruus, ja f: X — R mitallinen.
Merkitaan

I fllco = inf {a > 0: u({x € X:|f(x)] > a}) =0} .

merk. =S

Jos S = ), asetetaan ||f|loo = oo.

{z e X1 |f(@)] > a}

Jos || flleo < o0 eli S # ), niin pétee:
{ze X:[f@)] > Iflle} € Jlz € X2 [F @) > I flloo +1/4}

j€EN
= p({z e X:|f(@)] > |Ifllo}) <D pl{w € X: |f(@)] > | flloo +1/4}) =0
JEN
=0
= [[fllc €5 Jjasiten [f[ <[[flloc mk.
Siksi merkitdén usein || f|lcc = esssup|f| ("oleellinen supremum” [engl. essential supremum)]).

Merkitaéan '
L®(X)=L*=L"u) ={f: X > R| f mitall. ja | f]le < oo}.

Samaistetaan f,g € L™, jos f = g m.k. Ei eroteta merkinnalla: L*>° = ekvivalenssiluokkien joukko,
puhumme kuitenkin funktiosta.

Lause 1.29. L* on normiavaruus norming ||-||so-
Tod. Selvésti:

(i) L on vektoriavaruus (ks. (iv)-kohta).

(i) |[fllco = 0ja||fllo =0 <= f=0mk. (huom. ekvivalenssiluokka).

(i) fAflloo = Al floc YA € R.
Lisaksi:
(iv) Kolmioepayhtald:

1l < [ flloo m.k.
l9] < llglloc m.k.

} o 1F 4 < 1+ 190 < 1 flloo + lglloo mk.
Siis
u({z € X+ [£(2) + 9@)| > [l + lglloc}) = 0.
joten £ + glloe < [l + Ilgllo ja niin ollen f + g € L. o
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Esimerkki 1.30. Olkoon X =R, y=mja f: R — R jatkuva.
Viite: f e L*® <= f rajoitettu.
Tod. selva.

(=]
VO: f ei ole rajoitettu, jolloin VM >0 3 zp € R s.e. |f(zo)| > M.

Koska f jatkuva, niin |f(z)| > M Vz €|xg — d, 20 + 6] = J jollakin ¢ > 0.

m(J) >0 = ||fllec > M.

M >0mv. = |f|le =00. RR O
1.31 Avaruus IP, 1 <p< o0

Olkoon (X,T', ;) mitta-avaruus, u tdydellinen ja 1 < p < co. Méaéaritelldén

[P(X) = LP = LP(u) = {f: X = R | f mitallinen ja /X\f\pd,u<oo}.

1/p
1l = </X\f\pdu> .

Samaistukset kuten aiemmin. Eksponentti p vaikuttaa suuresti sithen, mitka funktiot kuuluvat
LP:hen.

Merkitaéan

Esimerkki 1.32. Olkoon X =|0,1[, p# = m|]0,1] Lebesguen mitta. Jos f on mitallinen ja ra-
joitettu, niin f € LP Vp > 1. (Syy: [f|? mitallinen ja rajoitettu, pu(X) < oo = |[f[” integroituva

eli f e LP).
Olkoon .
f(z) = Nk
Silloin
lim L /lmlfp/Q < oo, josp<2
a—0+ 1 — g a 1 g ’ ’
Pdpu = i 1 P2 li L) e ‘ 2
/X\f\ u—agg+/aw T = ai%l”_gzx = o0, jos p > 2,
1
alg&/a log z = o0, josp=2
Siis

fel’ < 1<p<2.
Lause 1.33. Jos p(X) < o0 ja 1 < gq <p, niin LP(p) C LI(p).

Tod. (HT) O
Osoitamme seuraavaksi: LP on normiavaruus. Tarvitaan ”tyokaluja”.

Lemma 1.34 (Youngin epdyhtild). Jos a,b >0, «a,8 >0 ja o+ 5 =1, niin

a®b? < aa + Bb.
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Tod. Tapaus a = 0 tai b = 0 selva. Voidaan siis olettaa a,b > 0.
z +— logz, x > 0, ylospain kupera =

log(ao‘bﬁ) = «aloga + Blogb < log(aa + Bb) .

log kasvava = viite.

logb

log(aa + Bb)

aloga+ Blogb |

loga

Seuraavaksi tdrked epayhtalo.

+=>=1, felLP, ge Ll niin

1
q

Lause 1.35 (Holderin epayhtéld). Jos p,q > 1, le

fgeL' ja lfgllh < flplglly, ts.

1/p 1/q
d Pd 4d .
/leg|u§</X|f| u) (/X\m u>

Tod. Jos ||f|l, = 0, niin f = 0 m.k., joten || fg|[i = O ja asia selvd. Samoin, jos ||g|l; = 0.

Voidaan siis olettaa, etta
11, llgllq > 0.

Samoin voidaan olettaa, ettd f(z),g(z) € R Vx (ks. Huom. 1.25). Sovelletaan Youngin epayhtaloa
tapaukseen

jolloin saadaan (a®b® < aa + /3b)

@) g@)] _ 1IF@P 1l
[ P 7 P 2 A ]

Integroidaan yli X:n (esiintyvét funktiot mitallisia) =

[ A N U

Iflpllglle — 2 IFIG  allglld  »  a

Huomautus 1.36. Lukuja p,q > 1, joille %D + % = 1 sanotaan (toistensa) Holder konjugaateiksi.

Usein merkitadn g = p’ = 1%' Vain luku 2 konjugaatti itselleen.
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Seuraus 1.37 (Schwarzin epayhtalo).

1fglle < I Fl12llgll2 -

Esimerkki 1.38. Olkoon X = {1,2,...,n}, pu: P(X) — [0,00[, u(A) = card A = A:n alkioiden

lukumééra (g = lukumééra mitta). Jos % + % =1jaay,by,as,by,...,a,,b, € R, niin
n n 1/p n 1/q
S < () (Swr)
i=1 i=1 i=1

Tod. Valitaan

[ = ZaiX{i} NES Z bix (s} -

Yleisemmin:

X=Az;:i=12,...}, I =P(X), jau(Ad) =card A.

1= (/. Iflpdu>1/p - (imxmﬁ) "
=1

(Huom. jokainen f mitallinen.) Merkitdan

Jos f: X — R, niin

Jos f e P(X), g lti(X), % + % =1, ja a; = f(x;), b; = g(x;), niin Holder-ey. saa muodon
00 [ 1/p o0 1/q
> laibi| < <Z|ai|p> (Z\bﬂq) :
i=1 i=1 i=1

Lause 1.39 (Minkowskin epayhtald). Jos f,g € LP, niin f + g € LP ja

1+ glly <11 fllp + llgllp -

Tod. Tapaus p = 1 jo edelli. Olkoon p > 1ja g = £, jolloin 3+ 1 = 1 (Holder konjugaatteja).
Jos a,b > 0, niin

(a+b)* < (2max(a,b))” = 2° (max(a, b))’ < 27 (a” + VP).
Voidaan olettaa, ettd f(z),g(x) € R Vo (Huom. 1.25), jolloin
[f +gP < (If[+ 9P <22(IfP +19lP) = f+geLP.

Toisaalta
[f+glP = |f +gllf + P <IFILf+glP " +1gllf +g[P~
ja
(F +gP ) =1f +gP TEE" |f+gpters.
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Holderin ey. =

Hf+g||§=/\f+g|p§/ /] \f+g|p1+/ gl |f+gP!
N N— ~N
eLp

eLp eLa eLa

<151 ([ 0r) " oty (fr +opy7)
-l (/ d +9V’> s, ( / f +g|p) v

= (1 lp + lgllp) I1f + g/

p/q=p—1
= |f+alp < Iflly +llgllp. O
Olemme todistaneet:

Lause 1.40. L on normiavaruus normina ||-||p.

Esimerkki 1.41. 1. Kun u(X) = oo, voi olla LP ¢ L9, q < p: Valitaan X =R, pu = m.

flx) = fer? kunp>1,

1+ |z
fng

2. Yleensd LP ¢ L1, p # q. Y4 tapaus g < p. Alemmin: X =]0,1[, p=m ja

felP, kunl<p<2
feLll kung>2.

1.42 [P:n taydellisyys

Téssd luvussa todistamme, ettd normiavaruudet LP, 1 < p < oo, ovat Banach-avaruuksia, ts.
taydellisia normiavaruuksia.

Terminologiaa: Olkoon (Y, d) metrinen avaruus. Sanomme, ettd jono (z;), z; € Y, on Cauchy-
jono Y:ssd, jos Ve > 0 kohti on olemassa i. € N s.e. d(x;,x;) < € kaikilla 4, j > ..
Metrinen avaruus (Y, d) on tdydellinen, jos sen jokainen Cauchy-jono suppenee kohti Y:n alkiota.
Jono (z;) suppenee kohti pist. z € Y, jos d(x;,x) — 0, kun i — oc.

Olkoon (V,||-]|) normiavaruus. Se on samalla my6s metrinen avaruus, metriikkana

d(z,y) = ||z = yll-
Siis (V, [|||) on Banach-avaruus, jos jokaiselle V:n Cauchy-jonolle (z;) on olemassa z € V s.e.
|z — 2| 222 0.

Olkoon (X, T, i) tdydellinen mitta-avaruus.
Sanomme: f; — f LP:ssé, jos fj, f € LP ja || fj — fllp = 0, kun j — oo.
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Lause 1.43. Jos (fj) on Cauchy-jono LP:ssi, 1 < p < oo, niin on olemassa osajono (f;,), joka
suppenee m.k.

Tod. Jokaisella k € N valitaan ji s.e.

1) fi = fillp < 2k7 kun i,j > jg,
(2) j1<ja<-

Huom. 1.25 = voidaan olettaa, etta kaikki esiintyvat funktiot ovat reaaliarvoisia. Maaritellaan
9k = |fj1‘ + |fj2 - fj1| +o A+ ‘fjk+1 - f]k‘ .

(gr) kasvava jono = Jg= lim gi.
k—o00

Minkowskin ey. =

k
Hngp :H |fj1‘ + Z‘fju-u - sz/|

v=1

»

Minkowski

k
< fullp+ Z\lfjuﬂ — iy

<[ fjllp + Z 5 S Mfalp+1 VE

MKL =

MKL
/gp h oO/g/,€ = hm Hngp < (Hfh”p + 1) < 00

= g(xr) < oo mk.

= sarja

fir(@ +Z Fivir @) = f, (@)

suppenee m.k. x. Merkitddn summaa f(z):1la. Saatiin
k
fjk+l :fj1+Z(ij+1 _f]V) _>fmk O
v=1

Huomautus 1.44. Ehdosta f; — f LP:ssi ei valttAmatta seuraa, ettd f; — f m.k. (koko jonolle).
Esim. Olkoon I}, suljettu vélin I = [0, 1] osavali kuten kuvassa.
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I I3

Iy Is Is I7

jne

Olkoon fi = xr,: I — R. Silloin f; € LP, Vp € [1,00) ja

1/p
[ fr. = Oll, = </xfkdm> — m(I) P £ .
I

Siis fr — 0 LP:ssa.
Viite: fr(x) 4 0 kun k — oo millddn x € I.
Tod. Olkoon z € I ja kg € N mielivaltaisia.

U=T= 3k >k se zelyjafr(x)=1. O
k>ko

Lause 1.45. LP on Banach avaruus, kun 1 < p < oco.

Huomautus 1.46. Tapaus 1 < p < 0o on ns. Riesz-Fischerin lause (v. 1906).

17

Tod. 1 < p < oo: Olkoon (fj) Cauchy-jono LP:sséa. L. 1.43 = 3 osajono (fj,), s.e.

fjk — f m.k.
Viite: f e LP.
Tod. Olkoon ¢ > 0. Talloin 3 jg € N s.e.

Hfi_fij<5> kuniaijO'

Jos 7 > jo, niin

Fatou
St = fan= [ gy = gl " vmint [15; - £ P

= lim inf| f; — £, [} < <

fimfelr f=f-U-few
= . = O
||fj_f||pﬁ—oo>0 fi — f LP:ssa

p = oo: Olkoon (f;) Cauchy-jono L*>:ssé. Merkitédén

Aj =Az: |fj(@)] > [ fillo}
Ajr = A{z: |fi(@) = fu(@)| > 1fj — frlloo} -
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Silloin p(A;j) =0 = pu(A; k) (seuraa ||-||oo:n madritelméastd). Merkitddn
A=JAuJA4jk, jolloin p(A)=0.
J Ik
Jos x € A€ niin

(1.47) i (@) = fr(@)] < 1f5 = frlloo -

Siis (f](ac)) on Cauchy-jono R:ssé, joten jono (f](ac)) suppenee (Diff I). Merkitaan

fl@) = lim f(x).

j—o0
Cauchyn kriterio tasaiselle suppenemiselle ja (1.47) =
fj = f tasaisesti A“:ssé.

Kun z € A, asetetaan f(x) = 0. [Ho, L. 2.29] = f mitallinen.
Viite: f € L* ja || f; — flloo — 0.
Tod. Olkoon jj s.e.

£ = fillo <1, kunj k> jo.

Koska ||-||cc on normi, niin péatee

k.
1£illoo < Wl fjolloo + 11f5 = Fiallso < I fjolloc +1 7= M,
kun j > jg. Jos x € A, niin

|fj(@)| < |[fjlloo, joten

| f(z)| Zjlggo\fj(rc)\ <M
= || flloo <M, silld u(A) =0,
= feL>®.

(Itse asiassa |f(z)] < M Vz.)
Koska f; — f tasaisesti A%ssé ja p(A) =0, niin ||f; — f|lec — 0. O

Huomautus 1.48. [LP-teoria yleistyy kuvauksille f: X — R™ f = (f1,..., fm). Normina

1/p
Hﬁb=<AUWw> ,

missé | f(z)| = (fi(z)*+ -+ fm(a:)2)1/2 on euklidinen normi. Samoin funktioille f: X — C.

1.49 Lisatietoja avaruudesta LP

[Huom. Tdmé on suora kopio luentomonisteesta [Mar| (Martio: Reaalianalyysi I (1999), luku 1.7.)]

Jos (X, ||I-||) on (reaalikertoiminen) normiavaruus, niin tdhén avaruuteen liittyy aina sen duaali-
avaruus X*, joka koostuu kaikista jatkuvista lineaarikuvauksista L: X — R (jatkuvuus lineaariku-
vauksen L tapauksessa voidaan pelkistdd ehtoon sup{|L(x)|: ||z]| <1, z € X} < o0).
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Tarkastellaan normiavaruutta LP, 1 < p < co. Jos g € L9, missa q on p:n konjugoitu eksponentti
(g =1, jos p= 00 ja g =00, jos p= 1), niin kuvaus

e /ngdu

maarittelee Holderin epayhtalon nojalla jatkuvan lineaarikuvauksen L: LP? — R, silla L on selvéasti
lineaarinen ja

20 = | [ asdu| < [ laflau < gl 71, < gl < o,

jos || fllp < 1. Osoittautuu, ettd kun 1 < p < oo, niin kaikki jatkuvat lineaarikuvaukset saadaan
talla tavoin (tdmé on kuuluisa Rieszin esityslause, joka merkitsi modernin funktionaalianalyysin
alkua). Sen sijaan timi ei yleensd pide L™:ssi. Todistus ei ole kovin vaikea, ks. [Ru], [HS].3
Kayttaen hyvéksi duaaliavaruutta L9 voidaan avaruudessa LP maaritelld ns. heikko konver-
genssi: Sanotaan, ettd jono funktioita u; € LP, 1 < p < oo, suppenee heikosti kohti funktiota

u € LP, jos jokaisella g € LY pitee
/ gu;du — / gudys .
X X

Osoittautuu, ettd u on yksikésitteisesti masratty ja etta

ull, < liminfl|u;]|, -
Jully < Timinfu |,
Heikko konvergenssi on todella heikkoa: Siitéd ei seuraa, ettd ||u; — ul, — 0, tai ettd u; — u
m.k. (ei edes osajonoon siirtymaélld). Sen sijaan pétee tirked ”kompaktisuuskriteerio”: Jos (u;) on

rajoitettu jono LP:ssd, 1 < p < oo, so. |lu;l, < M, niin on olemassa osajono (u;;) ja u € LP s.e.
u;; — u heikosti LP:ssé. Viitteestd [HS] 16ytyy néiden tulosten tarkempi analyysi.

2 Approksimointi LP:ssa
2.1 Mittojen absoluuttinen jatkuvuus

Olkoon (X,T', 1) mitta-avaruus ja o: I' — [0, +00] toinen mitta.

Maéritelma 2.2. Mitta o on absoluuttisesti jatkuva p:n suhteen (merk. o < pu), jos o(E) =0
aina kun F € I' ja u(E) = 0.

Esimerkki 2.3. 1. Olkoon f: X — [0, +oc] I'-mitallinen. Asetetaan

o(A) = / fdu, AeT.
A
Integraalin ominaisuudet ([Ho, Lause 3.32]) = o on mitta ja
1A)=0 = o(4) =0,
siis 0 < p. (Kéénteinen suunta: Ks. seuraava Huomautus.)

2. Olkoon X =R jao: LebR — [0, +00] lukuméérédmitta. Silloin Lebesguen mitta m({0}) = 0,
mutta o({0}) = 1, joten o € m.

3[Ru] Rudin: Real and complex analysis; [HS] Hewitt, Stromberg: Real and abstract analysis.
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3. Olkoon X =R, z € R, ja d,: LebR — [0, +00] Diracin mitta pisteessé x (tai, itse asiassa,
Diracin mitan rajoittuma LebR:aan). Silloin m({z}) = 0, mutta 6({z}) = 1, joten J & m.

Huomautus 2.4. Olkoon (X,I', 1) mitta-avaruus ja ¢: I' — R. Sanomme, etti:
(a) ¢ on tdysadditiivinen, jos
(i) () =0,
(ii) jos Ay, Ag,... €I ovat erillisid, niin ), p(A;) on mééritelty ja

Zg@ UA)

(b) ¢ on absoluuttisesti jatkuva p:n suhteen, jos (A) = 0 = p(A) = 0. Télloin merkitdédn ¢ < p.

(¢) @ on o-adrellinen, jos
X =Uj4;, Aj €T, |p(4;)] < oo.

Valitettavasti emme todista seuraavaa Radon-Nikodymin lausetta tilld kurssilla: Jos (X,I', ) on
o-ddrellinen mitta-avaruus ja jos ¢: I' — R on tdysadditiivinen, o-darellinen ja ¢ < p, niin on
olemassa mitallinen funktio f: X — R s.e.

:/f@,VEEF
E

Jos liséiksi g on toinen funktio, jolle yo. yhtalo patee, niin f = g m.k.
Lause 2.5. Olkoon (X,T', u) mitta-avaruus ja o: I' — [0,400) mitta s.e. o(X) < co. Tdlloin

oL
(2.6) Ve>03d>0se uld)<d = o(4d) <e.

Tod. Oletetaan o < p.
VO: de>0jajono E1,Fs,... €T s.e.

o(E)>e ja p(E)<2".
Merkitaan

Ae=JE, A= ﬂ@

>k
A D By = U(Ak)ZU(Ek)ZE vk .

AlDAQD"'

dAggau3<m3}:>dA)kE&dA”
1(A) < p(Ay) SZ% vk
i=k

= u(A)=0 = 5(4)=0.RR
Jos ehto (2.6) pétee, niin o < pu triviaalisti (u(A) =0 = o(A) <eVe>0=0(4)=0). O
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Seuraus 2.7. Olkoon f € L!. Talléin Ve > 03§ > 0 s.e.

WE) <6 = /\f\du<s.
E
Tod. Sovelletaan Lausetta 2.5 mittaan
o(B)= [ Ifldn EerT.
E
jolloin o < 1 ja o(X) < oo (koska f € L1). O

2.8 Egorovin ja Lusinin lauseet

Olkoon (X,T', 1) mitta-avaruus. ”Mitta ja integraali”-kurssilla todistettiin ([Ho, Lause 3.14]):

Lause 2.9. Jos f: X — [0,00] on mitallinen, niin 3 kasvava jono 1-kertaisia funktioita 0 < f; <
Jo<oo see

f=lim f;.
Jj—00
Huomautus 2.10. 1. g: X — [0,00) on yksinkertainen, jos
k

9= aixa,, a; >0, A; €T erillisii.
=1

2. Lauseen 2.9 todistus sama kuin (R"™, Leb R"™, m):n tapauksessa.

3. Jos Lauseessa 2.9 f on rajoitettu, niin f; — f tasaisesti X:ssd, ts. Ve > 0 7. € N s.e.
|fj(x) — f(x)] < e kaikilla x € X (indeksi i, ei riipu z:sté).

4. f: X — [0,00] mitallinen <= f = lim;_,~ f;, missé (f;) nouseva jono 1-kertaisia funktioita
fji X — [0, OO)

Yleisesti: Suppeneminen m.k. on tasaista suuressa osassa X:44, kuten seuraava lause osoittaa.

Lause 2.11 (Egorovin lause). Olkoon u taydellinen, u(X) < oo ja funktiot fr.: X - R, k=1,2,...
mitallisia s.e. fr, — f m.k., missa f: X — R. Tdlloin

1. Ve >0 3 mitallinen F C X s.e. p(X \ F) <e€ ja fx|F — f|F tasaisesti;

2. jos X CR" ja p =m = Lebesguen mitta, voidaan F' valita kompaktiksi.
Lemma 2.12. Olkoon A C R™ mitallinen ja € > 0. Tdlloin

1. F avoin G D A s.e. m(G\ A) < g

2. 3 suljettu FF C A s.e. m(A\ F) <e.

3. Jos lisiksi m(A) < oo, niin 3 kompakti F C A s.e. m(A\ F) < e.
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Tod. (ylim.) HT O
Egorovin lauseen tod. 1. p tdydellinen = f mitallinen ([Ho, Lause 2.29]). Merkit&én

By = ()€ X [fm(@) ~ f@)] < 7}, kIEN,

m=l

mitall.

H={zeX: Im fule) = fa)}.
Josz € H ja k €N, niin 3, € Nsee. |fi(z) — f(z)| < § Ym >l = x € Ejy,. Siten

o
Hc|JEw Vk.
=1

Joukot H ja Ej; mitallisia ja pu(H) = p(X), silld f,, = f m.k.

Ey) CEip1 =

(2.13) p(X) 2 lim p(Ery) = U Epg) > = pu(X)

u(X) < oo, (2.13) =
lim (X \ Egy) = p(X) — lim p(Egg) =0 k.
l—o00 l—o00

Olkoon € > 0. Silloin Vk 3 I}, € N s.e.
€

Viite: Joukko
[o¢]
F =) Eku
k=1

toteuttaa vaaditut ehdot.
Tod. F mitallinen ja

WX\ F) = UX\Ek,lk))SZ:u(X\Eklk Z%:
k=1 =

k=1
Lisdksi F' C Eka vk ja

1 .
| fm(x) — f(2)] < T kun x € Ey;, jam > 1.

1
= |fm(x) — f(2)] < 7 kun x € F jam > .
= fm|F — f|F tasaisesti (indeksi [}, ei riipu pisteestd z € F').

2. Olkoon lisdksi g = m = Lebesguen mitta. Lemma 2.12 = 3 kompakti Fy C F s.e.
w(F\ Fpy) < e. Siis
X\ Fo) € (X \ F) + p(F\ ) < 2. O

Mitallinen funktio on suuressa osassa jatkuva:
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Lause 2.14 (Lusinin lause). Olkoon A C R"™ mitallinen, m(A) < oo ja f: A — R mitallinen.
Talloin
Ve >0 3 kompakti F C A s.e. m(A\ F) < e ja f|F on jatkuva.

Tod. Olkoon £ > 0. Oletetaan, etti f on yksinkertainen.

k
[ = Z aiXA; -
=1

Lemma 2.12 = 3 kompaktit F; C A4; s.e. m(A4; \ F;) < ¢/k. Talléin F' = F} U--- U F}, kompakti ja
F;:t erillisia. Jos o € F, niin 3 7 > 0 s.e. B(x,r) N F; # 0 vain yhdelld i.

Fj kokti
(Syy: z € F; = dist(z, Fj) = inf |2 — y| s o min|x —y| >0Vj#1i.)
yeF; yeF;
Siis
fy) = f(x) = a; Vy € B(x,r) N F,
joten f|F on lokaalisti vakio ja siten f|F jatkuva. Myos

k

) k
m(A\F) =m(|J(A\ F)) B Y m(A\ F) <e.

i=1 i=1
Oletetaan, ettd f > 0 on mitallinen. L. 2.9 = 3 yksinkertaiset funktiot f; s.e. f;  f.
Todistuksen (a)-kohta = 3 kompaktit F; C A s.e.

. . €
filFj jatkuva ja m(A\ Fj) < %

Olkoon Fy = (1); F}, jolloin

9

m(A\ Fo) =m({J(A\Fy) <Y m(A\Fy) <} = =e.

J J J
Egorovin lause =

3 kompakti F' C Fy s.e. fj|F — f|F tasaisesti ja m(Fp\ F') <e.
Nyt

fi|F jatkuva ‘
filF — f|F tasaisesti = f|F jatkuva,

lisdksi m(A\ F) = m(A\ Fo) + m(Ep \ F) < 2¢.

Oletetaan, ettd f on mitallinen ja kirjoitetaan f = f* — f~. Todistuksen (b)-kohta = 3
kompaktit Fy, F» C A s.e. fT|Fy, f~|F» jatkuvia ja m(A\ F;) < e/2, i = 1,2. Joukko F = Fi N Fy
toteuttaa ehdot. O

Huomautus 2.15. 1. Egorovin ja Lusinin lauseissa on f:n reaaliarvoisuus oleellista, ts. arvoja
Fo0 ei sallita.
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2. Oletus p(X) < oo Egorovin lauseessa on oleellinen: Esim: X = R, f; = X|joc[- Silloin
fj(x) = 0 Vo € R. Merkitdén f = 0. Jos F' C Rs.e. f;|F — f|F tasaisesti, niin Jjj s.e.

5(2) = $@) = 1f5(@)| < 5, kam 2 jo,w € F
= Fljool=0Y)2 o
= [j,0]CR\F = mR\F)=o00.

3. Lusinin lause patee myos tapauksessa m(A) = oo, jos vaaditaan vain, ettd F on suljettu.

(HT)

2.16 Konvoluutio R":ssa

Téssd luvussa mitta-avaruutena on (R™, LebR™ m).

Olkoon f,g € L'(R™). Kuvaus ¢: R” — R", (y) = x —y, missi x € R” on vakio, toteuttaa:

©(A) mitallinen <= A mitallinen.
Siten

y — f(z —y) on mitallinen
= y+— f(x —y)g(y) on mitallinen.

Nain ollen integraali
h(z) = A [z =y)g(y)dm(y)

on maaritelty, jos f,g > 0.
Kysymyksia: Milloin h(z) < co? Voidaanko h mééritelld, jos ei oleteta f,g > 07

Lause 2.17. Oletetaan, etti f,g € L'(R™). Tdllgin

(218) [ 1#@=nllgwlam(y) < o mk = <R
Naillé x merkitaan

(2.19) h(z) = ! ( —y)g(y)dm(y).
Téllsin h € LY(R") ja

(220) I8l < 1711 gl

Funktiota h kutsutaan f:n ja g:n konvoluutioksi ja merkitadn h = f * g.

Tod. Kiytdmme Fubinia funktioon F': R™ x R — R, (z,y) — f(z — y)g(y), joka on siksi

osoitettava mitalliseksi. Tata ennen:
Viite: 3 Borel-funktiot fy,g0: R® — R s.e.

fo=f mk.
go = g m.k.
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(ts. fo_lU, galU € Bor R" V avoimilla U C R.)
Tod. f* mitall. = 3 jono l-kert. funktioita 0 < fi; < fo < --- s.e.

fi /2,
k

fi= ZaiXAi-
=1

Valitaan* Borel-joukot B; C A; s.e. m(4; \ B;) = 0. Tallsin

k

pj = ZaiXBi on Borel-funktio, 0 < ¢; < f; ja ¢; = f; m.k,;
i=1

¢ =liminf ; Borel-funktio ja ¢ = f* m.k.
j—00

(Huom. (¢j) ei véltt. kasvava jono = lim;_,~ ¢; €i véltt. olemassa.)
Samoin 3 Borel-funktio ¢~ = f~ m.k.
Nyt fo = ¢ — ¢~ Borel-funktio ja fo = f m.k.
Samoin g:lle.
Integraalit (2.18) ja (2.19) eivdt muutu, jos f ja g korvataan fy:lla ja go:lla. =
Voi olettaa: f,g Borel-funktioita.
Viite: F:R"xR" - R, F(z,y) = f(x —y)g(y), on Borel-funktio.
Tod. Kuvaukset u: R™ x R" — R", u(z,y) =z —y, jav: R" x R" - R", v(z,y) = y, jatkuvia.
Nyt F(z,y) = f(u(z,y))g(v(z,y)), eli

F=(fou)(gou).
Olkoon V C R avoin. Koska f on Borel-funktio, on f~'V € Bor R”. Edelleen

(fou) 'V =ut(f7'V) € BorR*,
—
€Bor R®
silli u: R?" — R™ on jatkuva (ks. L. 1.7). Siis fou on Borel-funktio. Samoin niihdiin, ettd gov on

Borel-funktio, joten F' on kahden Borel-funktion tulona Borel-funktio (erityisesti ”alkuperéinen” F
on mitallinen).

Fubini 1. =
[ ([rema) = [ ([ (i)
= [ (1st1 [ 17t~ ac) ay
= Iflslglh < oo,
silla
(221) [ 18— n)ide = 1.

Siis (2.18) pétee.

‘Lemma 2.12, 2-kohta = 3 F,-joukko B; C A; s.e. m(A; \ B;) = 0.
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Fubini 2. = h € LY(R") ja

Il = [ n@lds = [ | [ = el

< /R ( /Rnlﬂwawldy) dr=||fullgli. ©

Huomautus 2.22. Yhtdsuuruus (2.21) patee Lebesguen mitan siirto-invarianssin perusteella: Jos

k
f= Z ajXA;
=1

on l-kertainen ja ¢(z) = x — y siirto, niin ¢~ !(2) =z + v,

k

Fop=7) ajxoa, Jja mlp tA;) =m(4))
j=1

k k
- / fowo=3 amlp™'4)) = am(4;) = / /-
j=1 =1

Ts. (2.21) patee 1-kertaisille funktioille. Tamén jalkeen yleinen tapaus seuraa integraalin madritelmasta.
Kysymys: Miksi kéytettiin Borel-joukkoja/funktioita, eiké pelkastain mitallisia joukkoja/funktioita?
Syy: g: R™ — R™ mitallinen ja E € LebR™ % ¢~ !E € LebR".

2.23 Approksimointi C*°-funktioilla

Merkintoja:
Olkoon A C R™, f: A — R. Merkitaan

sptf=ANn{z € A: f(x) #0} (fn kantaja),
feC(A) =C%A) — fjatkuva.

Olkoon U C R™ avoin, k € N, f: U — R.

feC*U) <= fillijatkuvat knnen kertaluvun osittaisderivaatat
( < f on k kertaa jatkuvasti differentioituva),

feC®U) < feCkU)Vk,

feCkU) < feCkU)ija sptfcC U kompakti,

feCflU) <= feC™U)ja sptf C U kompakti.

Merkitdin myds f € C* jne.

Lause 2.24. Jos f € L}(R") ja g € Co(R™), niin f x g € C(R™).
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Tod. Suoritetaan muuttujan vaihto x — y — y. Integraali ei muutu (vrt. Huom. 2.22), joten

frg(@)=[ [fly)g(x
R’n

joka on méaritelty Va, silla

—y)dy,

F@)gle —y)ldy < M / F)ldy = M|f]ls < oo Ve.
Rn Rn

Téssd M = max|g| (3 maksimi, silld g on jatkuva ja kompaktikantajainen).

frgl@+nh)—frgl@)= | f)(9z—y+h)—g(x—y)dy
R = Ve>0 J6>0 se.
g tasaisesti jatkuva R”:ssé
£l +h) = Frg@) < [ 1)l|ala =+ ) = gle = )] dy

<e

<el|lfllh, kun |h| < 6 ja x € R
——

<00

= fxg jatkuva x:ssd. [

Huomautus 2.25. Yo. todistus = f % ¢ tasaisesti jatkuva R™:ssé.

Lause 2.26. Jos f € L}(R") ja g € CE(R™), niin f x g
Tod. Kun (z,t) € R” x (R\ {0}), asetetaan

9(z +tei) — g(2)
t

SO(Z s t) =
Viliarvolause =

(2.27) o(z,t) = Dig(z + Vte;) — Dig(2) ,

2.27

g € CE(R") = D;g tasaisesti jatkuva R":ssi 220 o(z,

€ CF(R").

— D;g(z), misséey,...,e, on R™n stand. kanta.

jollakin 0 < ¥ < 1.

t) — 0 tasaisesti R™:ssé, kun ¢ — 0, eli

o(t) = sup (=) =5 0.
zER™
Olkoon x € R™. Silloin
t

t—>0

:hm\/n ( ”””'”e“y)_g(x_y)—Dw(m—y))dy(

t—0 t
<t [ 1) ot~ u.0)]dy
=0 Jrn ~—_—

<o(t)
< limo(®)[fll =0,
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joten
Di(f * g)(x) = f * Dig(z).
2.24

Dig € Cop(R") = D;(f *g) € C(R"™). Toistamalla saadaan
D(fxg)=f*Dg,
missd D on mika tahansa kertalukua p < k oleva osittaisderivaatta. O

Huomautus 2.28. Lauseet 2.24 ja 2.26 pétevit myos funktioille f € LP(R™), 1 < p < oo.
Syy: todistuksissa ei tarvitse integroida yli koko R™:n, vaan riittaéd integroiminen yli riittdvén ison
kompaktin joukon K, silla g on kompaktikantajainen. Nimittdin Holderin ey. =

p /p =
/K|f|§m /|f| K)'5 £

jos p > 1 (tulkintaan ylla: pp%l =1, jos p = ).

Tavoitteena kéyttad konvoluutiota approksimoitaessa LP-funktioita (1 < p < oo) Ci°-funktioilla.
Tata varten:

Lause 2.29. Jos f € LP(R™), 1 <p < o0, niin
lim [ |f(zx+h)— f(x)Pde=0.
Tod. Olkoon € > (0. Naytettava: 3 n > 0 s.e.
h<n = / e+ h) — f@)Pde <e.
]Rn
Merkitaan

/\fﬂv—i—h f(z)Pdz, A€ LebR",
By =B(0,k) ={z eR": |z| <k}, k>1.

Olkoon h € B(0,1). (T&llin |z >k = |z +h|>k—1.)

Nyt

/ |f(z+h) = f(z)Pdx S/ 2(|f(z+h)P +[f(2)F)dz

R™\ By, R™\ By,

» Py p | DKL
<2 </1R"\Bk1|f| /n\ |f|)—>0 kun k£ — oo.

= dkse.
(2.30) In(R"\ Br) < e/4.
Samoin

In(A) <2° </ |f|p+/\f\p> , kun A€LebR"jaA+h={a+h:ac A}
A+h A
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Integraali absoluuttisesti jatkuva Lebesguen mitan suhteen, joten L. 2.5 = 36 > 0 s.e.
(2.31) In(A) <e/4, kun m(A) <4.
Lusinin lause = 3 kompakti F' C By s.e.

m(Bry1 \ F) <6 ja f|F jatkuva.

F kompakti =
f|F tasaisesti jatkuva.

= dn€]0,1] s.e.

(2.32) |f(x+h)— f(x)P < kun |h| <njazx,x+heF.

_c

Am(F)’

Olkoon h € B(0,n) mielivaltainen. Merkit&dan
Ay={x e F:z+heF}

A2:{$Z$+h€Bk+1\F},
A3 = By \ F.
(Havaitaan: Ay = As — h, joten m(As) = m(As) = m(Bgy1 \ F) < 9.)
Talloin
x€Br = x+h€ By,
joten
BiNnFc{zeF:x+he€By 1} C{reF:a+heFtU{xeF:x+he€ By \F}

=A CAsg

C A1 U A,

= Bk:(Bk\F)U(BkﬁF)CA1UA2UA3
—_—— N——

CA3 CA1UAS
Siis R™ = A1 U A2 U A3 U (Rn \ Bk) ja
Ih(R") < In(A1) + In(A2) + In(As) + In(R™\ By).

Arvioidaan oikean puolen termeja:

(2.32) = Ih(Al):/A St h) — f@Pds < e/t

(2.31) = I,(As) <e/4 e =
(2.31) = In(A3) < ¢/4
(2.30) 1 I,(R"\ By) < ¢/4

I,(R™) = Rn|f(;1:—|—h)—f(a:)|17’d:1:<<€. O
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Madritelladn n: R — [0, 00,

1
et?~1, kun [t| <1,
n(e) = !
0, kun |t| > 1.
Olkoon || < 1. Talloin

1
21 . Par(t
n(k) (t) = e(t?l;’glg); P = 3k:n asteen polynomi,

:>77(k)(t) —0, kunt —1tait — —1.
= ne CP(R).

Halutaan funktio ¢: R™ — [0,00[, k € N, s.e.
(a) ¢r € C°(R),

(b) sptyr C By, = B(0,1/k),

© [ o=t

Voidaan valita

(2.33) or(r) = axn(k|z|),

missé vakio ay valitaan s.e. (c) toteutuu.
Todetaan seuraavaksi: Jos f € LP(R"™) ja g € Cy(R™) (ts. g jatkuva ja spt g kompakti), niin

y— f(z —y)g(y) on integroituva Vz, silla

[fle=y)| |9)| dy < M \f(rc—y)ldsz/\f(y)\dy < o0,
R™ S~—~— A

spt g

missd A =z —sptg = {z — 2z: z € sptg}, ja pitee:
fE€LP(A), m(A) <oco = feL'(A).

Siis konvoluutio f x g(x) on maéritelty Vo € R™.
Sovelletaan tata tapaukseen:

gr: R" — [0,00[ jatkuva,
spt gi C By,

/ g =1.

Lause 2.34. Olkoot f € LP(R™), 1 <p < 00, ja g kuten edelld. Talloin

li — —0.
kggo\lf I gkllp
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Tod.
f@) = Frala) = 1) [ oy = | fo = vty
— [ (@ - fe - ) o)y
> 5@ = Fra@l < [ 1) = Fo =)oy
Jos p>1,

@) = Franalr < (

:(/n‘f(f“)—f(ﬂf—y)lgk(y)l/pgk(y)l/qdy)p (misséq:j%)

() = f@ = )lgn(y)dy)

n

=gr(v)

< [ 1@ - re-wrawdi( [ (aw") )"

Hélder Rn

=1

= [ @) - 1o~ )Partuday.
Siis Vp > 1:
I = Fraull = [ 17@) = 7 = @)
< [ ([ 1@~ fa = rati)
2 [ ) ([ 156 - e - i) dy.

sptgr C By = voidaan olettaa |y| < 1/k sisimmissi integroinnissa.

L.229 = / |f(x) — f(x —y)[Pdz — 0,
]Rn
kun k — oo ja |y| < 1/k

/ g =1

Selvisti avaruudet Co(R") ja CF(R™), k = 1,2,...,00, ovat LP(R™):n vektorialiavaruuksia, ja
jos ne varustetaan normilla ||-||,, ne ovat my6s normiavaruuksina LP(R"):n aliavaruuksia.

= vaite. [

Maaritelma 2.35. Jos W on normiavaruuden (V||-||) aliavaruus, sanomme, ettd W on tihed
V:ssé, jos Vv € V 3 jono wy,ws,... € Ws.e. |Jw; —v|| =0, kun i — oco. (Ei W =V.)

Lause 2.36. CJ°(R"™) on LP(R™):n tihed aliavaruus, kun 1 < p < oo.

Tod. Olkoon f € LP(R™). On osoitettava: 3 1)1,19,... € C§°(R") s.e.

If — ¢kll, — 0, kun k — oo.
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Oletetaan, etts spt f on kompakti. Silloin f € L. Valitaan funktiot ¢}, kuten (2.33):ssd. L.
2.26 =
f*or € C(R").

Jos d(z,spt f) > 1/k jay € spty, (C B(0,1/k)), niin x —y € spt f =

Fron@) = [ @ =u)en)dy =0 = spilf = @) kompak
k—o0

L.234 = ||f—f*ekllp —0,

joten valitaan ¢y = f * pr. (Huom.: Y& spt(f * @) on kompakti, koska se on seké suljettu etta
rajoitettu.)
Yleinen tapaus: spt f ei ole vilttamatta kompakti. Olkoon € > 0. Merkitdan

fi=fxs;, Bj=B(0,])
Talloin f; € LP(R™), spt f; kompakti. Liséksi on olemassa jg s.e.
If = fills <e/2 Vj=jo.
(a)-kohta = I 7 ), ... € CF(R) s.e.
15— vhllp < /2, kunk > k.
Talloin

If =f,llp <& ¥i=jo. O

3 Derivointi

Téssé luvussa tutkimme mm. integraalien méaaraamien funktioiden derivoitumista seka kysymysta,
milloin funktio f: [a,b] — R saadaan takaisin integroimalla sen derivaattaa f'?

Esimerkki 3.1. 1. (Diff I:) Olkoon g: [a,b] — R jatkuva ja

Gla) = / " ohdt, z e ab]

Silloin G on derivoituva ja G'(z) = g(z), = € [a, b].

2. Pétee 1-kohtaa yleisempi tulos (Lebesguen lause): Olkoon g: [a,b] — R integroituva. Silloin
funktio G: [a,b] — R,

on derivoituva m.k. ja

3. 1-kohta toisin péin (ldhtien funktiosta):

feCla) = / " Pt = £() — fa).
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4. Olkoon f:[0,1] — [0,1] Cantorin 1/3-funktio. Silloin f on jatkuva kasvava surjektio ja
f(t) =0mk. t €[0,1] (f' mitallinen), mutta

1
0

1
/ f(t)at :/ 0dt =0#1= f(1) — f(0).
0

Tutkimme naitd kysymyksia kayttaen tyokaluina ”peitelauseita”. Niissd annettu R™:n joukko
pyritddn "melkein” peittaméadn esim. suljetuilla erillisilla kuulilla. Erillisyys vaaditaan, jotta
voidaan kayttda mitan taysadditiivisuutta.

3.2 Peitelauseita

Merkitdin kB = B(x,kr), jos B = B(z,r) ja k > 0 (tai vastaavasti kB = B(z,kr), jos B =

B(z,r)). Huom: tdmé merkintd poikkeaa aiemmasta (esim. [Ho, L. 1.9]).
Muistutus: Oletamme aina, ettd suljetussa kuulassa B(z,r) sidde r on positiivinen (r > 0).
{y eR": [z —y[ <0} =0, {y e R": [z —y| <0} = {z})

Lause 3.3 (Peruspeitelause). Olkoon F mielivaltainen perhe R™:n kuulia s.e.
D =sup{d(B): B € F} < o0,

missi d(B) = B:n halkaisija. Tdlldin on olemassa numeroituva (mahdollisesti ddarellinen) perhe
g C F s.e.

B,NBj=0 VB;,Bj€G, B;# Bj, ts. G:n kuulat erillisii; ja

L Bc | 5B.

BeF Beg

Tod

Merkitisn

Fj={BeF:D/¥ <dB)<D/? '}, jeN,

jolloin F = ;2 Fj.
Madéritellian perheet G; C F; induktiivisesti:

(a) Olkoon G; miké tahansa maksimaalinen perhe Fi:m erillisid kuulia, ts.
Be 4 = E|B/€g1 S.e. BﬂB,#(Z).

(Eli: Jos Gy:een lisdtaan mikéd tahansa Ji:n kuula, niin erillisyysvaatimus rikkoontuu.)

(b) Oletetaan, ettd Gi,...,Gr_1 on valittu. Olkoon Gj miké tahansa maksimaalinen kokoelma
JFprn erillisia kuulia B s.e.
k—1
BnB' =0 vB' el
j=1

Merkitaan

g = U gj,
j=1



34 Reaalianalyysi 1

jolloin G (C F) on perhe erillisid kuulia.
Viite: G on numeroituva.
Tod. Riittaa osoittaa: G; numeroituva Vj. Kirjoitetaan

G; =|JGji, missé G;s ={B €g;: BC B(0,i)},
=1

ja osoitetaan, ettd G;; on dérellinen (mahd. = 0), jolloin G;:t ja siten G ovat numeroituvia.

B€Gj; = d(B)> D/ ja B C B(0,1) ) & e
B(0,7) kompakti = G;,; aarellinen.

[(*):n perustelu: VO: G, ;:ssd ddrettomén monta erillistd kuulaa = 3 jono z € B(0,4), k € N,
s.e.

(3.4) |z — x| > D/27 Yk # 1.

(Esim. Vzj on jonkun Gj;m kuulan keskipiste.) B(0,i) kompakti = 3 (z)mn osajono, joka
suppenee, mutta tdméd on RR (3.4):mn kanssa.]
Viite: VB € F kohti 3 B’ € G s.e. BN B’ # () ja B C 5B’. Erityisesti:

L Bc | 5B.

BeF Beg

Tod. Jos B € F, niin B € F jollakin k € N.  G; maksimaalinen = 3 B’ € U?Zl gjs.e. BNB' # 0.
Toisaalta

d(B') > D/2F ja d(B) < D/2F! = d(B) < 2d(B’)
BNB #10

5B’
°

Huomautus 3.5. 1. Todistuksen 2. kohta saadaan myo6s suoraan perheen G kuulien erillisyy-
destd kayttamalla hyvéiksi R™:n separoituvuutta (Q™ on numeroituva tihed R™:n osajoukko).

} = BC5HB . O

2. Peruspeitelause (yo. muodossaan) patee myos metrisille avaruuksille (X, d) tiettyjen lisdoletusten
vallitessa. Lue todistus ldpi uudelleen ja mieti, mitd vaatimuksia (X,d):n on toteutettava,
ettd todistus menisi lépi.

Maaritelma 3.6. Olkoon V perhe R™:n kuulia. Sanomme, ettd V on joukon E C R™ Vitalin peite,
jos
Vo € E jaVe > 0kohti 3B € Vse. x € Bjad(B) <e.

Perhe V on suljettu Vitalin peite (vastaavasti avoin), jos jokainen B € V on suljettu (vastaavasti
avoin) kuula.
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Huomautus 3.7. Jos V on joukon E Vitalin peite ja R > 0, niin
{BeV:d(B) < R}

on myo6s F:n Vitalin peite.

Lauseen 3.3 todistuksesta saadaan:

Seuraus 3.8. Olkoon V joukon E C R" suljettu Vitalin peite s.e. d(B) < R VB € V. Silloin on
olemassa numeroituva perhe G C V erillisia kuulia siten, etta jokaisella aarellisella G* C G patee:

E\ |JBc |J 5B.

Beg* Beg\g*

Tod. Olkoon G C V kuten Lauseen 3.3 todistuksessa (huom. talloin G:ssd on #dédrettémén
monta kuulaa). ja olkoon G* = {B, Bs,..., B} C G mielivaltainen. Jos

m
EC U B;, asia on selva.
i=1

Muussa tapauksessa olkoon z € F\J", B;. Talloin |J;" | B; on kompakti (&dérellisen monen suljetun
kuulan yhdiste), joten

d(a:,UBZ-) =inf{|lz —y|:y € UBi}:min{|az—y|: Yy E UBZ} >0.
i=1 i=1 i=1

Koska V on Em Vitalin peite, niin 3 B € Vs.e. z € B ja BN (U~ B;) = 0 (d(B) tarpeeksi pieni).

Lauseen 3.3 todistuksen 3.-osasta seuraa, ettd 3 B’ € G s.e. BN B’ # () ja B C 5B’. Erityisesti
x € 5B’ Nyt B' ¢ G*, silla BN (%, B;) = 0. Siis B’ € G\ G*, joten

E\ |JBc |J 5B. O

Beg* Beg\g*

Lause 3.9 (Vitalin peitelause). Olkoon E C R™ (ei vdlttdmattd mitallinen) ja V E:n suljettu
Vitalin peite. Silloin on olemassa numeroituva osaperhe G C V erillisia kuulia s.e.

m(E\ | J B)=0.

Beg
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Tod. Oletetaan ensin, ettd E on rajoitettu. Nyt voidaan olettaa, ettd 3 rajoitettu, avoin
H C R"s.e. BC H VB € V. Olkoon G kuten Lauseen 3.3 todistuksessa (ja Seuraus 3.8). Olkoon
€ > 0. Osoitamme:

m*(E\ U B)<e,

Beg
josta véite seuraa (silla € > 0 mielivaltainen). G:n kuulat erillisié ja C H =

> m(B)=m(|] B) <m(H) < 0.

Beg Beg

= dJ aarellinen G* C G s.e.

> m(B)<e/5".

BeG\G*

Seuraus 3.8 =

(e UB) o2\ U B)<m( | 5)

Beg Beg* BeG\G*
N——— N————
CE\Upcg*B CUgeg\g*5B
< ) m(BB)=5" Y mB)<e.
BeG\g* BeG\g*

€ > 0 mielivaltainen =

m(E\ | J B)=0.

Beg

Yleinen tapaus: E ei rajoitettu. Merkitaan
A; = B(0,1) ja A; = B(0,i)\ B(0,i —1), i >2.

Silloin A;:t ovat avoimia ja erillisia, ja

(3.10) m(R™\ (JAi) =m(|JS50,4) =0, 5(0,i) ={xeR": [a| =14} .°
=1 =1

Idea: Sovelletaan 1.-osaa joukkoihin E N A;, jolloin saadaan osaperheet G; C V. Pidettava huolta,
etteivdt G;m ja G kuulat leikkaa toisiaan. Tama hoidetaan seuraavasti:

A; avoin, x € A; = Ir, >0se B(r,r) CA;Vr<r,= V;={BeV: BCA;}on ENA;n
Vitalin peite.
A;:t erillisia =

(3.11) jos B€V;jaB €V i+#j, nimn BNB = .
1.-osa = d numeroituva perhe G; C V; erillisia kuulia s.e.

(3.12) m((En4)\ | B)=0.
Beg;

SKeksi yksinkert. perustelu, miksi m., (5’(07 z)) =0.
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Talloin G = Uf; G; toteuttaa ehdot. Selvésti G numeroituva ja G:n kuulat erillisia (ks. (3.11)).
Lisaksi

e\ JB=((B\U B)\GAZ-)U«E\ U B)m(QAi))

Beg Beg i=1 Beg

O-mittainen (ks. (3.10)) =Us2, ((EﬂAi)\UBegi B)

m((En4a)\ |J B) 0. O
1 Beg;

= m(E\ | B) <

Beg i

o0

Huomautus 3.13. Myo6s Vitalin peitelause pétee tietyille " metrisille mitta-avaruuksille” (X, d, T, ).
Kay lapi yo. todistusta ja mieti mitd ominaisuuksia (X, d):1td ja mitalta p kussakin vaiheessa vaa-
ditaan.

3.14 Maksimaalifunktio

Aloitetaan seuraavalla hyodylliselld tuloksella:
Olkoon (X,T', 1) mitta-avaruus ja g: X — [0, +oo] mitallinen. Funktiota [0, 4+00) — [0, +00],

t— u({m: g(x) > t}),
sanotaan g:n distribuutiofunktioksi. Se on vahenevé ja siten mitallinen (HT).

Lemma 3.15. Olkoon f: X — [0, 4+00] mitallinen ja 0 < p < co. Silloin

(3.16) /X fPdu :p/ooo tpflu({x: flx) > t})dt.

Tod. (HT) Ohjeet: (i) Oletetaan ensin, ettd f on 1-kertainen ja osoitetaan (suoralla laskulla),
ettd (3.16) patee. (ii) Yleisessd tapauksessa valitaan jono 1-kertaisia funktioita fi 7 f ja kdytetdin
monotonisen konvergenssin lausetta. U

v R

7
{zeX: f(z) >t} A\X

Yo. kuvassa [ fdu = [;° p({z € X: f(x) > t})dt voidaan tulkita varjostetun joukon A ”tulomi-
taksi” (p x my)(A). .
Merkitdsin f € Li _(R"), jos f: R™ — R on mitallinen ja

loc

/ |f] < oo V kompaktilla K C R".
K

Sanomme: f lokaalisti integroituva (tai lokaalisti L':ssi).
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Huomautus 3.17. 1. feCR") = fe Ll _(R").

2. feL'(R") = fe Ll .(R"). Kdinteinen "< ei pide: esim. f(z) = 1.

Tavoitteena todistaa:

r—04+ m

1 n : 1 — n
fe L, (R") = lim 7(3(%?”)) /B(:B,T)f(y)dy— f(z) m.k. z € R

Kun A € LebR" ja m(A) > 0, merk.

1
]f Flo)dy = — /A f(w)dy,

f:n 7integraalikeskiarvo” yli A:n.

Maéritelmi 3.18. Kun f € LL (R") ja z € R", asetetaan

loc

B>z

M () = sup ][ 1F)ldy,
B

missd B on (mika tahansa) avoin kuula, joka sisdltdd xm. Funktio M f: R™ — [0,00] on fm
(Hardy-Littlewood) maksimaalifunktio.

Huom. Kirjallisuudessa esiintyy eri tyyppisia maksimaalifunktioita. Usein esim. otetaan supre-
mum yli z-keskisten kuulien B(z,r) (ks. esim. Tyllin luentomuistiinpanot). Télléin saadaan
funktion f € Li (R") "keskitetty” maksimaalifunktio, jota merkitsemme M f:lla,

loc

NI f () = sup ][ F)ldy.
T>OB(I,T)

Pitee: Mf(z) < Mf(x) < 2"Mf(z) Vo € R™ (HT 5/2). Tisté syystd on usein samantekevii
kumpaa maksimaalifunktiota kaytetdan.

Lemma 3.19. Maksimaalifunktio M f: R™ — [0, 00] on mitallinen.

Tod. Merkitiiin F; = {z: M f(x) > t}. Osoitetaan vahvempi tulos, etti E; on avoin® V¢ € R
(ja siten erityisesti mitallinen). Olkoon z € E;. Silloin 3 avoin kuula B > x s.e.

][\f(y)\dy >t
B

Talloin Vy € B patee:
sup
Mi(y) S ][ Fldy >t = ye By
B

Siis B C E; ja siten E; on avoin. O

Topologisen avaruuden X funktio u: X — R on alhaalta puolijatkuva, jos {x € X : u(x) > t} on avoin VYt € R.
Vast. tavalla méér. ylhaéltd puolijatkuvuus. Siten u on jatkuva <= wu on seki alhaalta ettd ylh&alta puolijatkuva.
Siis: Lemman 3.19 todistus = M f alh. puolijatkuva.
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Huomautus 3.20. 1. Mita voidaan sanoa M f:n integroituvuudesta?
Vastaus: M f on "hyvin harvoin” integroituva. Tarkemmin: M f € L'(R") = f =0 mk.
Syy: Ensin muistutus: m(B(:L‘,r)) = ¢,r", missd ¢, on n:sta riippuva vakio. Tehdaan

vastaoletus: f =0 m.k. ei pade. Silloin [,[f] > 0, joten IR > 0 s.e.

/ F)ldy > 0.
B(O,R)
—_———

Jos x € R™\ B(0, R), niin B(0, R) C B(x,2|z|) (ks. kuva) ja

1

1
Mf(z) > W/B(x,n)‘f(y)‘dy > W/B(O,R)'f(y)'dy

N——
=I1>0

= M f(x)dz > / Mf(x)dx > I/ ¢, (2lz]) " dr = oo,
R" R7\B(0,R) R\ B(0,R)

silla

o0
/ L @lal) e =Y / 2l da
R™\ B(0,R) =0 /B(0,2it1 R)\B(0,21 R) ~—~—
2051(2i+2R)7n

> i m(B(0,2""'R) \ B(0,2'R)) ¢;, ' (2""*R) ™"
=0

e (21 R)"—(21R)")
o9 n_1 o9
D ) D
1=0 N — =0
=c>0

2. Chebyshevin epiyhtilo (HT 4/1): f € LY(R") = arvio

(3.21) m({z e R": |f(z)| >t}) <+ VE>0

Sl e

pétee vakiolla ¢ = || f||;. Kédénteinen ei pade: Mitallinen funktio f, jolle (3.21) on voimassa
Vt > 0 jollakin vakiolla c, ei ole vélttaméatté integroituva. (HT 5/1)

3. Sanomme, ettd mitallinen funktio f: R"™ — R kuuluu heikkoon L'-avaruuteen, weak-L'(R™),
jos on olemassa vakio ¢ = ¢y < oo siten, etté (3.21) pitee V¢ > 0. Siis: L!'(R™) C weak-L!(R"),
mutta weak-L'(R") ¢ LY(R").
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Osoittautuu, ettd integroituvan funktion f € L'(R"™) maksimaalifunktio M f toteuttaa epiyhtilon
(3.21). Taméa on M f:n tdrkeimpid ominaisuuksia. Todistus nojaa Peruspeitelauseeseen 3.3.

Lause 3.22 (Hardy-Littlewood). Jos f € L'(R™), niin

5" £l
t

(3.23) m({z e R": M f(z) > t}) < vt > 0.

Tod. Kiinnitetdén ¢ > 0 ja merkitddn M; = {x € R": M f(x) > t}. Télléin Vo € M; 3 avoin

kuula B; 3 z (ei valttdmatta x-keskinen) s.e

Fisidy > .

Bz
Toisin sanoen,

1
(3.24) mB) <1 [ 1w <1,

t /g t
Olkoon F = {By: x € M;}, jolloin (triviaalisti)

M, c | B
BeF
Koska m(B;) = ¢, (d(B,)/2)™, niin
1/n
(3.24) = sup{d(B;): B, € F} <2 (Héfntl) < 00

Voimme siis kdyttda Peruspeitelausetta 3.3 = 3 numeroituva osaperhe G = {By,Bs,...} C F
erillisia avoimia kuulia s.e.

M,; C U B C U 5B;.
BeF B;eG

Siten

numer. yhd.

m(Mt) < m(Ui5Bi) < Zm(5Bz) = 5" Zm(Bz)

(3.24)

1 B;:t erill. 5"
< 307 [ a2l

U; B;

57’74
<= [ 1. O

Huomautus 3.20:n mukaan M f € L'(R") = f =0 m.k. Tilanne on tiysin toinen, jos p > 1.

Lause 3.25. Olkoon 1 < p < oo ja f € LP(R™). Silloin Mf € LP(R™) ja on olemassa vakio
c=c(p,n) s.e.

1M fllp < el fllp-

Tod. Todistuksessa kaytetadn mm. Lemma 3.15:ta, Hardy-Littlewood lausetta ja Fubinia.
(HT 5/5) O
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3.26 Lebesguen differentioituvuuslause

Olkoon A C R™, h: A — R ja xg Am kasautumispiste (ts. B(zg,7) N (A\ {zo}) # 0 Vr > 0).
Maaritelldan
limsup h(x) = h%1+ sup{h(z): x € B(xo,7) N (A\ {z0})}.
r—

%

P

(&’ B(zo,) N (A\ {zo})

Havainto: 0 <71 <ry =

zo

sup{h(z): x € B(xg,m1) N (A\ {z0})} <sup{h(z): z € B(zg,r2) N (A\ {z0})},

joten raja-arvo on olemasssa (£oo sallittu). Vastaavalla tavalla voidaan mééritelld lim inf.
Motivaatio: Jos f: R™ — R on jatkuva, niin

r—0+
B(z,r

(3.27) lim ][ F(y) — f(@)ldy = 0
)

Vo € R™ (ks. allaolevan todistuksen 3-kohta). Toisaalta Lusinin lause sanoo, ettd mitallinen funktio
on "melkein jatkuva” (f mitallinen, ¢ > 0 = Jsuljettu F' C R" s.e. m(R"\ F) < € ja f|F jatkuva),
joten herdé kysymys, missd muodossa (3.27) patee lokaalisti integroituville funktiolle.

Lause 3.28 (Lebesguen differentioituvuuslause). Olkoon f € L} (R") lokaalisti integroituva funk-
tio. Talloin

(3.29) lim ][ lf(y) — f(x)|dy=0 m.k. x €R".
r—0-+
B(z,r)
Erityisesti:
(3.30) lim ][ F)dy = f(z) mk. @€ R™
r—0+
B(z,r)

Tod. Kun f € L{ (R") ja x € R™, merk.

loc

Af(z) = limsup ][ F) - F(@)ldy.

r—0
B(x,r)

(Huom.: Af(xz) on médritelty Vx € R™ ja arvo riippuu f(x) :std eli erityisesti ekvivalenssiluokan
edustajan valinnasta.)
Talloin A f:lle patee:

1. Af(x) >0 Ve € R (selvi).
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2. A on sublineaarinen, ts.

A(f+9) <Af+Ag, Vf.ge L (R").

Perustelu:

A(f + g)(x) = lim sup ][ F@) + g(w) — F(z) — g(2)|dy

r—0

B(z,r)
N-ey. .
< hmsup(f lf(y) — f(x)|dy + ][ |9(?/)_9(33)|d?/)
r—0
<timsup f[£(y) - f(a)ldy + Timsup ][ l9(y) — g(x)ldy
r—0 ( r—0
B(z,r)

=Af(z) + Ag(z), VYxeR"™

3. g€ C(R") = Ag(x) =0Vzr eR"
Perustelu: Kiinnitetaan z € R™ ja olkoon € > 0 mielivaltainen.
g jatkuva z:ssé = 36 >0 se. |g(y) —g(x)| <e Vye B(z,9).
Siten V 0 < s < § pétee:

— 9\ ; edy = M —c
B(]fs)wdy - m(B(ijS)) /B(a:,s) @ m(B(x75))
= Ag(x) = lim (Oiggr ][ l9(y) = g(x)\dy) <e

B(z,s)

<e, kun 0<s<§
= Ag(x) =0, silld e > 0 mv.

4 Af < Mf|f]
Perustelu:

N-ey.
][ [f(y) = fa)ldy < ][ |f(w)ldy + ][ |f(@)|dy < M f(x) + |f(2)].

B(z,r) B(z,r) B(z,r)

<M f(x) =|f ()]

(Huom. |f(x)| on vakio jalkimmaéisessa integraalissa.)

Olkoon sitten f € L _(R") annettu ja ¢ > 0 mielivaltainen. Riittdd osoittaa: Vk € N
(3.29) patee mk. z € B(0,k). Ehdon (3.29) voimassaoloon B(0,k):ssa ei vaikuta f:n arvot
R™\ B(0,2k):ssa, joten voimme olettaa, ettd f =0 R"\ B(0,2k):ssa ja siten f € LY(R").

Jos g € C(R™), niin

2. 3 4,
Af=Mf—g+9) SAMf-9)+Ag=Af —g) < M(f—g)+|f -9l
Siten ainakin toinen luvuista M (f — g)(z) tai |f(z) — g(x)| on véhintddn Af(x)/2, joten

{z eR": Af(z) >t} C{x e R": M(f —g)(x) >t/2} U{z € R": |f(x) — g(x)| > t/2}.
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Nain ollen

m* ({z: Af(z) > t}) <m({z: M(f - g)(2) > t/2}) +m({z: |f(z) - g(2)| > /2})

H.-L. Cheb.
< 2:57f—gll/t < 2f-gllh/t

< 26"+ OIS gl

Lause 2.36 = jatkuvat funktiot tihefissi Llissi = Ve > 03 g€ C(R?) see. ||f —gl1 <e¢
=2 ({r e R Af(x) > 1)) =0 VE>0

= m*({z €R": Af(z) > 0}) <Y m*({x € R": Af(x) > 1/k}) =0
CUp{z: Af(z)>1/k} k=1 -0

= Af(x) =0mk. zeR"

= 0 <lim inf ][ [f(y) — f(z)|dy < limsup ][ |f(y) = f(2)ldy =0 mk. x € R"

B(z,r) 0 B(z,r)
= Tlir(r]gr lf(y) — f(z)|dy =0 mk. zeR"
B(z,r)
Lopuksi,
| twar-t@|=| f ta- f @] =] () - ra) ]
B(z,r) B(z,r) B(z,r) B(z,r)
—_———
=f(x)
< ][ 1) — f@)dy =250 mk zeR" O
B(z,r)

Maaritelma 3.31. Piste x € R" on joukon F € LebR" tiheyspiste, jos

- m(EﬁB(a:,r)) _
r=0+  m(B(z,r))

Huomautus 3.32. z € R" joukon F tiheyspiste # z € E. Esimerkiksi 0 on joukon R™\ {0}
tiheyspiste.

Seuraus 3.33. Olkoon E € LebR” mielivaltainen. Télloin melkein jokainen z € E on E:n ti-
heyspiste, ts.
. m(ENB(z,1))
lim

=1 k. E.
r—0+  m(B(z,r)) e e

Lisaksi
m(E N B(z,r))

r~1>%1+ m(B(x,?”))

=0 mk zeR"\E.
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Tod. E € LebR" = xg € L. _(R"), silli xg on mitallinen ja

loc

/ X =m(ENK)<oo Vkompakteilla K C R".
K

Lisaksi

- m(EﬁB(:L‘,r)) "
B(]x[T)XE(y)dy— m(B(ac,r)) Yz e R" r>0.

Lebesguen diff.lause 3.28 =

lim m(E N B(x,r))
r=0+  m(B(z,r))

=xe(r) mk zeR" O

Piste x € R™ on funktion f € L{ (R™) Lebesguen piste, jos

loc

lim ][ F) - F(@)ldy =o.

r—0+
B(z,r)

Taméa ominaisuus riippuu f(z):n arvosta ja siten edustajan f € L%OC(R”) valinnasta. Paastdksemme

eroon téstd riippuvuudesta sanomme, ettd piste x € R™ kuuluu funktion f Lebesguen joukkoon,

Leb(f), jos 3 A= A(z) € R s.e.

(3.34) lim ][ |f(y) — Aldy = 0.

r—0-+
B(z,r)

Luku A on 1-késitteinen, silla talloin

lim ][ fy)dy = A.

r—0+
B(z,r)

Huomautus 3.35. 1. f =g mk. R"ssid = Leb(f) = Leb(g). Erityisesti Lebesguen joukko
Leb(f) on hyvin mééritelty koko ekvivalenttiluokassa f € Li (R™), ts. ei riipu edustajan
valinnasta.

2. Lebesguen diff.lause 3.28: Jos f € L{ (R"), niin melkein jokainen piste z € R™ kuuluu

loc
Leb(f):a8n. Liséksi A = f(z) m.k. = € R"™. Siten modifioimalla f:84 O-mittaisessa joukossa

(eli asettamalla f(x) = A(z)) voidaan jatkossa olettaa, etta

r—0+
B(z,r)

lim ][ F@) — f(@)ldy =0 Vz € Leb(f).

Lebesguen lauseessa 3.28 ei ole "pakko” kayttaa kuulia B(z,r), r — 0. Olkoon x € R™.
Sanomme, ettd jono mitallisia joukkoja F; C R",j € N, kutistuu siististi kohti x:44, jos 3 vakio
¢ >0 ja jono r; >0 s.e.

E; C B(z,r;) Vjja lim r; =0,
j—00

(3.36) m(B(z,r;)) < em(E;) Vj.
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Huomautus 3.37. 1. Voiolla z ¢ Ej.

2. Varoitus: Terminologia vaihtelee (engl. ”shrinks to z nicely”, ”converges regularly to z”,
"forms a regular differentiation basis at x”, jne.).

Lause 3.38. Olkoon f € L} (R") ja x € Leb(f). Jos jono E; kutistuu siististi kohti z, niin

lim + f(y)dy = f ().

loc

j—o0
Ej
Tod.
\][ v)dy — f(z)] = 1][ Wiy~ £@)| < f 15wy - 1@)ldy
Ej
B .
< (éiz;])) 1f(y) — F(@)ldy =5 0, silli « € Leb(f). O
m
*B(;t,q)
< c
(3.36)
Nyt voimme tutkia funktion F(z) = [ f(t)dt derivoitumista, kun f: [a,b] — R integroituva (ks.
Esim. 3.1.2).

Lause 3.39. Olkoon f: [a,b] — R integroituva ja

:/xf(t)dt, v € ab).

Silloin F' on derivoituva m.k. ja F'(x) = f(x) m.k. x € [a,b].

Tod. Laajennetaan f: R — R asettamalla f(t) = 0Vt € R\ [a,b], jolloin f € LY(R).
Riittaa osoittaa:

F(z) = f(z) Vo € Leb(f) N [a,b],
silld melkein jokainen z € [a, b] kuuluu Leb(f):48n (Lebesguen diff.lause 3.28).
Olkoon = € Leb(f) N [a,b] ja olkoon 7; > 0,7 € N, mielivaltainen jono r; \, 0. Merkitadn E; =
Jz,x + r;[, jolloin E; Clz —rj,z + rj[= B(z,r;) ja m(B(z,7;)) = 2m(E;) = jono E; kutistuu
siististi kohti z:44a. L. 3.38 =

F N F 1 x+rj oo
) 280 LT a2 ),
T

T Ty

Samoin nahdaan, etta

F(”““"”ﬂ) - / Ftyt 2% f(a)

kéyttamilld joukkoja E =]z — 1y, x[ Koska (r;) on mlehvaltalnen jono, saadaan

lim F(x+h)—-F(z)
h—0 h
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3.40 Monotoniset funktiot R:ssa

Tassa luvussa tutkimme monotonisten funktioiden derivoituvuutta tyovélineena erityisesti Vitalin
peitelause.
Olkoon A C R vili. Funktio f: A — R on

e kasvava, jos x1,x9 € A,z < x9 = f(21) < f(22);
e vdhenevd, jos x1,x2 € A x1 < 29 = f(21) > f(22);
e monotoninen, jos f on kasvava tai viheneva.
Esimerkki 3.41. Numeroidaan rationaaliluvut Q = {g;: j € N}. Asetetaan
flx) = Z 277, zeR.
jEN
q;<T

Téll6in f: R — R on aidosti kasvava ja 0 < f(z) < ZjeN 277 = 1 Vz € R. Liséiksi f on jatkuva
pisteessi z € R <= z € R\ Q.

Yl1la f:n epajatkuvuuskohtien joukko on numeroituva. Tama péatee kaikille monotonisille funktioille:

Lemma 3.42. Monotonisella funktiolla f: [a,b] — R on korkeintaan numeroituvan monta epdjatku-
vuuskohtaa.

Tod. Voi olettaa, ettd f on kasvava (g véhenevd = —g kasvava). Kun z € (a,b), niin
maaritellaan
H(z) = lim f(y)— lim f(y) = fm hyppéys pisteessi x.

y—x+ Yy—xr—

f kasvava ja rajoitettu x:n ympéristossid = raja-arvot olemassa ja H(x) > 0. Merkitaan
Hy ={z € (a,b): H(z) > 1/k}, k € N,

ja osoitetaan, ettd Hj on darellinen. Oletetaan x1,...,x0; € Hy s.e. 11 < w2 < --- < T9;.
Kun ¢ =2,3,...,7, niin valitaan mielivaltaiset x ja y s.e. To;— 9 <y < T9;—1 < T < Tg;.
Koska f kasvava, niin

f(@2i) = f(22i-2) > f(%) — f(y) > H(w2i-1) > 1/k.
= f(b) = f(a) = Z(f(%‘%) — f(22i-2)) > ZH(xgi_l) >G—-1/k

= j <k(f(b) = f(a)) +1
= joukko Hj on aarellinen.

@
||
I\
-
||
N

Liséksi f on epéjatkuva pisteessd x € (a,b) <= H(z) > 0. Siten
[e.e]

{z € (a,b): f epdjatkuva x:ssd} C U Hy.,
k=1

joka on numeroituva.” O
Lebesguen lause monotonisille funktioille.

"Lemma voidaan myés todistaa (lyhyesti) konstruoimalla injektio {z € (a,b): f epdjatkuva x:ssi} — Q.
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Lause 3.43. Olkoon f: [a,b] — R monotoninen funktio. Tdlloin derivaatta f'(x) on olemassa m.k.
x € |a,b)].

Tod. Voidaan olettaa, ettd f on kasvava. Kun z € [a, b], merkitdan

ﬁf(m):limsup{wza<y<x<z<b, 0<z—y<z~:} ja
e—0+ zZ—Y

Qf(a:):liminf{M:a§y§$§ng, 0<z—y<€}.
e—0+ z—=Y

f kasvava = 0 < Df(x) < Df(z) < oo Vx € [a,b].
Osoitetaan:

(3.44) Df(z) = Df(z) <oo mk. € [a,b].

Jos nimittdin Df(z) = Df(z) < oo, niin 3 derivaatta f'(x) = Df(x) = Df(z).
Jaetaan (3.44):n todistus osiin:

Merkit.

E, = {x € [a,b]: Df(x) >k}, keEN,
Fsi={r€la,b]: Df(zx) <s<t<Df(x)}, 0<s<t, s,teQ.

Selvésti

{x € [a,b]: Df(z) = 00} = ﬂ E

keN
{x €[a,b]: Df(z) < Df(x U F,+. (Huom. numeroituva yhdiste.)
0<s<t
s,t€eQ

Riittaa osoittaa:

Vk € N, jollakin vakiolla ¢ > 0,

kaikilla 0 < s < t, s,t € Q,
silla silloin

m*({z: Df(z) = 0}) < Z Vk = m*({z: Df(z) =o00}) =0

CEy Vk

= (3.44).
m*({z: Df(z) <Df(@)}) < Y. m*(Fu) =0

Viite: m*(Ey) < L0} e N8

8Vertaa: g € C*, ¢'(t) > k> 0Vt € [¢,d] = g(d f (t)dt > k(d—c) = m([e,d]) = d—c < (g(d)—g(c))/k.
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Tod. Olkoon z € Ej, mielivaltainen. Silloin

{w:a<y<m<z<b,0<z—y<s}>k
= Ve >0 Isuljettu véli I, . = [y, 2] C [a,b] s.e.
xe[y,z],0<z—y:d([y,z])<5 ja

f(z) - )

(3.45) p—

>k, eli m(f(y), f(2)]) > km(ly,2]) .
=f(z)=f(v) =2y

Siten téllaiset valit I, . = [y, 2] muodostavat Ej:n suljetun Vitalin peitteen. Vitalin peitelauseen
3.9 nojalla 3 numeroituva osaperhe erillisid suljettuja véleja I; = [y;, z;] C [a,b] s.e. (3.45) pétee

ja
m(Ex\ | J L) =0.
JEN
Nyt
=0
m*(By) <m* (B 0 1) +m* (B \ J ) <m (U L) <D m(I)
JEN JEN JEN JEN
(3.45)
< S m ). £

jeN
f kasvava, valit I; = [y;, z;] erillisid = avoimet vélit | f(y;), f(z;)[ erillisid. Siten

e (B) < = S (0 D 2 2 (U ), £:0))

JEN jeN

Clf(a),f(b)]
f(b) — f(a)
? .
Viite: m*(Fy ) =0 Vs,t€Q, 0<s <t
Tod. Kaytetaan Vitalin peitelausetta kahdesti. Ulkomitan maaritelmastd seuraa, ettd Ve > 0 3
avoin G D F,; s.e.

<

m(G) < m*(Fsy) +e.
Sovelletaan Vitalin peitelausetta joukkoon Fj; (paattely kuten 2.-kohdassa).
D f(z)m ja Fs¢:n miaritelmistd seuraa, ettd Vo € Fy; kohti 3 mielivaltaisen pienid suljettuja vileja
v, 2], y <z, se x€ly,zlCGNla,blja
m(f@). IG) _ £G) - fW)
m([yv Z]) <=y

(3.46) < s.

(Huom. G 3 z avoin.)
Vitalin peitelauseen nojalla 3 erilliset suljetut vélit I; = [y;,2;] C GN[a,b], j € N, s.e. (3.46) pétee

ja
m(Fyy\ U I;) =0.

jeN
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Talloin
m(UIF). £ 2 S m(7w). 1) 2 s 3 m )
jeN JEN JjeN
(3.47) %ysm(L“%Jﬂ)Ssm«D<smf@h)+@.
jEN
cG
Lisaksi
(3.48) m(Far\ (s> () =0,
JjeN

silld {y;, z;: j € N} on O-mittainen. Merkitdéin A = (J;cnly;, 2l
Sovelletaan Vitalin peitelausetta joukkoon F; N A.
Df(x)m ja Fsym miéritelmisti seuraa, ettd Vo € Fs; N A kohti 3 mielivaltaisen pienié suljettuja
valeja [u,v], u < v, s.e. z € [u,v],
m(f (), f()])  flv) = f(u)

(3.49) - () = t,

ja [u,v] Clyj;, 2 jollakin j € N (mahdollista, silld A = J,]y;, 2;[ erillinen yhdiste avoimia vilejd).
Vitalin peitelauseen mukaan 3 erilliset suljetut vélit J; = [ug,vi], k& € N, kuten ylla s.e. jokainen
Ji Clyj, 2] sopivalla j = ji ja

(3.50) m(Foy NA\ | k) = 0.
keN
Merkitédén B = J;, Jk, jolloin B C A ja

(348) = Fyp = (FstNA)UAg, missd Ag = Fy; \ A on O-mittainen

(3.50) = Fs;NA=(F;;NANB)UDBy, misséd By=Fs;;NA\ B on 0-mittainen

Foy= (Foy NA)U A= [(Fo; N AN B)UBy] U Ay "S* (F., M B) U Ay U By,

misséd Ag U By on O-mittainen. Siten m*(F,;) < m(B), B = J,, Ji. Télloin

m(Fo) < () "2 S ) 2 1S m(1f ) )
k keN keN
B S Ut o)) < (U ) < 5 ' (Fun) + )

keN jEN
CU;1f (w5), £ (25)1

e >0 mieliv. =
* S *
m (Fs,t)§ ;m (Fs,t)
O<8<t:>§<1 :>m*(Fs7t):0 Vs,teQ,0<s<t.
m*(Fsz) <m([a,b]) =b—a < oo

O
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Huomautus 3.51. Lebesguen lauseen 3.43 johtopaatos on vahvin mahdollinen. Nimittain:
Olkoon A C R mielivaltainen 0-mittainen joukko. Silloin on olemassa jatkuva ja kasvava funktio
iR =R, jolle

Df(x) =00 Vzxe A

Lause 3.52. Jos f: [a,b] = R on kasvava, niin derivaatta f' on integroituva ja
b
(353) [ 1@< 5)- ).

Tod. Laajennetaan f asettamalla f(z) = f(b) Vz > b. Lause 3.43 = 3 derivaatta f'(x) m.k.
x € [a,b], ts.

(3.54) #/(z) = lim flz+5) = flz)

Jim 1k m.k. z € [a,b].

Liséksi f on kasvavana funktiona mitallinen, joten funktiot

flx+3) - flo)
~ 1k/k

ovat mitallisia Vk € N, ja edelleen

1y _
o iy £

on mitallinen. Koska

1y _ 1y _
imsup fz+ 1,g/)k fx) _ i flz+ f/)k; f(x)

= f(x) mk. xe€lab],

on f’ mitallinen. Havaitaan (tekemélld muuttujan vaihto z 4+ 1/k — x), etta
b41/k

/abk(f(x + %) = f(l‘))dx = k:/H/k f(z)dz — k:/abf(x)dg;

a

b+1/k a+1/k
:k/b+1 f(ac)ala:—/<:/a+1 f(x) dz

—~
=f(b) >f(a)

< f(b) — f(a) VkeN.
f kasvava =

/{:(f(x—i—%) —f(x)) >0 Vzelab], keN,

joten Fatoun lemma =

Fatou 1

/abf’(x)da: (3.54) /bklggo’f(f(“%) _f($)> dr < 1ikminf/abk<f(x+g) —f(di))daj

a — 00

>0 ja mitall. <f(b)—f(a)
< f(b) = fla). O

Seuraavaksi tutkimme milloin (3.53):ssd patee yhtdsuuruus, vrt. Esim. 3.1.4.
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3.55 Rajoitetusti heilahtelevat funktiot R:ssa

Maéritelma 3.56. Funktion f: [a,b] — R (kokonais)heilahtelu vélilla [a,z], a < x < b, on

k
Vi(a,x) =sup Y | f(w:) — flwi1)l,
i=1

missé supremum otetaan yli kaikkien vilin [a,z] jakojen @ = 29 < 1 < ®a < -+ < T = .
Sanomme, ettd f on rajoitetusti heilahteleva (merk. f € BV) valilld [a,b], jos Vi(a,b) < oo.
Funktio g: R — R on rajoitetusti heilahteleva, jos V;(R) = sup, ., V¢(a,b) < oc.

Triviaali havainto: |f(b) — f(a)| < Vi (a,b), silld pisteet a,b muodostavat [a,b]:n jaon.
Esimerkki 3.57. 1. fe€ C'([a,b]) = f€ BV.

Tod. f € C'([a,b]) = f":[a,b] = R jatkuva = 3IM = max{|f'(z)|: z € [a,b]} < .
Olkoon a = zp < 1 < kg < --- < x = b vélin [a, b] mielivaltainen jako. Silloin

Z\f fain) < MZ —#i1) = M(b—a)

R Vi(a,b) < M(b—a). O

2. fecC(ab]) # feBV.
Olkoon f: [0,1] — R,

1 .
rsin=, jos0<ax <1,
f(x)Z{ !

0, jos x = 0.
Silloin f on jatkuva, muttei rajoitetusti heilahteleva (HT).

Haluamme todistaa, ettad jokainen rajoitetusti heilahteleva funktio voidaan esittda kahden kas-
vavan funktion erotuksena. Sité ennen pari lemmaa.

Lemma 3.58. Olkoon f: [a,b] — R monotoninen. Silloin f on rajoitetusti heilahteleva ja
Vi(a,b) = |f(b) = f(a)l.

Tod. Oletetaan, ettd f on kasvava. Olkoon a = zg < 1 < z2 < -+ < x = b vélin [a, D]
mielivaltainen jako. Silloin

Zk]f(ﬂ?i) — fla) T zk:(f(l“i) — f(zim1)) = f(zx) — f(zo) = f(b) — f(a)

- =8 Vi(a,b) = f(b) - f(a) < .
f viihenevd = —f kasvava = Vy(a,b) = V_s(a,b) = f(a) — £(b). 0
Lemma 3.59. Olkoon f: [a,b] — R rajoitetusti heilahteleva. Silloin

Vi(a,b) = Vi(a,c) + Vi(c,b) Ve €la,bl.
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Tod. Olkoon ¢ € |a, b[. Olkoot

a=r0<r1 < <x=2¢C
c=y<y<---<yp,=0>
vélien [a, ] ja [c, b] mielivaltaiset jaot. Silloin a =zg <1 < - <z =yo <y1 < -+ <y, =bon

[a, b]:n jako, joten
k

SOIf @) — Fi |+Z|f vi) — Fyien)| < Vi (a,b).

i=1
Otetaan sup yli [a, c]:n ja [c,b]:n jakojen =
Vi(a,c) + Vi(e,b) < Vi(a,b).

Kéaéntden: Olkoon a = zp < 21 < 29 < -+ < x,, = b vilin [a, b] mielivaltainen jako.
Merkitdén & = min{i: ¢ < z;}. Silloin {zg,x1,...,2k_1,¢} on [a,c:n jako ja {c,zk,...,z,} on
[c, b]:n jako, joten

Zlf(xi) (i1 \—Z\f flei)|+  |f(or) = flee-1)| + Z | f(zi) — f(zi1)]
i=1 <Uf@R)—FOI+H (O flap_1) TR

<Z|f i) = f@ioa)| + £ (e) = Flan—)|+1f(zr) — F(O)] + Z |f(2:) — f (i)l
i=k+1
<Vi(a,) <Vi(eb)

< Vi(a,c) + Vi(c,b)
20 Vi(a,b) < Vi(a,c)+ Vi(c,b). O
Nyt saadaan helposti tdrked rajoitetusti heilahtelevien funktioiden esityslause.

Lause 3.60. Funktio f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva <= f = g — h, missd g ja h ovat
kasvavia valilld [a, b).

Tod. g, h kasvavia 358 g, h rajoitetusti heilahtelevia = f = g— h rajoitetusti heilahteleva
(saadaan helposti A-ey:sti).
Oletetaan, ettd f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva. Télloin

f(x) = Vi(a,z) — (Vf(a,$) — f(a:)), x € [a,b] (sopimus: Vi(a,a) = 0).
Viite: x — Vy(a,x) ja x — Vi(a,z) — f(z) kasvavia vililld [a, b].
Tod. Olkoon a < 1 < 29 < b. Lemma 3.59 =
Vi(a,x2) = Vi(a, 1) + Vi(w1,22) > Vy(a,21)
—_————
>0
ja
Vi(a,z2) = f(z2) = (Vi(a,21) = f(z1)) = Vi(a,21) + Vi(x1,29) — f(22) = Vi(a,21) + f(21)
= Vi(z1,22) —(f(22) = f(z1)) > 0.
———
>|f(z2)—f(z1)]



Kevatlk. 2004 93

Voidaan siis valita g = Vf(a, )jah= Vf(a, N —f. O
Seurauksia:

Lause 3.61. Olkoon f: [a,b] — R rajoitetusti heilahteleva. Tdlloin
1. f:lld on korkeintaan numeroituvan monta epdajatkuvuuskohtaa,
2. 3f'(z) m.k. x € [a,b].
3. f on integroituva.

Tod. Lause 3.60 = f = g — h missa g ja h kasvavia.
Lemma 3.42 = g¢:1la ja h:lla korkeintaan numeroituvan monta epéjatkuvuuskohtaa, joten sama
patee f:lle.
Lause 3.43 = 3 ¢'(z), M(z) mk. z € [a,b] = If'(x) =¢'(z) — W (z) mk. = € [a,b].
Lisdksi |f/(x)] < |¢'(x)] + |/ (z)| mk. = € [a,b], ja |¢'| ja |W'| ovat integroituvia (L. 3.52), joten f
on integroituva. U
Seuraava ”integraalifunktioita” koskeva tulos on hyodyllinen luvussa 3.68. Saamme myos lisaé
esimerkkeja rajoitetusti heilahtelevista funktioista.

Lause 3.62. Olkoon f: [a,b] — R integroitwa, f € L'([a,b]), ja

:/xf(t)dt, v € ab).

Tdlloin F on rajoitetusti heilahteleva valilld [a,b], ja F:n heilahtelu on

b
(3.63) wmwzfvwwzwm

Tod. Olkoon a = xy < 1 < 29 < -+ < x, = b vélin [a, b] mielivaltainen jako. T&lléin
_ n
Zw %1w fdt/ RGLEDS
i=1 Y¥i-1
< Z / (t)|dt = / | f(t)|dt.

Otetaan sup yli [a,b]:n jakojen =

ZT;

I dt‘

b
(3.64) W@®</U®W=WM<w

Siis F' rajoitetusti heilahteleva.
Kddnteinen epayhtélo: Olkoon g: [a,b] — R jatkuva (ja siis integroituva) ja

Olkoon € > 0 mielivaltainen. Koska g on tasaisesti jatkuva ([a, b] sulj. véli), 3§ > 0 s.e.

|l —y| < ¢

z,y € [a,b] } = lg(z) —g(y)| <e.



54 Reaalianalyysi 1

Olkoon a = zp < x1 < g < -+ < xp, = b vélin [a,d] jako s.e. |z; —x;—1| <O Vi=1,2,...,n
Kayttamalla A-ey:a (useaan kertaan) saadaan Vi =1,2,...,n

/;1 o(r)d| =

> (2 — xi-1)|g(xim1)| —

|G(z;) — G(zi—1)| =

(9(t) = g(xi-1))dt + (z; — zi1)g(wi1)

/wi (9(t) — g(l‘z‘fl))dt‘

Ti—1

Ti—1

> (o~ si)lgtei)l = [ Jgft) = gl de

2/ (i)t — ez — ziy)

i—1

z/%(mwrwmw—guinmu—a@—xin

1—1

:/I |g(t)|dt_/%i 19(t) — g(zi_1)| dt — e(z; — xi_1)

<e

2/ (Ot — 2e(; — i),
Ti—1

Summataan namé ylii =1,2,...,n =

b) Sépzn](;(xi) G(zi \>Z/ (t)|dt 252 ~ zii1)
=1

=[P1g(t)|dt =b-a
= |lgll — 2¢(b — a).
e>0mv. = Vg(a,b) > |9l —
(3.65) (3.64) = Va(a,b) = [|gll1,

jos g: [a,b] — R on jatkuva.

Yleinen tapaus f € Ll([a, b]) : Asetetaan f(z) = 0 Vz € R\ [a,b], jolloin f € LY(R).
Lause 2.36 = Ve > 0 kohti 3g € C(R) s.e. ||f —g|1 <e.
Merkitédén gy = g|[a, b], jolloin erityisesti

= %m—/v Ot < |If — glls <e.

Maéaritellaan
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Talloin
A-ey
Ve (a,b) = Va,—r+r(a,b) < Veo—r(a,b) +Vr(a,b) < e+ Vr(a,b)
—_————
< go—flhi<e
(364)

= Vi(a,b) > Ve, (a,b) —e O

Minkowski

lgollt =€ =llgo—f+ flli —¢

1£1lL = llgo — fllL — > | fll1 — 2e.
————

<e

e>0mv. = Vg(a,b) > |fl1
(3.64)

Esimerkki 3.66. Olkoon F': [0,1] — R,

} S Ve(ab) = |fh. O

Pla) {xsin%, jos 0 <z <1,

0, jos x = 0.

Té&ll6in ei ole olemassa Lebesgue-integroituvaa funktiota f: [0,1] — R s.e.

(3.67) Flz) = / FO)dt, € [ab)],

ts. & +— xsin % ei ole ”integraalifunktio”.
Syy: Esim. 3.57.2 = F ei ole rajoitetusti heilahteleva. Toisaalta, jos olisi olemassa f € Ll([O, 1]),

s.e. (3.67) patisi, niin Lauseen 3.62 nojalla F' olisi rajoitetusti heilahteleva.
3.68 Absoluuttisesti jatkuvat funktiot
Diff. I: Jos f: [a,b] — R on derivoituva funktio, jonka derivaatta f’ on Riemann-integroituva vélilla

[a,b] (esim. jos f’ jatkuva), niin

(3.69) fz) = fla) + / " pwdt Vo eab).

Kysymys: yleisempi versio Lebesguen integraalin avulla.

Olkoon f: [a,b] — R funktio, jolla 3 derivaatta f/'(x) mk. z € [a,b] ja f’' integroituva.
Tutkimme téssé luvussa kysymystd mille funktioille (3.69) péatee. Esim. 3.1.4: (3.69) ei pade
Cantorin 1/3-funktiolle, joten tarvitaan jokin lisdehto.

Maaritelma 3.70. Funktio f: [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva (valilla [a, b]), jos Ve > 0 kohti

36 > 0 s.e.
Z‘f flaj)l <e
aina kun Jay, b1, ..., ]ag, bx[C [a,b] ovat erillisia vélejd, joiden yhteenlaskettu pituus
k k
> (o) = 305 0
j=1 j=1

(Huom. vélien lukumé&éré k on mielivaltainen, kuitenkin &érellinen.)
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Integraalifunktiot ovat absoluuttisesti jatkuvia:

Lemma 3.71. Olkoon f: [a,b] — R integroituva ja
T
:/ fdt, x € |a,b.
a

Tod. Seuraus 2.7 ("integraalin abs. jatkuvuus”) = Ve > 0 kohti 3§ > 0 s.e.

Tdlloin F on absoluuttisesti jatkuva.

(3.72) E € Leb([a,b]), m(E) <6 = / |f(t)]dt < e.
E
Jos Jay,b1[,...,]ag, bp[C [a,b] ovat erillisid véleja s.e.
k k
Z (bj — ay) eriu (U]ai’bio <4,
7j=1 =1
=E

niin

k _ .
;\F(bi)—F(ai)IZ;‘ / F)di — / o

- /a b F(t)dt

k b,
* erlll (3'72)
gZ/ |f(t)|dt °= /E\f(t)|dt < e 0O
i=1" %

Lause 3.73. Olkoon f: [a,b] — R absoluuttisesti jatkuva. Tdlloin:

1. f on (tasaisesti) jatkuva,

2. f on rajoitetusti heilahteleva,

3. 3 derivaatta f'(x) m.k. x € [a,b].
4. " on integroituva.

Tod.

1. Selvé (valitaan k£ = 1 mééritelmassa).

2. HT.
3. f absoluuttisesti jatkuva % f rajoitetusti heilahteleva AU f(x) mk. x € [a,b].
4. f absoluuttisesti jatkuva £ f rajoitetusti heilahteleva 24 /! integroituva. U

Esimerkki 3.74. 1. f:[0,1] = R,

fz) =

1 .
xsing, jos 0 <z <1,
0, jos x =0,

on jatkuva, mutta ei rajoitetusti heilahteleva (HT) L0 f ei ole absoluuttisesti jatkuva.
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2. Olkoon f: [a,b] — R Lipschitz-funktio, ts. 3L < oo s.e.

[f(x) = f(y)l < Llz —yl Va,y € [a,b].

Viite: f Lipschitz = f absoluuttisesti jatkuva.

Tod. Olkoon € > 0 ja Jai,b1],...,]ag, bi[C [a,b] erillisid véleja s.e.
k
> (b —a;) <e/L.
i=1
Talloin
k k
Db = fla) < LY (b —a)) <e.
i=1 i=1

”Yksikasitteisyyslause”

Lause 3.75. Jos f: [a,b] — R on absoluuttisesti jatkuva ja f'(x) =0 m.k. x € [a,b], niin silloin f
on vakiofunktio.

Tod. Osoitetaan f(c) = f(a) Ve €la, b|. Kiinnitetdén ¢ €]a, b[ ja merkitdin
E ={z €la,[: f'(x) =0},

jolloin m(E) = ¢—a. Olkoon £ > 0 mielivaltainen ja valitaan § > 0 kuten absoluuttisen jatkuvuuden
méaéritelméssa. Jokaista z € E (Cla, ¢[) kohti 3 mielivaltaisen lyhyitd véleja [z, x+h] Cla,c[, h > 0,

s.e.
[f(z+h) — [fz)]
h
joten tallaiset valit muodostavat E:n suljetun Vitalin peitteen. Vitalin peitelause = J erilliset
vilit I; = [z5,y;] Cla,cf,j €N, s.e.

(3.76) |f(yj) — [(zj)] <ely; — ;)

ja

<e,

m(E\ |J ;) =0.
JEN
Mittojen konvergenssi = dk € N s.e.

k
m(Ja, [\ U I;) <6,

7j=1
silla
k
kli_g)lom(]a,c[\ U Ij) = m(]a,c[\ U Ij) = m(E\ U Ij) =0.
j=1 JEN J€EN
Voidaan olettaa (tarvittaessa indeksdimaélla uudelleen)

A< T <Y1 <22 <Yy < - <2 <Y <¢,

jolloin ]a, [\ U?Zl I; on erillinen yhdiste avoimista valeistd A; =|p;,¢;[, j =1,...,k+1, (ks. kuva)

Ja
k+1

k
> (gi—py) =m(E\ ) <6
j=1

Jj=1
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a N I I, ¢
’ A Ao AI:+1
Saadaan
k k+1
1(0) = £ (@) = |32 (Flu) = Fa) + D2 (F @) - £w7)]
i=1 i=1
k kj-l
<D Uwy) = )]+ 1 (a) = fpy)l
I B
@3.76) 0 Y >
k .
<€ Z(yj —zj) te
j=1
<c—a
<eglc—a—+1).

Antamalla ¢ — 0 saadaan f(c) = f(a).

Reaalianalyysi 1

O

Esimerkki 3.77. Olkoon f: [0,1] — [0, 1] Cantorin 1/3-funktio. L. 3.60 = f rajoitetusti heilahtel-
eva (f kasvava). Toisaalta f/'(z) = 0 m.k., mutta f ei ole vakio, joten f ei ole absoluuttisesti jatkuva.

Lause 3.78. Olkoon f: [a,b] — R. Tdllgin SEY®
1. f on absoluuttisesti jatkuva,

2. 3f'(x) m.k. x € [a,b], [’ on integroituva ja
f@) = f)+ [ 1t vae o,
3. 3 integroituva g: [a,b] — R s.e.

f@) = 1@+ [ gl i€ fa,b]

Tod. Oletetaan, ettd f on absoluuttisesti jatkuva.
3.73 = 3f'(z) m.k. x € [a,b] ja f’ on integroituva.
Olkoon

F(a:):/x F)dt, w e lab]

f’ intva

L.339 " =" F'(z) = f'(z) mk. z € [a,b] = (F— f)(x)=0mk. z € [a,b].

Lemma 3.71 = F abs. jatkuva helposti
oletus: f abs. jatkuva

9SEY = ”seuraavat ehdot yhtéipitavii”

= F — f abs. jatkuva.
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”Yksikasitteisyyslause” 3.75 = F — f vakiofunktio, eli
F(z) — f(z) = F(a) —f(a) Vz € [a,b]
——

99

= f(x):f(a)+F(a:):f(a)+/xf/(t)dt Va € [a,b].

2. = 3.| Valitaan g = f’.
3. = 1.| Oletetaan, ettd 3 integroituva g: [a,b] — R s.e.

f(z) = f(a)+ /x g(t)dt Yz € a,bl.

xT
Merk. G(x) :/ g(t)dt, = € [a,b] 3.71
a
oletus: g integroituva

= f= f(a)+G abs. jatkuva. O
~~

vakio

Esimerkki 3.79. Olkoon a > 0 ja

fz) =

z®sinl, jos 0 <z <1,
0, jos x = 0.

Viite: f on absoluuttisesti jatkuva <— o > 1.

= ( abs. jatkuva

Perustelu: Esim. 3.74 = f ei ole absoluuttisesti jatkuva, kun o = 1. Samoin voidaan tarkistaa,

ettd f el ole absoluuttisesti jatkuva, kun 0 < a < 1.
Oletetaan o > 1 : Talloin:

1 1
f'(x) = az® tsin— — 2% 2cos—, 0<z<l1.
x x
Nyt
1
lim 2% 'sin— =0 (silld a > 1),
z—0+ x

joten x — 29!

[0,1], silla

sin 1 integroituva vililli [0,1]. Lisiksi h(z) = 292

! 1 ! 1
/ 292 |cos —| dx < / 2 2dy = .
0 T 0 a—1

N——
<1

Siis f’ on integroituva valilla [0,1] ja

@) = /0 F0dt, 0<z<1.

L. 3.71 = f absoluuttisesti jatkuva, kun o > 1.

Lause 3.80. Olkoon f: [a,b] — R kasvava. TdallGin

b
/ F(t)dt = F(b) - f(a).

jos ja vain jos f on absoluuttisesti jatkuva vdlilld [a, b].

COS

1

T

on integroituva valilla
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Tod. Oletetaan, ettd f on absoluuttisesti jatkuva: Lause 3.78 =

/I f'(t)dt = f(z) — f(a) Vz € [a,b].

Valitaan x = b = vaite.
Kaantden: Oletetaan

b
(3.81) | 1 =10 - ).

Viite: f on absoluuttisesti jatkuva.
L 3.78 = riittaa osoittaa

x

[ 1= 1@ - f(@) i o

a

Vastaoletus: Jc €]a, b] s.e.
| ri < 0 - @),
Koska f on kasvava véleilla [a, c] ja [c, b], niin
22 [ o = / 7o dt+/ F/(0dt < f(e) = F(a) + F(8) ~ £(e) = ) ~ f(a)

fe=fla)  <f(B)—f(c)

Ristiriita oletuksen (3.81) kanssa.
Siis:
x
/ POt = f(@) — fla) Voelab] 28 f abs. jatkuva. O
a
Maaritelma 3.82. Rajoitetusti heilahteleva funktio f: [a,b] — R on singulaarinen, jos f'(z) =0

m.k. x € [a,b].
(Huom. f rajoitusti heilahteleva = 3f'(z) m.k. x € [a,b].)

Esimerkki 3.83. 1. Vakiofunktiot ovat singulaarisia (ja abs. jatkuvia).
2. Cantorin 1/3-funktio on singulaarinen.

3. Olk. f: [a,b] — R abs. jatkuva. Télloin

f singulaarinen <= f vakiofunktio.

Syy:
f'(x) =0 m.k.

3.75 - ]
f abs. jatkuva } = f(x) = c vakio.

Osoittautuu, ettd jokainen rajoitetusti heilahteleva funktio voidaan jakaa absoluuttisesti jatku-
vaan ja singulaariseen osaan. (Muistutus: f abs. jatkuva = f raj. heilahteleva, muttei kddntéen.)

Lause 3.84 (Lebesguen jako). Jos f: [a,b] — R on rajoitetusti heilahteleva, niin
f=g+h,

missa g on absoluuttisesti jatkuva ja h on singulaarinen. Jako on lisattavad vakiota vaille 1-
kasitteinen.
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Tod. Lauseen 3.61 nojalla f’(z) on olemassa m.k. z € [a,b] ja lisdksi f’ on integroituva.
Maaritelldan

x
ow) = [ 1yt
a
L. 3.71 = g abs. jatkuva. Olkoon h = f — g. Silloin h on rajoitetusti heilahteleva ja

3.39

W(x) = (f—9)(z) = f(z) - g'(2) = fl(x) - f'(2) =0mk. = € [a,]]

= h singulaarinen.

Siis f = g + h on vaadittu jako.
Yksikés.: Olet. f = g1 4+ h1 = g2 + ha, g1, 92 abs. jatkuvia, hy, ho singulaarisia. Nyt

w=hyg —hy =g1 —¢go abs. jatkuva, 3.75 _ . .
W (z) = Wy(z) — Wy(z) =0 mk. z € [a,b] = w(x) = ¢ vakiofunktio O

Lisatietoja
1. Olk. f: [a,b] — R absoluuttisesti jatkuva. T&llin f toteuttaa Lusinin ehdon (N), t.s.
E Cla,bl, m(E)=0 = m(fE)=0.
(HT 7/6)

2. Toinen karakterisaatio abs. jatkuville funktioille (ks. esim. [GZ, 7.45]). Olkoon f: [a,b] — R.
Tallgin f on absoluuttisesti jatkuva <=

(a) f jatkuva,
(b) f on rajoitetusti heilahteleva,
(¢c) ECla,bl, m(E)=0 = m(fE)=0 "ehto (N)”".

3. Olkoon f: [a,b] — R funktio s.e. If'(z) Yz € [a,b] ja f' on integroituva. Silloin f on
absoluuttisesti jatkuva (ks. esim. [GZ, 7.47]).

Muuttujan vaihto Lebesguen integraalissa, n = 1.
Absoluuttinen jatkuvuus liittyy myo6s muuttujan vaihtoon Lebesguen integraalissa.

Diff I: Jos
1. h:[a,b] — [c,d] jatkuvasti derivoituva ja

2. f:[e,d] — R jatkuva, niin

h(b) b
(3.85) /h " fz)dw = / £ (&) R (t)dt.

Tod. Olk. F(z) = [ f(t)dt. Silloin F'(z) = f(z) ja

h(b) b
/h J(@)de = F(h(b)) — F(h(a)) = / (F o hY (t)dt
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Kysymys: Pateeko (3.85) lievemmilld oletuksilla?
Jos esim. h: [0,1] — [0, 1] on Cantorin 1/3-funktio ja f = 1, niin (3.85):n oikea puoli = 0 (h/(t) = 0),
mutta vasen puoli = 1.

Absoluuttinen jatkuvuus on yo. ongelmassa olennaista, silld pétee:

Lause 3.86. Olkoon h: [a,b] — [c,d] absoluuttisesti jatkuva ja olkoon f: [c,d] — R mitallinen ja
rajoitettu. Silloin

h(b) b
(3.87) /h @ = / £ (h(0)) 1 (t)dt.

Todistusta varten tarvitaan aputuloksia.

Lemma 3.88. Olk. f:]a,b|— R, E Cla,b[ s.e. 3f'(z) Vz € E. Jos m(fE) =0, niin f'(x) =0
m.k. x € E.

Huom. Téssé ei oleteta, ettd E on mitallinen.
Tod. Merk. B = {z € E: f'(x) # 0}.

Viite: m(B) = 0.

Merk.

Bj:{xEB:0<|y—:L‘|<1/j = y €la, b ja M>l}, jeN.

ly — x| J

Osoitetaan: B = U;B;. U; Bj C B selva.

reB = fl(x)#0 = Fj; € Nse. |f'(z)] > 1/

— 1
= Jjs € Nsee. y €]a,b] ja M > —, kun |y — z| < 1/j2
ly — | ¥
= x € Bj, missé j = max{ji,jo}

= B= Uij.

Riittéd osoittaa: m(B;) =0. (= m(B) =0)
Olk. I Cla,b] mv. vali, m(I) < 1/j. Merk. A = I N B;. Riittd4 os. m(A) = 0, silld B; voidaan
peittad aarellisen monella téllaisella joukolla A. Havaitaan ensiksi

ACE = fAc fE ™ nra)=o.

OL e > 0. Peitetaan fA valeilld I,k € N| s.e.

> mIy) < £/j.

keN
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AcC f—l(U Iy) = Uf‘lfk = A= U(A Nf)
k k k

r,y€ AN, A=InB;, m(I)<1/j = z€Bj, lx—y|<1/j
Bj:n maar. — 1
jin mt ‘f(y) f(ﬂﬁ)‘>__

Yy—x J

R f(y)vf(x)elk .
= ly—xz| <j|f(y) — f(z)] < Jm(Iy)

= d(AN fflfk) <jm(ly) = m*(Aﬂ fﬁlfk) < jm(Iy)
= m*(A) <Y mANFT ) <5 m(l) <e
k kEN
= m(A4)=0. O
Lemma 3.89. Olk. h: |a,b[—]c,d[, g: |e,d[— R s.e. h'(t), ¢'(x) ja (goh)(t) ovat olemassa m.k.
t €la,b] ja m.k. x €]c,d]. Jos g toteuttaa ehdon (N) ja ¢'(x) = f(x) m.k., niin
(3.90) (goh)'(t) = f(h(t))W(t) m.k. t€]a,bl.
Tod.
la,b[= E U F, missda m(F) =0 ja
K (t) ja I(go h)'(t) Vt € E,
le,d[= PUQ, missd m(Q) =0 ja
3g'(x) ja g'(x) = f(z) Yz € P

E=(Enh'P)U(ENh Q)

Jos t € EN AP, niin (3.90) pitee (t € E ja h(t) € P).

m(hM(ENh™Q) =0 22 p(#)=0mk te ENh'Q

cQ
g tot. ehdon (N) = m(g(h[ENL'Q])) =0
3% (goh)(t)=0mk. te ENh'Q
= (goh)(t)=0=f(h@®))W(t) mk te ENh™'Q
Siis (3.90) voimassa m.k. ¢ € E eli m.k. t €]a, b[. O
Huom. Yo. todistuksessa ei viiteté, ettd ENh~'P tai E N h~'Q olisi mitallinen.
3.86:n tod. Merk.

T
F@) = [ )y
C
Viite: Foh: [a,b] — R abs. jatkuva. Tod. Olk.
M = sup |f(z)].

c<z<d

Silloin

|F(22) — F(x1)| =

1

T2
d ‘<M - im,
f(z)dz| < M|zy — 29 (yhm:ET) Foh abs. jatkuva.
h abs. jatkuva
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Siten

h(b) b
/h f(@)dz = F(h(b)) — F(h(a)) *Z° / (F o h)(t)dt.
Toisaalta

F integraalifunktio = F abs. jva = F tot. ehdon (V) 3.89
3.39 = F'(z) = f(z) mk.

(Foh)(t)= f(h(t)h(t) mk. O

Huomautus 3.91. Ehtoa ” f mitallinen ja rajoitettu” ei voida korvata ehdolla ” f integroituva”
Lauseessa 3.86.
Esim. Olk. h: [0,2] — R,

h(t) = t3|cos(m /)3, kun t # 0,
0, kun ¢t = 0;

jaolk. f:[0,8] = R,

%x*Q/g, kun x # 0,
flx) =
0, kun x = 0.

Silloin h on abs. jatkuva (ylim. HT). Merk.

Flz) = /Oxéx—2/3dx — 23, F(h(t)) = tlcos(r/1)].

F o h ei raj. heilahteleva (ylim HT) = F o h ei abs. jatkuva. Jos (3.87) patisi, niin

hoy=o [0 ¢
(Fon)(t) = F(h(t)) "< (@)de = [ Fne)H w)at
h(0) 0
ja F' o h olisi integraalifunktiona abs. jatkuva.
Kuitenkin patee:

Lause 3.92. Olk. h: [a,b] — [c,d] abs. jatkuva ja kasvava, ja olk. f: [c,d] — R integroituva.
Talloin

/ " pe)ds / (o) @t
h(a) = a '

Tod. Ks. esim. [Jo, 16.4].
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Alla luettelo (erdistd) kirjoista ja luentomuistiinpanoista, joita voi kdyttaa lisimateriaalina.
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