Selittava lukutapa

Kun luet todistusta, tee seuraavat asiat jokaisen lukemasi rivin (tai virkkeen)
jalkeen:

e Yrita tunnistaa keskeisimmét rivilla kdytetyt ideat.

e Pyri selittamadn itsellesi jokainen padttelyaskel selvittdmaélla, miten se
liittyy todistuksessa aiemmin esiintyneisiin asioihin tai aikasempiin tie-
toihisi. Voit sanoa selityksen daneen tai kirjoittaa sen muistiin.

e Jos jokin asia on ristiriidassa oman kéasityksesi kanssa, sano sekin aaneen
(tai kirjoita muistiin).

Ennen kuin siirryt seuraavalle riville, kysy itseltasi seuraavat asiat:

e Ymmarranko, mita ideoita kaytettiin?
e Ymmarranko, miksi tiettya ideaa kaytettiin?

e Miten tdmaé idea liittyy toisiin ideoihin téssé todistuksessa? Entéa aikai-
sempaan tietooni asiasta?

e Auttavatko selitykseni vastaamaan esittdmiini kysymyksiin?

Esimerkki

Seuraavassa on esitetty erds lause todistuksineen. Sen jalkeen todistuksen
vaiheet on selitetty edella kuvatun menetelmén mukaisesti.

Lause: Oletetaan, ettd v,w € R™. Talloin v + w = w + v.

Todistus: Oletetaan kuten lauseessa, etta v € R" ja w € R™.

Talloin v = (vy,...,v,) ja w = (wy,...,w,) joillakin vy,...,v, € R ja
wy, ..., w, € R.
Koska reaalilukujen yhteenlasku on vaihdannainen, jokaisella ¢ € {1,...,n}

patee v; +w; = w; + v;.
Nyt ndhdaén, etta

V4w = (v1 +wy, vg+ Wy, ..., U, + W)

= (w1 +v1, Wy + Vg, ..., Wy + V) =W+ 0.

Selitys

e Lauseen mukaan vektoreiden yhteenlasku on vaihdannainen eli sillé ei ole
valid, miten pain vektorit lasketaan yhteen. Tamaé pitaisi siis osoittaa.

e Oletuksena on, ettd v ja w ovat avaruuden R™ mita tahansa vektoreita.



e Vektoreissa v ja w on n komponenttia. Kirjoitetaan komponentit na-
kyviin: v = (vy,...,v,) ja w = (wy,...,w,), missd luvut vy,...,v, ja
wy, ..., w, ovat reaalilukuja. Vektoreiden komponentit ovat siis reaalilu-
kuja, joista ei ole tarkempaa tietoa.

e Komponentit ovat reaalilukuja, joten niiden yhteenlaskun tiedetaén ole-
van vaihdannainen. Fi siis ole valia, kummin péin ne lasketaan yhteen.
Mutta mihin ihmeeseen taté tarvitaan ja miksi se kerrotaan téssa?

e Ryhdytadn laskemaan summaa v+ w. Tavoitteena on osoittaa, ettéd se on
sama kuin w+9v. Vektoreiden yhteenlaskun maéritelman mukaan kahden
vektorin summa saadaan laskemalla yhteen vektoreiden komponentit:

V4w = (v) +wy, Vg + Wy ..., Uy F Wy).

Nyt kukin komponenteista on kahden reaaliluvun summa, ja reaalilu-
kujen summissa yhteenlaskettavien jarjestys voidaan vaihtaa. Tahén siis
tarvittiin edellisen kohdan huomiota! Eli nyt voidaan vaihtaa summat-
tavien jarjestys kussakin komponentissa:

(v1 +wy, vo +we, ..., Uy FwWy) = (W1 + V1, We + Vo, ..., Wy + V).
Huomataan, etté vektoreiden yhteenlaskun maaritelman mukaan
(wy + vy, wy + Ve, ..., Wy + V) =W 0.

Vektoreiden v ja w jarjestys saatiin siis vaihdettua.

e Todistuksen yhtédloketju osoittaa, ettd v + w = w + v. Siten viite on
todistettu.



