Homotopia ja vektorikimput
Harjoitus 5. Ratkaisuja.

1. a) Kuvaus
- (Bn’ Sn_l) - (Sn7€n+1)7 ﬂ-(y) = (2 1— |y|2ya 2|y|2_1) € R"XR = R™1.

[ ]
Im(y)]> = (41 = [y)|y*) + @ly* — 4ly|* + 1)
=Aly]> —4ly/* +4y[* —4ly* + 1 =1
eli m(y) € S™.

Joslyl=1,on7(y)=(2-0-4,2-1—1)=(0,1) eli 7(S™!) = e,41.

Jos w(y) = (0,1), on 2ly|> — 1 = 1 eli |y|> = 1, joten y € S"~ 1. Siis
7'(_71(6”4_1) = Snil.

Edellisestd seuraa, ettd saadaan «|: B® — S™\ {ep41}-

7 on jatkuva, joten 7| on jatkuva.

Maaritellaan sitten

z

O v =

Y

missa (z,t) € R" x R.

e Huom. tassd (z,t) € S™\ {ens1}, joten |z]2 + 12 =1 jat # 1.
o Nimittji # 0, koska ¢ # 1.

[ ]
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z
2(1— 1)
joten p(z,t) € B™.

I e & _1+t<1+1_1
C2(1—t) 21—t 2 2

e p on jatkuva.
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:(2 1-— 5 m,t>:<2\/ 5 m,t>:(z,t).

Kolmannessa vilivaiheessa kiytettiin tietoa |z|? = 1 — 2.
Siis | on homeomorfismi kéénteiskuvauksenaan p.

b) Mééritellaan

©: S"\ {ens1, —€ni1} — St x (—-1,1)
z
(Z,t)'%(m,t), ZERn,tER
z

e Koska e, 1, —€,41 eivit ole maarittelyjoukossa, niin z # 0, joten z/|z|
on maéritelty ja z/|z| € S"7!. Vastaavasti t ¢ {—1,+1}, joten ¢t €
(—1,1).

e Jatkuvuus ok.
Maaritellaan sitten
P S (=1,1) = S™\ {ens1, —€ni1}
(z,t) = (V1—12-21t), zeR"teR.
e Koska —1<t<1l,onv1—-t2€R

e Koska |z| =1, on |[(V1—2-2,t)| = /(1 — )22+ 2 = 1, eli kuva-
piste on pallolla S™.

e Koska t ¢ {—1,+1}, on kuvapiste joukossa S™ \ {€n+1, —€nt1}-
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e Jatkuvuus ok.
1 o =1id: Olkoon (z,t) € S™ \ {€n+1, —€nt1}, jolloin
bop(z,t) =P(z/|z],t) = (VI =12 2/|z],1) = (2,1).

Viimeisessa vilivaiheessa kiytettiin tietoa (z,t) € S", josta seuraa |z|* =
1—¢2
o1 =1id: Olkoon (z,t) € S x (—1,1), jolloin

poth(zt) = (VI 2,1) = (%:i;t) ~ (2/|21,1) = (.1).

Viimeisessi vilivaiheessa kiytettiin tietoa z € S771L.

2. a) Antiteesi: on olemassa upotus f:S! — R. Koska S' on yhteniinen, niin
f(S") on yhtenéainen, siis Lauseen 14.15 (Vaisala: Topologia I) nojalla fS!
on vali. Siis fS! on konveksi, joten se on yhdesti yhteniinen. Koska f on
upotus, on fS' ~ S!, miki on ristiriita, koska S! ei ole yhdesti yhteniinen.
Huom. havainnon ” fS* on vali” jalkeen olisi voitu jatkaa myos seuraavasti:
poistetaan vililta fS! yksi sisapiste a, jolloin saataisiin homeomorfismi S* '\
{f~(a)} = F(SY)\{a}, miki on ristiriita, koska ensin mainittu on yhteniinen,
kun taas jalkimmainen on epayhtenainen.

b) Borsukin—Ulamin lauseen nojalla: jos f: 5% — R? on jatkuva, niin f(—z) =
f(x) jollakin z € S2. Siis ei ole olemassa jatkuvaa injektiota S? — R2, joten
ei ole olemassa upotusta S? — R2.

3. Valitaan kantapiste o € U.

Osoitetaan ensin, ettd X on polkuyhtendinen. Olkoot z,y € X, valitaan
ni,ne € N siten, ettd x € U,,,y € U,,. Merkitddn n = max{n;,ns}, jolloin
xz,y € U, (koska U; C Uy C ...). Koska U, on oletuksen nojalla polkuyh-
tendinen, z ja y voidaan yhdistaa polulla U, :ssé, eli myos X:ssd. Siis X on
polkuyhtenéinen.

Olkoon sitten o € Q(X,zp). Osoitetaan, ettd a on nollahomotooppinen.
Koska kuvajoukko «(I) on kompakti ja avoimet joukot U, peittdvit X:n,
niin on olemassa &dérellinen osapeite U,,,, ..., Uy, joukolle a(I). Jos merkitaén
noy = max{nq,...,ny}, on siis a(l) C Uy, (koska Uy C Uy C ...). Koska U,,
on yhdesti yhtenainen, on a nollahomotooppinen U, :ssa, siis my0os X :ssa.



4. Olkoon h: X x I — S homotopia f ~ g. Merkitaan wy = f(zo) = g(zo).
Maéritellian h/: X x I — S! kaavalla

W (x,t) = h(z)o t)h(x,t),

missa laskutoimitukset ovat kompleksilukujen kerto- ja jakolasku. Nyt

Wo

h(x,0) = hz,0) = — f(x) = f(z) jokaisella z € X,
(5.0) = 12 hla.0) = 22f() = f(2) |
Ww1) =+ (;‘;0 i) = :—Zg(x) = g(z) jokaisella z € X
ja
h' (2o, t) = o h(xg,t) = wy jokaisella t € T
0 h(l'o,t) 05 o J :

Siis h': f ~ g rel xy.

5. Olkoon f: I — I? jatkuva surjektio (n.s. Peanon kiyré, kts. esim. Vaisala,
s. 125, tehtava 15:21), g: I* — B? homeomorfismi ja 7: B> — S? aiemmin
maidritelty surjektio (Tehtava 1). Nyt @ = wogo f: I — S? on surjektiivinen
polku. Jos vield valitaan S?:n polku 3 pisteestd (1) pisteeseen (0), niin
af on surjektiivinen silmukka. Virhe todistuksessa on siis kohdassa ”valitaan

& a(l).
6. a) Tarkastellaan funktiota
f: B* - R?

f(z,y) = (vcosy — x> —y* + 1,y cos v — sin(27(z* + %)),

joka selvisti on jatkuva. Ympyrilld S' on 22 4 y? = 1, jolloin

f(z,y) = (vcosy,ycosz — sin(2m(x® + 3°))).

Koska cos(—y) = cos(y), on —x cos(—y) = —x cosy, ja vastaavasti —y cos(—x) =
—ycosx. Lisiksi (—2)® + (—y)? = —(2® + ¢?), ja tan(—2) = tanz. Siis
saadaan, ettd ympyralla S' pitee f(—xz,—y) = —f(x,y), joten Lauseen

V:24.14 nojalla funktiolla f on nollakohta. Tama nollakohta antaa ratkaisun
alkuperiiselle yhtaloparille.

b) Tarkastellaan funktiota )
g: B> - R?
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g(z,y) = (xcosy — 2 — y? + 1, tan" ! (y cos ) — 27 (2* + ¢*)),
joka on maéritelty ja jatkuva kiekossa B?. Tassi tan™":R — (—m/2,7/2).
Vastaavasti kuten ylla télle funktiolle 16ydetaén nollakohta (zg,y) € B2, eli

rcossy  —a+ g1
tan~!(yp coszg) = 2m(xy + y3d))

Ottamalla jalkimmaisessa yhtalossa puolittain funktio tan nahdaéan, etta
(x0,Yo) on ratkaisu alkuperéiselle yhtaloparille.



