Homotopia ja vektorikimput
Harjoitus 4. Ratkaisuja.

1. 1) f: S* — R?, jolloin f,:Z — 0 ei ole injektio

2) projektio R? — R, jolloin f,:0 — 0 on injektio; tai f on homotopiackvi-
valenssi R?\ {0} — S, f(z) = x/|z|, jolloin f. on isomorfismi Z — Z

3) f:I — St 2™ jolloin f,:0 — Z ei ole surjektio

4) f:R <= R2, jolloin f,:0 — 0 on surjektio; tai f on inkluusio S — R?\ {0},
jolloin f, on isomorfismi Z — Z.

2. Olkoon (Y,yo) = (S',1), a@ = ¢ ja B:1 — Y polku §(t) = e*™. Tun-
netusti (Lause V:25.2) on a # 3. Olkoon (X, x¢) = (S',1) ja p peitekuvaus
p: St — S, p(z) = 2. Nyt @ = ¢, joten (1) = 1. Liséksi polun £ nosto
on polku §: B(t) = e*™*, koska

po B(t) — p(62m‘t) — (e2m't)2 — 647rz‘t _ B(t)
Siis .
B(l) =e* =1=a(l).

Helpompi esimerkki: (X, z0) = (Y,50) = (S',1), p = idg1, a(t) = 2™ ja

B(t) = e7?™. Talloin (1) = B(1) = 1, mutta a £ S.

3. a) Koska H(z,1) € A jokaisella x € X, voidaan mééritella kuvaus r: X —
Akaavallar(x) = H(x,1). Se on jatkuva, ja liséksi retraktio, koska H(a, 1) =
a jokaisella a € A.
b) Jos merkitdén i: A — X on inkluusio, ja r on kuten a)-kohdassa, niin
roi=1idy ja H:idy ~ i or. Tama todistaa vaitteen.
c) Maaritelldan
H:R"\ {0} x I — R"\ {0}
H(z,t) = (1—t)z + t%.

H on vaadittu homotopia, koska

H(x,0) =z jokaisella z € R™\ {0}

H(x,1) = % € S™ ! jokaisella z € R™\ {0}



ja

a

H(a,t)=(1—t)a+t a —ta+ta=a jokaisella a € S" .

|al
d) Olkoon X kampa-avaruus (kts. V:21:8, Harj. 2/Teht. 6) ja A = {(0,1)} C
X. Olkoot fi, fo kuten tehtévin ratkaisussa ja f3 vakiofunktio f;3 = (0,1).
Vakiofunktiot fs ja f3 ovat homotooppiset, koska X on polkuyhtendinen. Nyt
homotopia idx ~ f; ~ fs ~ f3 osoittaa, ettd A on X:n deformaatioretrakti.

Jos A olisi X:n vahva deformaatioretrakti, olisi olemassa homotopia idy ~
f3 rel (0,1), mutta téllaista ei ole Harj. 2/Teht. 6 nojalla.

4. Oletuksesta seuraa, ettd f(z) # —g(z) jokaisella x € X. Talldin jana
pisteestd f(x) pisteeseen g(z) ei kulje origon kautta: Jos olisi ¢f(z) 4+ (1 —
t)g(x) = 0 jollakin ¢ € [0,1], niin |t f(x)| = |(1—1t)g(z)]|, josta seuraa t = 1—¢
(koska |f(x)] = |g(z)| = 1) eli t = 1/2. Talloin saataisiin f(z) + g(z) = 0,
mika on ristiriita.

Olkoon H': X x I — R""\ {0} janahomotopia f ~ gja H =roH": X x I —
S™ missa r:R*™\ {0} — S™ on retraktio r(x) = x/|x|. Selvdsti H on
jatkuva. Lisaksi

_ f@)
f@)

koska | f(z)| = 1. Vastaavasti H(z,1) = g(x), joten H on etsitty homotopia.

H(z,0) = r(H'(x,0)) = r(f(x)) = f(x),

5. Olkoon « polku Y:ssi pisteesta yo pisteeseen y; ja olkoon x € p~{yo}.
Lauseen 24.5 nojalla polulla o on tasmalleen yksi p-nosto &, siten, etta
&,(0) = z. Koska (1) =y, niin a,(1) € p~*{y;} ja voidaan maaritella

prp H{yot = p~H{u}
T = ag(1).
Osoitetaan, ettd ¢ on surjektio. Olkoon 2’ € p~'{y;}. Nyt polulla § = a*
on tasmalleen yksi p-nosto B, siten, ettd 8,/(0) = 2’. Olkoon x = [ (1).

Osoitetaan, ettd p(z) = 2/. Polun a~« pisteestd 2’ alkava nosto on (5, a,,
koska

po (Bz’&x) = (p © Bx’)(p © 5‘9:) = Ba
ja B (1) = @,(0) = 2. Nyt Ba ~ €, joten polun B, padtepiste on sama
kuin polun e noston péitepiste, eli «’. Siis a,(1) = 2’ eli p(x) = 2.
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Osoitetaan sitten injektiivisyys. Olkoot z1, 72 € p~ {yo} ja ¢(z1) = ¢(z2) eli
g, (1) = Gq,(1) = 2’ jollakin 2’ € p~'{y1}. Polun aa® pisteestd x1 alkava

nosto on a,, 3., koska
po (s, B) = (podu,)(po fu) = af = aa®

jad,, (1)=12"= Bx/(O). Nyt aa™ ~ ¢, joten polun v, B pAdtepiste on sama
kuin polun e noston péétepiste, eli x1. Siis 3,/(1) = x1. Aivan vastaavasti
voidaan osoittaa, ettd B, (1) = xo. Siis x; = xo, misté injektiivisyys seuraa.

6. Osoitetaan ensin, ettd ei ole olemassa homeomorfismia f: B?> — B2, jolle
f(0,1) € B2. Antiteesi: f on tallainen homeomorfismi. T&lloin myds f:n ra-
joittuma B2\ {(0,1)} — B2\ {f(0,1)} on homeomorfismi. Nyt B2\{(0,1)} =
B*n{(z,y) € R? | y < 1} on kahden konveksin joukon leikkauksena konveksi,
erityisesti se on yhdesti yhteniinen. Toisaalta B2\ {f(0,1)} ~ B?\{0} ~ S*,
joka ei ole yhdesti yhtenainen; ensimmainen homeomorfismi saadaan har-
joitustehtavasta V:3:12, jalkimmainen homotopiaekvivalenssi saadaan defor-
maatioretraktiosta kuten tehtavassa 3. Paadyttiin siis ristiriitaan, joten alku-
perainen vaite patee.

Pidetdén tunnettuna, ettd kierrot B2 — B2 ovat homeomorfismeja, jolloin
askeisestd seuraa, etti ei ole olemassa homeomorfismia f: B2 — B? ja pis-
tetta x € S!, jolle f(z) € B? (jos olisi, niin sopiva kierto kuvaisi pisteen
(0,1) pisteelle z, ja saataisiin homeomorfismi, jota ylla olevan nojalla ei ole
olemassa).

Siis homeomorfismille f: B> — B2 pitee vilttamitta fS' C S'. Tami
patee siis myos f:n kddnteiskuvaukselle, eli f71(S') C S!; niistd saadaan
fS1 = S Tistd seuraa suoraan, ettd myos fB? = B2

Avaruus X on homogeeninen, jos jokaisella a,b € X on olemassa homeomor-
fismi f: X — X, jolle f(a) = b. Edellisen nojalla ei ole olemassa homeo-
morfismia f: B> — B2, jolle f(0,1) = (0,0), joten B2 ei ole homogeeninen
avaruus.



