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Mihin analyysia tarvitaan?

Tama kirja kasittelee analyysin perusteita ja tarkemmin reaalianalyysin pe-
rusteita reaaliluvuilla. Mutta miksi analyysi on tdrkedd ja mihin sité tarvitaan?
Useimmat analyysin sovellukset kdyttavit differentiaaliyhtdloita tai niihin 14-
heisesti liittyvada variaatiolaskentaa. Ndiden avulla voidaan mallintaa luonno-
nilmioitd, kuten lammon etenemistd, jadtikon liikkeitd tai eldinpopulaation ko-
koa, mutta niitd voidaan kdyttdd myos mm. kuvankésittelyssd. Tutustutaan
analyysin sovelluksiin muutamien esimerkien avulla.

Ajatellaan, ettd meilld on eri korkeudella olevat pisteet A ja B, jotka eivét ole
padllekdin. Haluamme rakentaa liukumaéen, jota pitkin kuula vierii mahdolli-
simman nopeasti ylemmastd pisteestd A alempaan pisteeseen B, katso Kuva 1.
Jana AB tuottaa tietysti lyhimmaén liukuméen, mutta sitd pitkin kuula ei vie-
ri lyhimmassa ajassa. Kysymyksen kuulan nopeimmasta vierimisradasta esitti
Johann Bernoulli aikalaisilleen 1696. Johann Bernoullin lisdksi kysymyksen rat-
kaisivat hdanen vanhempi veljensd Jakob Bernoulli, Isaac Newton ja Guillaume
de I'Hopital. Vastaus on sykloidin kaari, jolla on monia mielenkiintoisia omi-
naisuuksia. Jakob Bernoullin syvéllinen ratkaisu muodosti alun matemaattisen
analyysin uudelle haaralle, variaatiolaskennalle, joka nykyteknologian kannalta
on hyvin keskeinen analyysin haara.

A
A

Kuva 1. Sykloidin kaarta pitkin kuula vierii nopeimmin pisteestd
A pisteeseen B.

Mekaniikan II peruslain mukaan kappaleeseen vaikuttavien voimien sum-
ma on yhtd suuri kuin kappaleen massa kerrottuna sen kiihtyvyydelld, F = ma.
Téalloin kappaleen paikka x(t) ajan t funktiona toteuttaa ehdon

mx" (t) = F(¢t),

missd x” on funktion x toinen derivaatta. Yksinkertaisissa tilanteissa, kuten vaik-
ka pudotettaessa esine, paikka voi olla reaaliluku mutta yhtédlon voi laajentaa
myos niin ettd paikka on kolmiulotteisen koordinaatiston piste.

Tarkastellaan bakteeripopulaatiota yksinkertaisessa tilanteessa, jossa on tar-
jolla runsaasti ravintoa eikd bakteereilla ole saalistajia. Kun rajoitetaan tarkas-
telu lyhyeen ajanjaksoon suhteessa yksittdisen bakteerin elinikddn, niin ainoa
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populaation kokoon vaikuttava tekijd on uusien bakteerien syntyminen. Talloin
on jarkevéaad olettaa, ettd bakteerikannan kasvun nopeus on suoraan verrannol-
linen populaation kokoon P ajanhetkelld ¢ eli

P'(t) =kP(t), t>0,

missd k on syntyvyyttd kuvaava reaalinen vakio. Téllaista yhtdlod sanotaan
tavalliseksi differentiaaliyhtdloksi, silld se esittdd tuntemattoman yhden muut-
tujan funktion P ja sen derivaatan vilistd yhteyttd. Jos populaation alkukoko Py
tunnetaan, niin yhtdloon voidaan liittdd alkuehto P(0) = Py. Talloin differenti-
aaliyhtdlon ratkaisuksi saadaan

P(t) = Pye™, t>0.

Populaation kasvu (kun k > 0) on siis eksponentiaalista ja mallia kutsutaankin
eksponentiaaliseksi kasvumalliksi.

Ajatellaan, ettd olemme suunnitelleet uudenlaisen kondensaattorin ja ha-
luamme tietdd sen kapasitanssin. Ajatellaan yksinkertaisuuden takia, ettd kon-
densaattorimme on 1-ulotteinen ja se koostuu pisteistd -2, 0 ja 1, katso Ku-
va 2. Saamme kapasitanssin selville tutkimalla funktioita u, joille u(0) = 1,
u(-2) = 0 = u(1) ja jotka ovat derivoituvia véleilld (-2, 0) ja (0, 1). Kapasitanssi

on lausekkeen . '
f [t (x)| dx +f [u’ (x)| dx
2 0

pienin arvo, kun u on ylld mééritelty derivoituva funktio. Vaikka 1-ulotteisia
kondensaattoreita ei voi olla olemassa, niin ylld kuvatun minimointiongelman
muuttaminen 3-ulotteiseksi johtaa todellisen tilanteen mallintamiseen ja oikean
kondensaattorin kapasitanssin ratkaisemiseen.

-2 -1 0 1

Kuva 2. Kondensaattorin kapasitanssin laskeminen: pisteet —2, 0
ja 1 sekd ehdokasfunktioita.

Analyysia sovelletaan my0s ladketieteelliseen kuvantamiseen kuten ront-
gen, tietokonetomografia tai PET. Kuvauksen aikana suoritetaan useita mittauk-
sia, joiden perusteella muodostetaan kuva. Kuvan muodostaminen eli rekon-
struktio tapahtuu teoriassa laskemalla integraalien arvoja mitatuista arvoista.
Integraalit lasketaan niin kutsuttujen projisiosuorien suuntaisesti. Kaytannossa
integraalien laskemisen lisdksi laskennassa tehdddn useita korjauksia liittyen
tysikaalisiin ilmi6ihin.

Elektroreologiset nesteet ovat ryhma nesteitd, joiden viskositeetti eli vir-
tausvastus riippuu siitd, onko neste sahkokentédssd vai ei. Nama nesteet ovat
esimerkki dlykkaista materiaaleista, joiden tutkimus on tdlla hetkelld aktiivista
niin matematiikassa kuin insinodritieteissdkin. Nadiden(kin) nesteiden virtausta
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voidaan mallintaa sopivilla osittaisdifferentiaaliyht&loilla. Osittaisdifferentiaa-
liyhtdldiden ja niiden ratkaisujen ymmartamiseksi tarvitaan ainakin jatkuvuu-
den, derivaatan ja integraalin kisitteitd. Kaikkia osittaisdifferentiaaliyhtdloita
ei osata ratkaista, joten niiden ratkaisu joudutaan selvittimddn numeerisesti.
Téassé kirjassa esiteltdvit Taylorin polynomit ovat keskeinen ldhtokohta numee-
risissa menetelmissa.

Lukiosta yliopistoon

Lukion matematiikassa opitaan differentiaalilaskentaa. Tulokset annetaan
valmiina laskusdantoina ilman tasmallistd perustelua. Tassa kirjassa kdydaan
perusteellisesti ldpi ndiden tulosten teoria. Seuraavissa esimerkeissa tarkastel-
laan ylioppilaskokeen matematiikan tehtdvid ja niiden ratkaisuihin liittyvaa
teoriaa.

Esmmerkkr 1 (Yo pitkd matematiikka, syksy 2012, tehtdava 5). Maérita poly-
nomin f(x) = x> — 6x* — 15x + 2 suurin ja pienin arvo vililla [2, 6].

Ratkaisu. Polynomin f(x) = x*—6x*—15x+2 derivaatta on f’(x) = 3x*>—12x—
15. Derivaatan nollakohdat saamme toisen asteen yhtédlon ratkaisukaavasta. Ne

ovat
12+ V122 + 4315 12 +18 {5,

*= 6 T 6 -l

Naistd vain 5 kuuluu tutkittavalle vilille [2, 6]. Koska f(2) = —44, f(5) = -98 ja
f(6) = =88, antaa f(2) suurimman ja f(5) pienimmdn arvon. Suurin arvo on siis
—44 ja pienin —98. A

Edell4 esitetty ratkaisu perustuu lukiossa opittuun sddntdon, jonka mukaan
suljetulla valilld jatkuva ja derivoituva funktio saavuttaa suurimman ja pienim-
méan arvonsa vélin pddtepisteissd tai derivaatan nollakohdissa. Tasséd kirjassa
tdamd sdantd on Lause 5.5.5. Miten Lause 5.5.5 todistetaan? Meiddn on ainakin
osattava derivoida ja ymmarrettdva jatkuvuus, mutta tdma ei riitd. Lisdksi tar-
vitsemme lukujonon ja funktion raja-arvot ja Bolzanon-Weierstrassin lauseen.
Kuvasta 3 selvidd ndiden méaaritelmien ja tulosten suhde kdytettyyn lauseeseen.

lukujonon raja-arvo 2.2.2 Lause2.3.2 < supremum 1.2.2
Lause 2.2.9 Bolzano-Weierstrass 2.3.4

/

jatkuvuus 4.1.1 <— funktion raja-arvo 3.1.1

Lause 4.3.3 Lause 5.5.56 < derivaatta 5.1.1

Lause

Kuva 3. Suljetulla vililla derivoituvan funktion suurin ja pienin
arvo (Lause 5.5.5).
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EsmMerkkr 2 (Yo pitkd matematiikka, kevat 2012, tehtdva 13). Funktioiden
f(x) =1—xja g(x) = 3 cos x kuvaajilla on kolme leikkauspistettd. Laske koordi-
naateille kaksidesimaaliset likiarvot valitsemallasi numeerisella menetelmalla.

Kuva 4. Funktiot f(x) =1 - xja g(x) = 3 cosx.

Ratkaisu. Funktioiden f ja g kuvaajat ovat Kuvassa 4. Méaaritelldan funktio
h: R — R asettamalla h(x) = f(x) — g(x) = 1 —x — 3 cosx. Talloin funktio & on
jatkuva joukossa R.

Koska h(-0,885) < —0,014, h(-0,89) > 0,0017 ja h on jatkuva, on funktiolla &
nollakohta valilla (—0,885; —0,89). Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo on
siis —0,89.

Koska h(1,86) < —0,0044, h(1,865) > 0,0049 ja h on jatkuva, on funktiolla &
toinen nollakohta valilla (1,86; 1,865). Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo
on 1,86.

Koska h(3,635) > 0,0071, h(3,64) < —0,0049 ja h on jatkuva, on funktiolla &
kolmas nollakohta vililla (3,635; 3,64). Nollakohdan kaksidesimaalinen likiarvo
on 3,64.

Leikkauspisteiden y-koordinaatit ovat f(-0,89) = 1,89, f(1,86) = —0,86 ja
£(3,64) = —2,64. Leikkauspisteet ovat siis (—0,89; 1,89), (1,86; —0,86) ja (3,64; —2,64).

A

Tédssd esimerkissd numeeriseksi menetelméksi on valittu haarukointi eli
Bolzanon lauseen soveltaminen. Misti tieddmme, ettd haarukointi toimii kaikilla
jatkuville funktioille? Misti tiedidmme, etti tehtivin funktiot ovat jatkuvia? Tai tar-
kemmin, mistd tieddmme, ettd kosini on jatkuva. Voidaksemme todistaa, et-
td haarukointi toimii, tarvitsemme lukujonon raja-arvon, funktion raja-arvon,
funktion jatkuvuuden ja Bolzanon lauseen. Kosinin jatkuvuuteen tarvitaan sa-
mat késitteet. Ne ovat Kuvassa 5.

Esimerkki 3 (Yo pitkd matematiikka, kevit 2010, tehtdva 2a). Laske integraali

1
f (" + 1) dx.
0
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lukujonon raja-arvo 2.2.1 funktion raja-arvo 3.1.1 —— jatkuvuus 4.1.1

\/

juurifunktio 4.2.6 < Bolzano 4.2.1 — > haarukointi 4.2.11

l —

kosinin jatkuvuus 4.2.9 ————> ratkaisu

Kuva 5. Bolzanon lause ja haarukointi.

RaTkaisu.

1
f(ex+1)dx:el+1—(e°+0):e. A
0

Nédenndisestd helppoudesta huolimatta tdima tehtdvan takana on erittdin sy-
vallisid tuloksia. Miten Neperin luku e miidritelliin? Kuinka miiritelldin Neperin
luku korotettuna irrationaalilukupotenssiin? Millaiset funktiot ovat integroituvia? Mi-
ten integraalin arvo saadaan selville? Integraalien laskemiseen tarvitaan merkittava
osa tdiman kirjan sisdltamasta teoriasta. Késitteet 16ytyvat Kuvasta 6.

lukujonon raja-arvo 2.2.1 Bolzano-Weierstrass 2.3.4
|
funktion raja-arvo 3.1.1 — jatkuvuus 4.1.1 Lause 4.3.2
I
Luvun e maaritelmé 2.3.6 derivaatta 5.1.1 Lause 4.3.3
| —
Luvun e* méédritelmd 6.1.4 < Bolzano 4.2.1 Rolle 5.3.3 —> Viliarvol. 5.3.5

|

Dye* =¥ 6.2.6 — > Ratkaisu <————— Anal. perusl. 8.2.10

i 1
Kuva 6. Miten saadaan fo e dx =el —e”?

Mihin tarvitaan tarkkoja maaritelmia?

Mihin tarvitaan tarkkoja méaritelmid? Erityisesti mihin tarvitaan raja-arvon
(¢, 6)-madritelmaa? Mitd vikaa lukiossa esitetyssd madritelmédssa on? Lukiossa
raja-arvo ja sitd kautta funktion jatkuvuus maéritelldan usein graafisen tulkin-
nan kautta. Monissa helpoissa tilanteissa tdima on riittdvaa. Kaikkia ilmioitd ei
kuitenkaan saada esille ilman tdsmallisid maaritelmid. Ajatellaan esimerkiksi
funktiota

x, kunx >0,

f) = {

¢, kunx<0.
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Kun ¢ = 0, niin funktio on jatkuva. Jos sen sijaan luku c on hyvin ldhelld nolla,
vaikka ¢ = 107, niin kuvaajasta on vaikea tehdd johtop&atostd jatkuvuudes-
ta. Ongelma ei vilttamatta ratkea katsomalla kuvaa oikeassa mittakaavassa.
Esimerkiksi kuvasta on vaikea sanoa, onko funktiolla f: R — R, f(0) = 0 ja
f(x) = sin(1/x), kun x # 0, raja-arvoa origossa, tai kuvaajasta on vaikea huo-
mata, ettd funktio f: (10,0) — R, f(x) = In(In(In(x))), on (aidosti) kasvava ja
lim, e f(x) = oo.

Jatkuvuuden maéarittely graafisen tulkinnan kautta saattaa aiheuttaa vda-
rinkdsityksid, jos funktio ei ole médritelty kaikilla reaaliluvuilla. Esimerkiksi
funktio f(x) = 1 on maééritelty kaikilla muilla reaaliluvuilla paitsi silloin, kun
x = 0. Funktio on jatkuva maérittelyjoukossaan, vaikka lukion jatkuvuuden
perusteella voisi ajatella sen epdjatkuvaksi.

Téssd kirjassa esitetyistd madritelmistd ainakin tasainen jatkuvuus (Mééritel-
maé 4.4.1) ja tasainen suppeneminen (Maéritelma 11.1.2) edellyttavét tasmallista
(¢,6)-madritelmaa. Tasaisesta jatkuvuudesta seuraa esimerkiksi, ettd suljetulla
valilld jatkuva funktio on integroituva (Lause 7.2.3). Tasaisesta suppenemisesta
seuraa esimerkiksi, ettd jatkuvista funktioista koostuvan funktiojonon rajafunk-
tio onjatkuva (Lause 11.1.7) tai ettd potenssisarja voidaan integroida ja derivoida
termeittdin (Korollaarit 15.3.11 ja 15.3.14).

Kirjan rakenne

Olemme suunnitelleet tdima kirjan yliopistoon matematiikan ensimmadisen
vuoden padaineopiskelijoiden analyysin kursseille, joiden nimet Helsingin ja
Turun ylipistoissa ovat Analyysi Ija Analyysi II. Kirjan osat 1 ja 2 kattavat syk-
syn kurssin ja osat 3, 4 ja 5 kevaan kurssin. Kirjoittajien mielestd keskeisimmat
lauseet on ladottu tummennetun laatikon sisddn. Tahdelld merkityt luvut laa-
jentavat aihepiirin tietimystd ja ne voidaan jattdd valiin kokonaisuuden siitad
karsimatta. Lisaksi liitteisiin on koottu sekd valmistelevaa materiaalia ettd teo-
riaa laajentavaa materiaalia. Kirjassa olevat historialliset tiedot on koottu eri
lahteistd, kuitenkin etupéassa lahteistd[6, 16], eikd niitd ole tarkistettu. Ndiden
historiallisten tietojen osalta tdtd kirjaa ei saa kdyttdd lahteena.

Kirja alkaa Luvulla 1, jossa esitellddn reaalilukujen aksioomat sekd funk-
tion mddritelma. Osa 1 késittelee raja-arvoa. Luvussa 2 kasitelldan lukujonon
raja-arvoa ja Luvussa 3 funktion raja-arvoa. Meiddn mielestimme lukujonon
raja-arvo kannattaa kisitelld ennen funktion raja-arvoa, koska ndin opiskeli-
jat pdasevat harjoittelemaan haastavaa (¢, 0)-médritelméad ensin helpommassa
lukujonon tapauksessa.

Osa 2 alkaa funktion jatkuvuudella (Luku 4) ja siirtyy sitten derivoituvuu-
teen (Luku 5). Nama luvut muodostavat tiiviin ja tirkedn kokonaisuuden. Vii-
meisessd Luvussa 6 kerrotaan, miten potenssin eksponentiksi voidaan laittaa
rationaalilukujen lisdksi my0s irrationaalilukuja.

Osa 3 kasittelee Riemannin integroituvuutta. Luvussa 7 mddritellddn Rie-
mannin integraali rajoitetuille funktioille ala- ja yldsummien avulla. Luvussa 8
tutkitaan Riemannin integraalin ja derivaatan vilisid yhteyksia tutustumalla in-
tegraalifunktioon. Luvussa 9 tutustutaan erilaisiin integraalin laskemisen tek-
niikoihin. Luvussa 10 Riemannin integraalin mdaritelma laajennetaan rajoitta-
mattaomille funktioille.
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Osassa 4 kasitellddn funktiojonoja ja hankalien funktioiden arviointia hel-
pompien funktioiden avulla. Luvussa 11 esitellddn tasaisen suppenemisen ka-
site. Tasainen suppeneminen on hyddyllinen, koska siind jatkuvuus ja integroi-
tuvuus periytyvat rajafunktiolle. Luvussa 12 tutustutaan funktion arviointiin
Taylorin ja Maclaurinin polynomeilla, jotka ovat sovelletun matematiikan pe-
rustyokaluja.

Viimeisessd osassa 5 késitellddn sarjoja. Luvussa 13 tutkitaan sarjojen sup-
penemista. Luvussa 14 tutustutaan vuorotteleviin sarjoihin sekd sarjan termien
ryhmittelyyn ja uudelleenjarjestimiseen. Viimeisessd luvussa 15 késitelldan po-
tenssisarjoja ja laajennetaan Taylorin polynomit sarjoiksi.

2. Lukuj. raja-a.

3. Funktion raja-a. ‘ 9. Integroimistekn. ‘

‘ 13. Sarjan suppenem. ‘ 4. Jatkuvuus 5. Derivaatta 8. Integraalifunktio ‘

‘ 14. Manipul. sarjat ‘

6. Alkeisfunktiot ‘ 7. Riemannin integr. }:){ 10. Epéoleellinen integr. ‘

15. Potessisarjat 12. Taylorin polynomi ‘ ‘ 11. Tasainen suppen. ‘

Kirjan lukujen véliset merkittavimmat riippuvuudet. Yksinkertai-
nen nuoli kuvaa riippuvuutta ja kaksinkertainen vahvaa riippu-
vuutta.






LUKU 1

Reaaliluvut ja funktion maaritelma

Tassd luvussa kédsittelemme reaalilukujen ja funktioiden perusominaisuuk-
sia. Luvun asiat eivdt muodosta kokonaisuutta vaan antavat tarpeellisen teo-
reettisen pohjan Osien 1-4 asioihin. Luvussa 1.1 maérittelemme reaaliluvut
aksiomaattisesti. Erityisen keskeistd tdydellisyysaksiomaa kasitelldan Luvus-
sa 1.2. Luvussa 1.3 esittelemme induktion, jota Luvussa 1.4 sovellamme po-
tenssiepdyhtaloihin. Luvussa 1.5 méaérittelemme funktion ja tutkimme sen omi-
naisuuksia. Viimeisessd luvussa, Luvussa 1.6, annamme trigonometrisille funk-
tioille geometrisen méaritelman.

1.1. Reaalilukujen kunta- ja jarjestysaksioomat

Analyysi perustuu reaalilukujen teoriaan. Ennen varsinaiseen analyysiin
siirtymistd esitimme reaalilukujen aksioomat, joista kaikki reaalilukujen omi-
naisuudet voidaan johtaa. Tdssd luvussa esitetyt reaalilukujen ominaisuudet
ovat lukiosta tuttuja, joten halutessaan tdiméan luvun voi jattdad valiin ja palata
sithen algebran opintojen yhteydessa.

Merkitsemme reaalilukujen joukkoa R, joka tarkoittaa siis kaikkia reaalilu-
kuja. Tdssd kirjassa emme esittele joukon yleistd maaritelmad, vaan ajattelemme
joukon koostuvan kokoelmasta alkioita. Yleiseen joukkoon liittyvid merkintoja
on esitelty liitteessd A.

Reaalilukujen joukko R on algebrallisilta ominaisuuksiltaan kunta, jossa on
madritelty kaksi laskutoimitusta, yhteenlasku +ja kertolasku -. Kahden reaaliluvun
x,y € Rsummaon x+y € Rjatulo on x -y € R. Tulossa kertomerkki jatetddan
yleensd kirjoittamatta ja merkitdaan xy.

Kunta-aksioomat:

(K1) x + y = y + x kaikilla x, y € R (yhteenlaskun vaihdannaisuus).

(K2) (x+vy) +z=x+(y +z) kaikilla x, y, z € R (yhteenlaskun liitinn&isyys).

(K3) On olemassa sellainen reaaliluku 0, ettd x + 0 = x kaikilla x € R (nolla-
alkio).

(K4) Jokaista reaalilukua x € R vastaa reaaliluku y € R siten, ettd x + y = 0.
Talloin merkitddn y = —x (vastaluku).

(K5) xy = yx kaikilla x, y € R (kertolaskun vaihdannaisuus).

(K6) (xy)z = x(yz) kaikilla x, y, z € R (kertolaskun liitdnndisyys).

(K7) x(y + z) = xy + xz kaikilla x, y, z € R (osittelulaki).

(K8) On olemassa sellainen reaaliluku 1, ettd 1 - x = x kaikilla x € R (ykkos-
alkio).

(K9) Jokaista reaalilukua x € R, x # 0, vastaa reaaliluku y € R siten, etta
xy = 1. Talloin merkitddn y = 1 tai y = x~* (kdénteisluku).

Tassd kirjassa ymmarramme luonnolliset luvut IN; = {1, 2,3, ...}, kokonais-

luvut Z ja rationaaliluvut Q reaalilukujen osajoukkoina. Luonnolliset luvut

15
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madrittelemme ykkosalkion avulla: 1 € IN; ja jos n € INy, niin n + 1 € IN;. Ko-
konaisluvut Z saamme luonnollisista luvuista lisidmalld joukkoon IN; nolla-
alkion 0 ja jokaisen luonnollisen luvun vastaluvun eli joukon {-x: x € INy}.
Rationaaliluvut Q saamme kokonaisluvuista asettamalla

Q={£:n,meZ,m¢0}.
m

Lisdksi joukolle {0} U IN; kdytdamme merkintdd Ny ja joukon R \ Q alkioita
kutsumme irrationaaliluvuiksi.

Kunta-aksioomista seuraa useita tarkeitd reaalilukujen ominaisuuksia. En-
simmadiset niistd koskevat nolla- ja ykkosalkion sekd vasta- ja kddnteisluvun
yksikasitteisyytta.

Lausk 1.1.1. Reaalilukujen joukossa on yksi nolla-alkio O ja yksi ykkdsalkio 1.

Tobistus. Olkoon 0" € R luku, jolla x + 0’ = x kaikilla x € IR. Valitsemalla

x = 0saamme 0+ 0" = 0. Jos taas aksioomassa (K3) valitaan x = 0/, niin saamme

0" + 0 = 0". Koska reaalilukujen yhteenlaskun vaihdannaisuuden eli aksiooman

(K1) mukaan 0 + 0" = 0’ + 0, niin 0’ = 0. Né&in ollen reaalilukujen joukossa

on vain yksi nolla-alkio 0. Huomaa, ettd aksiooma (K3) takaa nolla-alkion O
olemassaolon.

Vastaavasti voidaan osoittaa ykkosalkion 1 yksikésitteisyys (Tehtdava 1.1.5).

O

Seuraavan tuloksen mukaan reaalilukujen summa ja tulo (silloin kun kum-
pikaan tulon tekija ei ole 0) ovat yksikasitteisid.

Lause 1.1.2. Olkoot x,y,z € R. Jos x+y = x +z, niin y = z. Vastaavasti, jos x # 0
jaxy =xz, niny =z

Tobistus. Olkoon x + y = x + z. Télloin aksioomien (K1), (K2), (K3) ja (K4)
mukaan

y=y+0=y+x+(x) =E+x)+ (=0 =@ +y) + (=)
=x+2)+(x)=z+x)+(—x)=z+x+(—x)=z+0=2z

Vastaavasti voidaan osoittaa tulon yksikésitteisyys (Tehtdva 1.1.6). m|

Lausk 1.1.3. Olkoot a, b € R. Yhtilolli a+x = b on yksikiisitteinen ratkaisu x € R,
jota merkitiign b — a ja kutsutaan lukujen b ja a erotukseksi. Vastaavasti, jos a # 0,
niin yhtilolli ax = b on yksikisitteinen ratkaisu x € R, jota merkitiin % tai bj/a ja
kutsutaan lukujen b ja a osaméadraksi.

Topistus. Huomataan, ettd x = (—a) + b € R on yhtdlon ratkaisu, silld ak-
sioomia (K1), (K2), (K3) ja (K4) kédyttden saadaan

a+x=a+((-a)+b)=@+(-a)+b=0+b=b+0=0.

Jos y € R on yhtdlon a + x = b toinen ratkaisu, niina + x = b = a + y, joten
Lauseen 1.1.2 mukaan x = y.

Vastaavasti voidaan osoittaa yhtdlon ax = b ratkaisun olemassaolo ja yksi-
kasitteisyys (Tehtdva 1.1.7). |
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Muita tuttuja reaalilukujen algebrallisia ominaisuuksia on tehtdvissa 1.1.8—
1.1.12.

Kunnan struktuuriin liittyvien algebrallisten ominaisuuksien lisdksi reaali-
luvuilta vaaditaan, ettd ne voidaan asettaa jdrjestykseen, jolloin reaalilukujen
joukko R muodostaa jirjestetyn kunnan. Jarjestysominaisuus on myds luonnol-
lisilla luvuilla, kokonaisluvuilla, rationaaliluvuilla ja irrationaaliluvuilla, jotka
ovat reaalilukujen joukon osajoukkoja, mutta esimerkiksi kompleksilukuja ei
voida asettaa jarjestykseen.

Jarjestysaksioomat: Reaalilukujen jirjestysrelaatiolla < on seuraavat ominai-
suudet:

(J1) Jos x,y € R, niin ehdoista x < y, x = y ja x > y on voimassa tdsmaélleen
yksi. (Merkinta x > y tarkoittaa samaa kuin y < x.)
(J2) Josx,y,z€ R, x < yjay <z, niin x < z (transitiivisuus).
(J3) Josx,y € R, x > 0jay >0, niin xy > 0.
(J4) Josx,y,z€e Rjax <y, niinx+z <y +z.
Reaalilukujen jdrjestyksen ja suuruusvertailun yhteydessa kdytetddn ylei-
sesti seuraavia merkintoja:
(ml) x<y,josx <ytaix =1y.
(m2) x # y,jos x < y taix > v.
(m3) x>y, josx > ytaix =y.
Samoin seuraavia ilmaisuja kdytetdan yleisesti:

(i1) Jos x > 0, niin sanotaan, ettd x on positiivinen.

(i2) Jos x < 0, niin sanotaan, ettd x on negatiivinen.

(i3) Jos x > 0, niin sanotaan, ettd x on ei-negatiivinen.

(i4) Jos x < 0, niin sanotaan, ettd x on ei-positiivinen.

Reaalilukuvilejda merkitsemme seuraavasti, a,b € IR, a < b: (a, b) on avoin véli
{x e R:a < x < b}, [a,b] on suljettu vili {x € R: a < x < b}, (4,b] on puoliavoin
véli {x € R: 2 <x < b}jala,b) on puoliavoin vili {x € R: a < x < b}.

Lause 1.1.4. Olkoot x, y € R. Talloin x = y, jos javain jos x < y jax > y.

Tobistus. Oletetaan ensin, ettd x = y. Tdlloin merkintdjen (m1) ja (m3) pe-
rusteellax < yjax > y.

Oletetaan sitten, ettd x < y ja x > y. Tehdddn vastaoletus, ettd x # y. Koska
x < yja x > y, niin merkintdjen (ml) ja (m3) mukaan x < y ja x > y ovat
nyt voimassa samanaikaisesti. Tdmd on ristiriita aksiooman (J1) kanssa. Siis
X =Y. O

Joitakin muita tuttuja reaalilukujen jarjestyksen ominaisuuksia on tehtdvissa
1.1.13-1.1.16.

Reaalilukujen joukon yksikasitteiseen karakterisointiin eivit vield riitd kunta-
ja jdrjestysaksioomat, silld esimerkiksi rationaalilukujen joukko toteuttaa ne
kaikki. Sen vuoksi reaalilukujen aksioomajarjestelméd on tiydennettiva seu-
raavassa luvussa esitettdvalla taydellisyysaksioomalla.

Tehtdviad lukuun 1.1.
1.1.5: Osoita, ettd reaalilukujen joukossa on vain yksi ykkosalkio 1.

1.1.6: Olkoot x,y,z € Rja x # 0. Osoita, ettd jos xy = xz, niin y = z.
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1.1.7: Olkoot a,b € Rja a # 0. Osoita, ettd yhtdlolld ax = b on yksikésitteinen
ratkaisu x € R.

1.1.8: Osoita, ettd 0 - x = 0 kaikilla x € R.

1.1.9: Olkoot x, y € R. Osoita, ettd jos xy = 0, niin ainakin toinen luvuista x ja y
on 0.

1.1.10: Olkoot x, y,z € R. Osoita, ettd
@ —(x+y) =(=x)+(-y),
(b) x(y —z) = xy — xz,
(©) (=0)(-y) = xy.
1.1.11: Olkoota,b,c,d € Rjab,d # 0. Osoita, ettd

(@) % = é,jos ja vain jos ad = bc,
a ¢ ac
® % d=w
© a.c_ ad + bc
YvTdT T vd
1.1.12: Osoita, ettd josa € Rjaa # 0, niin (-1)-a = —aja —ia = —%.
1.1.13: Olkoota,b,c,d € Rsekda < bjac < d. Osoita, ettd a +c < b+d. Jos lisdksi

e e e . . . a b
a,b,c,d ovat positiivisia, niin osoita, ettd ac < bd ja ¥ < -

1.1.14: Olkoot x, y,z € R. Osoita, ettd jos x < yja z > 0, niin zx < zy.

1
1.1.15: Osoita, ettd jos x € Rja x > 0, niin —x < 0jax™! = = >0

1.1.16: Osoita, ettda 0 < 1.
1.1.17: Olkoot x € R\ Qja y € Q. Osoita, ettd x + y € R\ Q.

1.2. Infimum, supremum ja tiydellisyysaksiooma

Téssd luvussa kasittelemme reaalilukujoukkojen yla- ja alarajoja. Erityisesti
olemme kiinnostuneita pienimmaésta yldrajasta supremumista ja suurimmasta
alarajasta infimumista. Namad kasitteet ovat keskeisid tdassa kirjassa esiteltdvassa
asiassa.

MAArITELMA 1.2.1: Olkoon E reaalilukujen R epétyhjd osajoukko. Jos on
olemassa sellainen s € R, ettd x < s kaikilla x € E, niin lukua s sanotaan
joukon E ylirajaksi ja joukkoa E sanotaan ylhdiilti rajoitetuksi. Vastaavasti, jos
on olemassa sellainen p € IR, ettd x > p kaikilla x € E, niin lukua p sanotaan
joukon E alarajaksi ja joukkoa E sanotaan alhaalta rajoitetuksi.

Huomaa, ettd joukon ylédraja ja alaraja eivét ole yksikésitteisid. Jos s on joukon
E ylaraja, niin talloin myos s+1,s+2,s+3, .. .ovat joukon E yldrajoja. Esimerkiksi
0ja 1 ovatjoukon (1,2] alarajoja seké 2 ja 3 ovat sen yldrajoja.
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MAARITELMA 1.2.2: Jos E on reaalilukujen R epatyhja ylhaalta rajoitettu osa-
joukko ja jos s on joukon E yldraja, joka toteuttaa epayhtédlon s < x kaikilla
joukon E yldrajoilla x, niin s on joukon E supremum eli pienin yldraja. Talloin
merkitddn s = sup E. Jos joukko E ei ole ylh&alta rajoitettu, niin merkitaan
sup E = 0.

Vastaavalla tavalla méadritellddn infimum eli suurin alaraja.

MAArITELMA 1.2.3: Jos E on reaalilukujen R epdtyhjd alhaalta rajoitettu osa-
joukko ja jos p on joukon E alaraja, joka toteuttaa epayhtédlon p > x kaikilla
joukon E alarajoilla x, niin p on joukon E infimum eli suurin alaraja. Talloin
merkitddn p = infE. Jos joukko E ei ole alhaalta rajoitettu, niin merkitdan
infE = —oco.

Luku s € E on joukon E suurin luku, jos x < s kaikilla x € E ja silloin
merkitsemme s = maxE. Vastaavasti luku p € E on joukon E pienin luku, jos
x > p kaikilla p € E ja silloin merkitsemme p = min E. Seuraavaksi todistamme,
ettd jos joukossa on suurin luku, niin se on joukon supremum, ja jos joukossa
on pienin luku, niin se on joukon infimum. Huomaa kuitenkin, ettd joukossa ei
vélttdmatta ole suurinta tai pienintd lukua, kuten esimerkiksi joukossa (0, 1).

Lause 1.2.4.
(a) Olkoon E reaalilukujen R epityhji ylhdidlti rajoitettu osajoukko. Jos joukossa
E on suurin luku s, niin s = sup E.
(b) Olkoon E reaalilukujen R epityhji alhaalta rajoitettu osajoukko. Jos joukossa
E on pienin luku p, niin p = inf E.

Topistus. (a) Suurin luku s onjoukon E ylédraja, koska kaikilla x € E pétee x <
s. Koska s on yléraja, niin sup E < s. Koska s € E, niin supremumin mééaritelméan
nojalla s < sup E. Ndin ollen s = sup E.

(b) Todistus on samankaltainen kuin kohdan (a) todistus. O

Seuraavaksi esitimme reaalilukujen viimeisen aksiooman eli taydellisyys-
aksiooman, joka erottaa reaaliluvut oleellisesti rationaaliluvuista.

Tdydellisyysaksiooma: Ylhdilta rajoitetulla epdtyhjilld reaalilukujen osa-
joukolla on aina supremum, joka on reaaliluku.

Taydellisyysaksioomasta seuraa, ettd alhaalta rajoitetulla epatyhjalla reaali-
lukujen osajoukolla on aina infimum.

LemMma 1.2.5. Olkoon E alhaalta rajoitettu epiityhjii reaalilukujen osajoukko. Tiillvin
joukon E infimum on reaaliluku.

Tobistus. Olkoon ¢ joukon E erds alaraja. Merkitdan
F={-x:x€E}.

Talloin joukko F on ylh&alta rajoitettu, koska x > c kaikilla x € E antaa —x < —c
kaikilla x € E. Tdydellisyysaksiooman nojalla joukolla F on supremum s € RR.
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Télloin kaikilla x € E pdtee —x < s < —¢, josta saamme x > —s > c kaikilla x € E.
Luku —s on siis joukon E suurin alaraja eli infimum. O

Huomaa, ettd rationaaliluvuilla ei ole tdydellisyys ominaisuutta. Esimerkik-
si rationaalilukujoukko {2,%,%,52, ..} = {(1+1)), 1+1)% (1+3)° (1+7)*% .. .Jon
ylhdalta rajoitettu (esimerkiksi 3 on sen yldraja) mutta joukon supremum ei ole
rationaaliluku. Lukujoukon yleinen termi on x,, = (1 + %)” ja sen raja-arvona on
Neperin luku e = 2,718 (2.3.6), joka on irrationaalinen (C.2). Esimerkissd 1.2.9
osoitetaan ettd nelidjuuri kaksi on irrationaalinen. Geometrisesti taydellisyy-

saksiooman voi tulkita niin, ettd reaaliakselilla ei ole reikia.

EsmvEerkkr 1.2.6. Olkoon E = {1, 1% %,...}. Maéritd joukon E supremum ja
infimum.

Ratkaisu. Luku 1 onjoukon E suurin alkio, joten se on myds sen supremum
(Lause 1.2.4).

Koska kaikilla x € E pétee x > 0, niin luku 0 on joukon E alaraja. Toisaalta,
jos z > 0, niin on olemassa luku x € E, jolle 0 < x < z. Néin ollen luku z ei voi

joukon E alaraja. Luku 0 on siis joukon suurin alaraja eli infimum. A
— (D00 0 ¢ @ ®
0 1

Kuva 1.1. Esimerkin 1.2.6 joukko {1,1,1,1,.. .}

Lause 1.2.7.
(a) Reaalilukujen R epityhjin ylhiiltd rajoitetun osajoukon E supremum on yk-
sikiisitteinen.
(b) Reaalilukujen R epityhjin alhaalta rajoitetun osajoukon E infimum on yksi-
kisitteinen.

Tobistus. (a) Olkoot s ja s” joukon E supremumeja. Koska s’ on eréds joukon
yldraja, niin s = sup E < s’. Vastaavalla tavalla saadaan s’ = sup E < s. Naistd
yhdessd saamme s = 5.

(b) Todistus on samankaltainen kuin kohdan (a) todistus. O

Seuraavassa lauseessa todistamme, ettd joukosta 16ytyy aina lukuja jotka
ovat mielivaltaisen ldhelld joukon supremumia.

Lause 1.2.8.
(a) Olkoon E reaalilukujen R epdtyhji ylhdilti rajoitettu osajoukko. Jokaista € > 0
kohti on olemassa x € E, jolle

supE —¢ <x<supE.

(b) Olkoon E reaalilukujen R epityhji alhaalta rajoitettu osajoukko. Jokaista € > 0
kohti on olemassa x € E, jolle

infE < x <infE + ¢.

Huomaa, ettd Tehtdvassd 1.2.16 todistetaan ylld oleva lause toiseen suuntaan.
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Tobistus. Todistetaan kohta (a). Viitteen oikeanpuoleinen epayhtdlod seu-
raa supremumin maaritelmaésta. Tarkastellaan seuraavaksi vasemmanpuoleista
epdyhtdldad. Tehdddn vastaoletus: on olemassa ¢ > 0, jolle x < sup E — ¢ kaikilla
x € E. Talloin luku sup E - ¢ on joukon E yldraja, joka on pienempi kuin joukon
E supremum. Tama on ristiriita, joten vastaoletus ei voi péted ja supE — ¢ < x
jollekin x € E.

Kohdan (b) todistus on hyvin samankaltainen ja se jatetddan Tehtavaksi1.2.15.

O

Lopuksi osoitamme, ettd V2 on irrationaaliluku. Luvulla V2 tarkoitamme
reaalilukua x, jolle xx = 2.

EsiMeRrkkI 1.2.9. On olemassa positiivinen reaaliluku x, jolle xx = 2ja x ¢ Q.

Ratkaisu. Tutkitaan joukkoa A = {x € R: x > 0ja xx < 2}. Joukko A on epa-
tyhja ja ylhaalta rajoitettu, koska (esimerkiksi) 0 € Aja2 onjoukon A erds yldraja.
Taydellisyysaksiooman nojalla joukon A superemum on reaaliluku, merkitdan
a = sup A. Seuraavaksi osoitamme, ettd aa = 2. Teemme tdméan osoittamalla,
ettd epayhtdlot aa < 2 ja aa > 2 johtavat ristiriitaan.

Oletetaan ensin, ettd aa < 2. Merkitddn b = 2/a. Jakamalla epayhtdlo aa < 2
luvulla 2 saamme a < b. Olkoon ¢ = 1(a + b). Talléin a < ¢ < b. Epdyhtilosta
(x—y)(x—y) > 0 saamme suoraan laskettua, ettd (x+y)(x+y) > 4xy. Soveltamalla
tatd luvuille x = a ja y = b saamme cc > ab = 2. Tést4 seuraa, ettd

2 2 4 4

——_= =< = =2,
c ¢ c¢c 2

Saamme, ettd % € A mutta talloin

2 2
Sz, =a

Tama on ristiriitan luvun a méaaritelman kanssa, joten epayhtalo aa < 2 ei voi

patea.

Oletetaan sitten, ettd aa > 2. Merkitddn b = 2/a ja c = %(a + b). Jakamalla
epdyhtdloaa > 2luvullagsaammea > b,jotenb < ¢ < a.Soveltamalla epayhtaloa
(x+y)(x+y) > 4xyluvuille x = aja y = bsaamme cc > ab = 2. Joten kaikilla x € A
pétee, xx < 2 < cc. Tastd seuraa, ettd c on joukon A yldraja mutta koska ¢ < a
niin tdstd seuraa ristiriita luvun 4 méaaritelman kanssa. Saamme, ettd epayhtdlo
aa > 2 eivoi pdted.

Olemme osoittaneet, ettd on olemassa positiivinen reaaliluku g, jolle aa = 2.
Lopuksi osoitamme, ettd a on irrationaaliluku.

Tehdéaan vastaoletus, ettd a on rationaaliluku. Talloin on olemassa m, n € IN;,
joille a = %. Voimme olettaa, ettd luvuilla m ja n ei ole muita yhteisid tekijoita
kuin 1 eli ettd murtoluku ‘* on supistetussa muodossa. Tdlloin 2 = - & = 28,
josta saamme mm = 2nn. Talloin luku mm on parillinen, josta seuraa ettd m
on parillinen (Tehtdva 1.2.17). Voimme kirjoittaa luvun m muodossa 2r jollekin
luonnolliselle luvulle r. Sijoittamalla m = 2r yhtaloon mm = 2nn saamme 2rr =
nn. Koska luku nn on parillinen, niin myos luku n on parillinen. Koska m ja n
ovat parillisia, niin luvuilla m ja n on yhteinen tekija 2. Tdma on ristiriita, joten
a ei ole rationaaliluku. A
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Tehtivia lukuun 1.2.

1.2.10: Olkoon x,y > 0. Osoita, etti —— = min{2, 1}.

max{x,y} x’y

1.2.11: Olkoot A, B C IR epétyhjid. Oletetaan, ettd a on jouikon A yléraja ja b on
joukon B ylaraja. Tutki ovatko seuraavat véitteet tosia.

(@) a + b onjoukon A U B yléraja.
(b) ab on joukon A N B ylaraja.
(c) a—bonjoukon A\ B yléraja.

1.2.12: Mdéritd seuraavien joukkojen infimum ja supremum. (a) [1, 3], (b) (5,7],
(©) [-4,3) U[1,4), (d) {1 +line 1N1}.

1.2.13: Olkoot A, B C R, A C B. Osoita, ettd sup A < sup Bja inf B < inf A.

1.2.14: Olkoon m € IN; ja E, C R jokaisella n = 1,2,...,m. Jos s, = supE, ja
pn = inf E,;, niin mddritd sup(E; UE, U ---UE,,)jainf(E; UE, U---UE,)?

1.2.15: Todista Lauseen 1.2.8(b).

1.2.16: Olkoon A C R ylhaalta rajoitettu ja M € R. Osoita, ettd jos x < M kaikilla
x € Ajajokaista ¢ > 0 kohti on olemassa x € A, jolle x > M — ¢, niin M = sup A.

1.2.17: Olkoon m € IN;. Osoita, ettd jos m? on parillinen, niin m on parillinen.
Tassa m? = mm.

1.3. Matemaattinen todistaminen ja induktio

Matematiikassa tulokset todistetaan lahtien annetuista oletuksista. Oletuk-
set voivat olla erityisesti kyseiseen tulokseen liittyvid, jolloin ne merkitddn na-
kyviin tuloksen muotoilussa. Oletukset voivat olla myos aksioomia (eli perus-
lauseita), jotka ovat voimassa kaikille tuloksille ja joiden perusteella todistetaan
uusia tuloksia. Ajatuksena on, ettd aksioomia on mahdollisimman vahén ja et-
td ne ovat mahdollisimman yksinkertaisia. Esimerkiksi reaalilukuihin liittyvat
aksioomat on esitetty luvuissa 1.1 ja 1.2.

Matematiikassa tuloksia kutsutaan lauseiksi, lemmoiksi (eli apulauseiksi)
tai korollaareiksi (eli seurauksiksi). Todistus on looginen perustelu, jonka pi-
tdisi vakuuttaa lukija tuloksen oikeellisuudesta. Matemaattinen tulos voidaan
muotoilla usealla eri tavalla. Usein muotoilu on: jos jokin on voimassa, niin siitd
seuraa jotain. Jos my0s pdinvastainen tulos on voimassa, niin tulos on tapana
muotoilla kahden jos lauseen sijaan muodossa jos ja vain jos. Esimerkiksi muo-
toilu ”A jos ja vain jos B” tarkoittaa, ettd “jos A, niin B”, ja “jos B, niin A”. Ylei-
simmin matemaattinen todistus etenee alkaen oletuksista ja padattyen lauseessa
esitettyyn tulokseen. Téllaista todistusta kutsutaan suoraksi todistukseksi.

Esmmerkkr 1.3.1. Kahden parittoman kokonaisluvun summa on parillinen.

Topistus. Olkoon luvut a,b € Z parittomia. Nyt on olemassa sellaiset koko-
naisluvut p,q € Z, ettda =2p + 1jab = 29 + 1. Saamme

a+b=2p+1)+(29+1)=2(p+g+1),

joten a + b on parillinen. m|
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Matemaattisen tuloksen todistus voi edetd muullakin tavalla kuin suoras-
sa todistuksessa ja nédistd esimerkkeind kasittelemme seuraavaksi epdsuoran
todistuksen ja induktiotodistuksen.

Epésuora todistus tarkoittaa todistusta, jossa johdetaan viitteen vastakoh-
dasta tulos, joka ei ole sopusoinnussa oletusten kanssa. Vditteen vastakohtaa
kutsutaan vastaoletukseksi, ja tuloksen, joka ei ole sopusoinnussa oletusten
kanssa, sanotaan tuottavan ristiriidan.

Esmmerkkr 1.3.2. Kahden parittoman kokonaisluvun summa on parillinen.

Topistus. Olkoon luvut g, b € Z parittomia. Tehddan vastaoletus, ettd myos
a+ b on pariton. Nyt on olemassa sellaiset kokonaisluvut p,q € Z, ettda = 2p +1
jaa+b=2q+1. Télloin

b=@+b)-b=29+1)+2p+1)=2(g+p+1),
joten b on parillinen. Tdma on ristiriita oletuksen (b on pariton) kanssa, joten

viéite on tosi. O

Seuraavaksi tarkastelemme induktiotodistusta.

Induktioaksiooma: Olkoon A C IN;. Jos joukolla A on ominaisuudet

(@) 1€eAja
(b) jokaisella n € A pdtee, ettd n+ 1 € A,

niin A = INj.
Lausk 1.3.3. Olkoon P sellainen luonnollisten lukujen omainaisuus, ettii seuraavat
ehdot ovat voimassa:

(@) luvulla 1 on ominaisuus P;
(b) jokaisella n € INy piitee, ettd jos luvulla n on ominaisuus P, niin myos luvulla
n + 1 on ominaisuus P.

Tilloin kaikilla n € Ny on ominaisuus P.

Tobistus. Tutkitaan joukko A = {n € IN; : luvulla n on ominaisuus P}. Téal-
16in induktioaksiooman nojalla A = IN; eli kaikilla 7 € IN; on ominaisuus P. O

Lausk 1.3.4. Olkoon P sellainen luonnollisten lukujen ominaisuus, etti seuraavat
ehdot ovat voimassa:

(@) luvulla 1 on ominaisuus P;
(b) jokaisella n € IN; piitee, etti jos kaikilla Iuonnollisilla luvuilla k < n on
ominaisuus P, niin myds luvulla n + 1 on ominaisuus P.

Tiilloin kaikilla n € Ny on ominaisuus P.
Tobistus. Tarkalleen samalla tavalla kuin Lauseen 1.3.3 todistus. m|

Lauseissa 1.3.3ja 1.3.4 kohtaa (a) kutsutaan alkuaskeleeksi ja kohtaa (b) induk-
tioaskeleeksi.

Esmmerkkr 1.3.5. Todista induktiolla, ettd jokaiselle n € IN;

_ nn+1)

1+---4
T
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Ratkaisu. Todistamme tuloksen Lauseen 1.3.3 avulla eli induktiolla.
Alkuaskel (a) on voimassa, koska

_1-(1+1)
=—F
Oletetaan seuraavaksi, ettd luvulla n on voimassa
_nn+1)

= >

Osoitetaan, ettd induktioaskel (2) on voimassa eli ettd tulos patee myos luvulla
n+ 1. Nyt

1

1+---+n

1 1) +2 1
1+---+n+(n+1):n(nJr )+(n+1):n(n+ ); (n+1)
_(m+D)n+2) m+1)((n+1)+1)
- 2 - 2
ja tulos seuraa Lauseesta 1.3.3. A

Lauseissa 1.3.3 ja 1.3.4 kokonaislukujen joukkoa voidaan muuttaa valitse-
malla kohdassa (a) kokonaisluku a luvun 1 sijaan ja korvaamalla joukko IN;
joukolla {a,a +1,...}.

Tehtdviad lukuun 1.3.
1.3.6: Todista induktiolla, ettd jokaiselle n € IN;
2+4+---+2n=nn+1).
1.3.7: Osoita, ettd jokaisella n € IN;
143+ +2n+1=n"
1.3.8: Osoita, ettd jokaisella n € IN;

n® + 5n
6

on kokonaisluku.

1.4. Potenssi ja summamerkintd

Téssd luvussa tutustumme potenssin kisitteeseen reaaliluvuille silloin, kun
eksponentti on kokonaisluku. Lisdksi otamme kdyttoon summamerkinnan. Po-
tenssit ovat keskeinen teema tdssa kirjassa. Tdssd luvussa esitellddn tapaus x",
n € Z. Luvussa 4.2 "Bolzanon lause ja kddnteisfunktion jatkuvuus” on tapaus
x7, g € Q. Tapaus x#, p € R, on Luvuissa 6.1 "Irrationaaliluku eksponentti-
na”, 6.2 "Eksponenttifunktio ja luonnollinen logaritmifunktio”, ja 6.3 "Yleiset
eksponentti- ja potenssifunktiot".

MAARITELMA 1.4.1: Kaikilla reaaliluvuille x méaritelldan x' = x. Jokaisella
n € N ja x € R méadritelldan x™*!' = x"x.

Funktiota x — x" kutsutaan potenssifunktioksi ja se on madritelty kaikilla
reaaliluvuilla.
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Lausk 1.4.2. Kaikilla x,y € R ja m,n € IN; pitee
xn+m — x?’l . xm, (xﬂ)m — xn~m ]'a (xy)m — xmym'

Topistus. Todistetaan ensimmdinen vaite. Muut kohdat todistetaan Tehta-
vissd 1.4.11 ja 1.4.12. Todistetaan vdite induktiolla muuttujan n suhteen. Jos
n =1, niin vdite patee madritelman nojalla. Tehddan induktio-oletus: viite pa-
tee arvolla n. Tutkitaan sitten tapausta x™*"*1. Maéritelman perusteella saamme
xmn+l = ymny Induktio-oletuksen nojalla x™*" = x™x". Yhdistdmé&lld ndma ja
kayttamalld madritelmad saamme

m+n+1 _ mn+1

X X"y = x"x"x = x"x

Induktioperiaatteen nojalla véite patee kaikilla n € IN;. m|

Oletetaan sitten, ettd x # 0 ja m,n € Ny, m > n. Télloin edellisen lauseen
perusteella saamme x"x™ " = x"*"™) = x™ Jakamalla yhtdlén molemmat puolet
termilld x"” saamme f{—': = x"".

Seuraavaksi laajennamme potenssin méaritelméan negatiivisille kokonaislu-
vuille ja nollalle.

MAARITELMA 1.4.3: Reaaliluvulle x # 0 maaritellaan

=1 ja x‘”:%kunneﬂ\h.

Huomaa, etti emme maédrittele laskutoimitusta 0°. Jos méérittelisimme 0° =
1, niin edellé esitetyt laskusaannot eivét toteutuisi. Silloin saisimme esimerkiksi
1=0=0"1=00"=2
. e e e “e oe -O' e . .o “s se e .
Yhdistamalld maéaritelman edelld oleviin laskusdantoihin saamme seuraa-
van tuloksen. Ensimmadinen viite todistetaan Tehtdvassa 1.4.13.

Lausk 1.4.4. Kaikilla reaaliluvuilla x # 0 ja kokonaisluvuilla m, n € Z piitee
x)’l+1’l’l — xi’l . x?’l’l, (xi’l)m — xn~m ]'a (xy)m — xmym.

Seuraavaksi tarkastelemme Bernoullin epdyhtélod, jonka esitti vuonna 1689
sveitsildinen matemaatikko Jacob Bernoulli (1654-1705).

Esmverkkr 1.4.5. Todista Bernoullin epiyhtilo: reaaliluvuille x > -1 ja luon-
nollisille luvuillen = 1,2, 3, ... on voimassa

1T+x)">1+nx.

Ratkaisu. Todistamme lauseen induktiolla. Alkuaskel on voimassa, koska
arvolla n = 1 saadaan

1+x)t=14+x=1+1-x.
Oletetaan, ettd luvulle n pdtee (1 + x)" > 1 + nx. Luvulle n + 1 saadaan
A+ =1 +x)1 +x)" > 1 +x)(1 +nx)
=l+nmx+x++n=1+m+Dx+n® =14+ m+ .

Viite seuraa Lauseesta 1.3.3. A
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Esimerkki 1.4.6. Todista, ettd kokonaisluvuille # > 3 on voimassa
n* > 3n.

Ratkaisu. Todistamme lauseen induktiolla. Alkuaskel on voimassa, koska
arvolla n = 3 saadaan
32=9>9=3-3.
Todistetaan seuraavaksi induktioaskel. Oletetaan, ettd luonnollisella luvulle n >
3 pétee
n* > 3n.
Luvulle n + 1 saadaan
m+1)?=n’+2n+123n+2n+1=3n+3=3n+1).
Viite seuraa Lauseesta 1.3.3. A
Esittelemme seuraavaksi summamerkinnan. Olkoon a ja | > a kokonaislu-
kuja ja x4, X441, . . ., x; reaalilukujono. Merkitsemme
!
Zxk:xu+xa+1 + -+ X5
k=a
Esmmerkkr 1.4.7. Todista induktiolla, ettd jokaisella n € INj

n 2 2
p o 1)y
kZ_() 4

Ratkaisu. Todistamme tuloksen induktiolla.
Alkuaskel (a) on voimassa, koska

02 . 12
==
Oletetaan seuraavaksi, ettd luvulla n on voimassa

i = n?(n +1)2
k=0

0

4

Osoitetaan, ettd induktioaskel (b) on voimassa eli ettd tulos patee myos luvulla
n+1. Nyt

§k3=[ik3]+(n+1)3: M+<n+1)3: n?(n+1)° +4(n +1)°

k=0 k=0 4 4
P+ 1)+ (@n+4dm+1)7? (P +4n+ 4+ 1)
- 4 - 4
_(n+2Pm+17?  (n+1)*((n+1)+1)
- 4 - 4
ja tulos seuraa Lauseesta 1.3.3. A

Seuraava lause on nimeltdan binomikaava, joka on peruslaskusdanto bino-
mikertoimille. Lukujen 1, k € Ny, joille k < n, binomikerroin on luku
(n) n! B 1+24---+n
k

K-k (1+2+- +RA+2+--+n-k)
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Merkinté (}) luetaan "7 alle k” tai “n yli k:n”

Lemma 1.4.8. Olkoon n,k € Ny ja k < n. Silloin

)= G0)

Topbistus. Todistus saadaan laskemalla

n no\_ n! n!
(k) - (k+ 1) T =k (k+ )l —k=-1)

_ (k+1)n! (n —k)n!

T kA0 k+ D=k

_k+1l+n-k _ n+1 _[n+1

S k+Dn-k!  (k+D(n-k)! (k+1)' -

Lause 1.4.9. Olkoon x,y € R\ {0} jan € IN;y. Silloin

(x+y)' = Z (Z)x”_kyk.

k=0
Tobistus. Todistamme tuloksen induktiolla. Koska arvolla n = 1 saamme
(x+y)" =x+y=x1y"+2%",

niin alkuaskel on voimassa.
Oletamme seuraavaksi, ettd tulos on voimassa arvolla n. Luvulle n + 1 saam-

me induktio-oletuksen ja Lemman 1.4.8 avulla

(x+y)”“:(X+y)(x+y)”=(x+y)Z(Z)X”"‘yk
n()nkﬂk Z()nkm

()nk+1k nZH( )n+1kk

:xn+1+ ) n—k+1 k+Z(k 1) n+1-k k+y”+l

— xn+1 + (Z) + (k ﬁ 1)) xn+1—kyk + yn+l

k=1
S (n+1 &+l
I | n+l-k, k n+l _ n+l1-k, k
=X + k )X Yy + Yy = Z( k )X y. O
k=l k:O

LemMma 1.4.10. Olkoon a,q € R jan € IN;. Silloin

n 1- n+l1
Zaqk:a 1_!7 , kung#1,
k=0 q

jas, =na, kunqg=1
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Tobistus. Jalkimmainen viite on selva. Osoitetaan ensimmdéinen vdite in-
duktiolla.
Alkuaskel. Kun n = 1, niin

1-q 1-¢
sl:x0+x1:a+aq:a(1+q):a(1+q)1_q:a Y g+ 1.

Siis kaava pétee arvollan = 1.
Induktioaskel. Oletetaan, ettd kaava patee, kunn =k -1, eli

1-4*
1-q’
Osoitetaan, ettd kaava péatee, kun n = k. Nyt

i.o. 1-4* 1—gk 1 =gk k(1 —
5k+1:5k+xn+1=al_2+aqk:a(1_qq +qk):a( 1 +q( q))

Sk=4a qg#1.

1-gt+g—gtg  1-g
a -

l-q " 1-q°
Induktioperiaatteen nojalla kaava on ndin ollen voimassa kaikilla n € INy, kun
qg#+1 i
Tehtdvid lukuun 1.4.

1.4.11: Osoita induktiolla, ettd kaikilla 1, m € INj ja x € R patee (x")" = x"™.
1.4.12: Osoita induktiolla, ettd kaikilla m € IN; ja x, y € R pétee (xy)" = x"y™.

1.4.13: Osoita, ettd x™x" = x"*" kaikilla x # 0 ja m,n € Z. Kdy erikseen lapi
tapaukset, ettd m ja n ovat samanmerkkisid ja ettd m ja n ovat erimerkkisia.

1.4.14: Osoita, ettd

iiﬁzzmn+nan+n
k=0 6

1.4.15: Todista seuraava epdyhtalo: kokonaisluvulle n € INy on voimassa
(n+1)!>2"

1.5. Funktion mddritelmd, injektio, surjektio ja bijektio

Téssd luvussa esittelemme funktion ja yleisemman relaation késitteet. Tar-
kastelemme myos sitd, milloin relaatio on funktio. Vaikka lukujonon mééritel-
massa tarvitaan funktion kasitettd, niin varsinaisesti timan luvun asioita tarvi-
taan Luvusta 3 “Funktion raja-arvo” alkaen.

Olkoot A ja B epatyhjid joukkoja. Maaritelldan joukkojen A ja B karteesinen
tulo, eli tulojoukko, asettamalla

AXB=1{(ab):acAjabe B}

Jos R € AXB,niin sanotaan, ettd R on relaatio joukosta A joukkoon B. Esimerkiksi,
jos asetamme A = {1,2,3} ja B = {3, 4}, niin

AXB=1{1,2),(1,4),12,3),12,4),3,3),(3,4)}.
Talloin esimerkiksi joukko {(1,2), (1,4)} on relaatio joukosta A joukkoon B.
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MAAriTELMA 1.5.1: Olkoot A ja B epétyhjid joukkoja. Relaatio R € A X B on
funktio (eli kuvaus), jos jokaista a € A kohti on olemassa tdsmaélleen yksib € B,
jolle (a, b) € R. Talloin merkitddn R: A — B. Joukkoa A sanotaan funktion R
mddrittelyjoukoksi tai lihtojoukoksi, joukkoa B sanotaan funktion R arvojoukoksi
tai maalijoukoksi.

Funktiota f: A — B sanotaan reaalimuuttujan funktioksi, jos sen méaaérittely-
joukko A on reaalilukujen osajoukko, ja reaaliarvoiseksi funktioksi, jos sen arvo-
joukko B on reaalilukujen osajoukko. Yleensd kasittelemme funktioita, jotka on
annettu muodossa f: A — R, missdé A C R. Funktiota voidaan myos merkita
x — f(x). Jos funktiolla on lauseke, niin se voidaan antaa suljetussa muodossa,
esimerkiksi f(x) =1 + x2.

A A A e

B o B B / y
Kuva 1.2. Kolme relaatiota joukosta A joukkoon B, joista vain
vasemmanpuoleisin on funktio.

Kuvassa 1.2 on esitetty kolme relaatiota, joista vain vasemmanpuoleisin on
funktio. Keskimmadinen ei ole funktio, koska yhteen maaérittelyjoukon alkioon
liittyy kaksi arvojoukon alkiota. Oikeanpuoleisin ei ole funktio, koska yhteen
madrittelyjoukon alkioon ei liity yhtddn arvojoukon alkiota.

Usein funktion méérittelyssa esiintyvéat joukot ovat véleja.

MAArITELMA 1.5.2: Joukko A C R on vili, jos se on jotakin seuraavista tyy-
peista: [a,a] = {a}, (a,b), [a,D], (a, D], [a,b), (=00, b), (=00, ], (2, ), [a, ) tai R,
missda,beR,a<b.

Relaatiolle voidaan helposti médritelld kddnteisrelaatio. Jos R C A X B, niin
madritellddn sen kiinteisrelaatio asettamalla

R = {(b,a): (a,b) € R).

Talloin R™! ¢ B x A. Esimerkiksi joukosta A = {1,2,3} joukkoon B = {3, 4}
madrittelemdamme relaation {(1,2)(1, 4)} kddnteisrelaatio joukosta B joukkoon A
on {(2,1),(4,1)}.

On syytd huomata, ettd funktion kddnteisrelaatio ei valttamattd ole funktio,
kuten on Kuvassa 1.2 vasemmalla olevan funktion tapauksessa.
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MAArITELMA 1.5.3: Olkoon f: A — B funktio. Jos A" C A, niin
f(A)={f(a)eB:ac A’}

Joukkoa f(A’) kutsutaan joukon A’ kuvaksi. Jos B’ C B, niin
fl(B)=1{a€A: f(a) e B}.

Joukkoa f~!(B’) kutsutaan joukon B’ alkukuvaksi.

Seuraavassa esimerkissd huomaamme, ettd joukon A kuvan f(A) alkukuva
ei vilttimétta ole joukko A, eli voi olla, ettd f~1(f(A)) # A.

Esimerkki 1.5.4. Olkoon f: R — R, f(x) = x*. M&éritd joukon A = [1,2) kuva
ja joukon f(A) alkukuva.

Ratkaisu. Tarkastellaan tilannetta Kuvassa 1.3 esitetyn kuvaajan perusteel-
la. Nyt

fA =114 ja f(f(A)=(-2-1U[L2). A

>

>

1
1
1
I
|
1
1
1
A
2

1
L
1 3

Kuva 1.3. Joukon A = [1,2) kuva vasemmalla ja joukon f(A) =
[1,4) alkukuva oikealla.

Seuraavaksi kidsittelemme kysymystd, milloin funktion kaddnteisrelaatio on
funktio.

MAAriTELMA 1.5.5: Funktio f: A — B on injektio, jos f(a1) # f(a,) aina, kun
ay * aj.

Vaihtoehtoisesti injektion voi mdéritelld vaatimalla, ettd f(a;) = f(a2), jos ja
vain jos a; = a,. Kolmas tapa on sanoa, ettd jokaista b € B kohti on olemassa
korkeintaan yksia € A, jolle f(a) = b.

MAArITELMA 1.5.6: Funktio f: A — B on surjektio, jos f(A) = B.

Vaihtoehtoisesti méaéritellen funktio on surjektio, jos jokaista b € B kohti on
olemassa vihintiin yksia € A, jolle f(a) = b.
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MAArITELMA 1.5.7: Funktio f: A — Bonbijektio, jos se on injektioja surjektio.

Vaihtoehtoisesti bijektiivisyys voidaan maéadritelld vaatimalla, ettd jokaista
b € B kohti on olemassa tismiilleen yksia € A, jolle f(a) = b.

Esimerkkr 1.5.8. Osoita, ettd
(@) f:[0,00) = R, f(x) = x on injektio mutta ei ole surjektio;
(b) ¢: R — [0, ), g(x) = x* on surjektio mutta ei ole injektio;
(c) h:[0,00) — [0, 0), h(x) = x on bijektio.

Ratkarisu. (a) Selvdsti f(x1) = f(x2), jos ja vain jos x; = x,. Funktio ei ole
surjektio, koska mikddn luku ei kuvaudu (esimerkiksi) luvulle —1.

(b) Funktio g on surjektio, koska g(+/x) = x. Funktio ei ole injektio, koska
(esimerkiksi) g(—=1) =1 = g(1).

(c) Sama todistus kuin (a) kohdassa antaa, ettd funktio & on injektio. Se on
surjektio, koska jokaista x € [0, co) kohti 16ytyy vélin [0, o) luku, joka kuvautuu
sille, nimittdin h(x) = x. A

Lause 1.5.9. Olkoon f: A — B. Funktion kiiiinteisrelaatio f~' on funktio, jos ja
vain jos funktio f on bijektio.

Topistus. Tehtdava 1.5.21. |

Kasitellddn seuraavaksi funktioiden pisteittdisid laskutoimituksia. Olkoot
f:A—> R, g:A— Rjam € R. Méérittelemme nédiden avulla uudet funktiot
f+g mfija {:; asettamalla, ettd

f+8: AR, (f+8)x) = f(x)+g(x);
mf: A— 1R, (mf)(x)=mf(x);

f f

é—j:A\{x:g(x)iO}—HR, (é—})(x)—M

8’
Lopuksi tutustumme yhdistettyyn funktioon.

MAArITELMA 1.5.10: Olkoot A,B,C C R, f: A — Bja g: B — C. Mddritel-
ladn funktio A — C asettamalla x — g(f(x)). Ndin mddriteltyd funktiota
kutsutaan funktioiden f ja g yhdistetyksi funktioksi ja merkitdan g o f.

Esimerkiksis: R — R, h(x) = 4x?, voidaan ymmartdd funktioiden f: R — R,
f(x) =2x,ja g: R > R, g(x) = x?, yhdistettynd funktiona go f: R - R.

Lause 1.5.11. Olkoot A,B,CD Cc R, ftA - B, g: B —- Cjah:C — D.
Funktioiden yhdistdminen on liitdnniinen toimitus eli

(fogloh=fol(goh).
Tobistus. Jokaisessa pisteessd x € A pitee
((f 0 g) o) (x) = (f o ) (h(x))
= f(8(h(x)) = f((g o M)(x)) = (f o (g 1)) (x). D
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Kasittelemme seuraavaksi lyhyesti polynomeja. Oletamme, ettd polynomit
ovat lukijalle tuttuja.

Laskemalla yhteen potenssifunktioita ja vakiofunktion saamme polynomi-
funktion.

MAARITELMA 1.5.12: Funktio P: R — IR on polynomi, jos se on muotoa

1

P(x) = a,x" + @y X"+ -+ axt + a,

missd a,, . ..,ap ovatreaalikertoimia.Josa, # 0, niin sanotaan, ettd polynomin
P aste on n.

Olkoon f: A — B. Jos jollakin x € A pidtee f(x) = 0, niin lukua x kutsutaan
funktion f nollakohdaksi.

Esitimme seuraavat kolme lausetta ilman todistuksia, jotka l0ytyvit esimer-
kiksi Lauri Myrbergin kirjasta [21] sivuilta 80-83.

Lause 1.5.13. Olkoon P: R — R polynomi. Jos silld on nollakohta x,, niin P
voidaan esittiid muodossa

P(x) = (x = x0)Q(x),

missi Q: R — R on polynomi.

Lause 1.5.14. Olkoon P: R — R n-asteinen polynomi. Jos silli on nollakohdat
X1,...,%X,, niin P voidaan esittid muodossa

P(x) = ay(x = x1) -+ (x = x),
missi a, polynomin P korkeimman asteen termin kerroin.

Lause 1.5.15. Olkoon P: R — R n-asteinen polynomi. Tiilléin silli on korkeintaan
n eri nollakohtaa.

MAARITELMA 1.5.16: Olkoot P: R — Rja Q: R — R polynomeja. Oletetaan,
ettd xq,...,x, ovat polynomin Q nollakohdat. Funktiota R: R\ {xy,...,x,} —
R,

_ P(x)

R0 = 5w

sanotaan rationaalifunktioksi.

Tehtiviad lukuun 1.5.

1.5.17: Olkoot A = {1,3,5}ja B = {1,2, 3,4, 5} joukkoja. Médrittele, jos mahdol-
lista, joukosta A joukkoon B relaatio, joka

(a) on funktio ja jonka kadnteisrelaatio on funktio,

(b) on funktio ja jonka kddnteisrelaatio ei ole funktio,

(c) eiole funktio ja jonka kédanteisrelaatio on funktio,

(d) ei ole funktio ja jonka kddnteisrelaatio ei ole funktio.

1.5.18: Olkoot f: R = R, f(x) =xkunx > 0ja f(x) = —xkunx <0, A = (-1,2),
B =[-2,-1]U[0,1]ja C = (1, 2]. Médritd joukkojen A, Bja C kuvat f(A), f(B) ja
f(C) sekd joukkojen f(A), f(B)ja f(C) alkukuvat.
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1.5.19: Olkoot A = (-2,-1), B = (0,1] U (2,3) ja C = (-2, 00). Mé&arita sellainen

funktio f: R — R, ettd f(A) = Bja f~}(B) = C.

1.5.20: Tutki, mitkd seuraavista funktioista ovat injektioita ja mitka surjektioita:
(@ f:10,2] = [0,1], f(x) =x—=1kunx >1ja f(x) =1-xkunx <1,

1-x, kunx<0,

(b) g: [-1,1] = [0,2], g(x) = {xz kun x > 0.

(c) h: [0,1] = [-1,0], h(x) = x* — x.
1.5.21: Todista Lause 1.5.9.

1.5.22: Olkoot f: [-1,1] = [-1,1], f(x) = xkunx < 0Oja f(x) = —xkun x > 0, ja
¢:[-1,1] = [-1,1], g(x) = x>. M&éritd funktiot g o fja f o g.

1.5.23: Olkoot f: A — Bja g: B — C bijektioita. Osoita, ettd go f: A — C on
bijektio.

1.5.24: Téassd tehtdvdssd johdetaan toisen asteen yhtdlon ratkaisukaava. Olkoon
P(x) = ax® + bx + ¢, missd 4, b, c € Rjaa # 0. Mééritd polynomin P nollakohdat.
Vihje: kirjoita yhtdlo muodossa ax? + bx = —c, tdydennd vasen puoli nelioksi ja
ratkaise x.

1.6. Trigonometristen funktioiden geometrinen maaritelma

Oletamme, ettd trigonometriset funktiot ovat lukijalle tuttuja, ja esitimme
tdssd ainoastaan sini- ja kosinifunktioiden perusominaisuuksia.
Reaaliluku 7 on yksisdteisen puoliympyran kaaren pituus. Haluamme etta
funktioilla sin: R — Rja cos: R — R on seuraavat ominaisuudet:
(a) sin(0) = 0ja cos(0) = 1;
(b) cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx ja cos(rt/2 — x) = sinx kaikilla x € IR;
(c) sin(x) = sin(x + 27) ja cos(x) = cos(x + 27) kaikilla x € R;
(d) sin®(x) + cos?(x) = 1 kaikilla x € RR;
(e) cos(x —y) = cosxcos y + sinxsin y kaikilla x, y € R;
(f) cosx < #* <1, kun0 <x < %.

Néistd ominaisuuksista voidaan johtaa kaikki muut sini- ja kosinifunktioiden
ominaisuudet. Y114 olevat ominaisuudet voidaan my®s johtaa yksikkoympyras-
td, kun meilld on kédytossa reaalitason perusominaisuudet, ympyran kaaren pi-
tuus ja pinta-alan kasite. Naytamme seuraavaksi kuinka tdima trigonometristen
funktioiden geometrinen maéaritelméa toimii. Vaihtoehtoisesti trigonometriset
funktiot voidaan maaritelld analyyttisesti sarjojen avulla, katso Luku 15.5.

Asetetaan kulma yksikkdoympyran pdille siten, ettd kulman karki on ym-
pyran keskipisteessd. Talloin kulma rajaa yksikkdympyréasta kaaren, katso Ku-
va 1.4. Kulman suuruudella tarkoitamme tdmén kaaren pituutta, joten kulman
suuruus on aina valilla [0, 27].

Merkinnalld (B, A, C) tarkoitamme sellaisen kulman suuruutta, jonka karki
on pisteessd A ja jonka vasen kylki kulkee pisteen B kautta ja oikea kylki pisteen
C kautta, katso Kuva 1.4.

Funktiot sin: R — [-1,1] ja cos: R — [-1,1] ovat funktioita, jotka geo-
metrisesti tulkittuna antavat yksikkdympyrdan pisteen P = (cos x, sin x), missa
x on £(P,(0,0),(1,0)), katso Kuva 1.5. Nyt on selvéi, ettd sin0 = 0, cos0 = 1 ja
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C
!
Kuva 1.4. Kulma B, A, Cja sitd vastaava yksikkoympyran kaari.

sin” x + cos?x = 1. Lisidksi huomataan, ettid cos(—x) = cosx, sin(—x) = —sinx ja
cos(mt/2 — x) = sin x, katso Tehtava 1.6.4.

MAArITELMA 1.6.1: Olkoot @ € R, o’ € [0,2n), sellainen reaaliluku, ettad
a = a' +k2n jollakin k € Z, ja z = (x,y) se yksikkdympyran piste, jolle
£(z,(0,0),(1,0)) = a’. Silloin maarittelemme funktiot sini ja ja kosini

sin: R — [-1,1], sina =y, cos: R— [-1,1], cosa =x.

z = (cos a, sina)

Kuva 1.5. Yksikkoympyri ja trigonometriset funktiot.

Maéritelman mukaan suorakulmaisen kolmion (kummalle tahansa) teraval-
le kulmalle a on voimassa
kulman « vastaisen kateetin pituus

sina = -
hypotenuusan pituus

kulman « viereisen kateetin pituus

cosa = -
hypotenuusan pituus

Todistetaan ndistda ensimmdinen, kun hypotenuusan pituus on vahintdéan yksi.
Todistus tapauksessa hypotenuusan pituus on alle yksi on samanlainen. Olkoon
ABC suorakulmainen kolmio, jonka kulma B on suorakulma. Tutkitaan kulman
A sinid ja olkoon a kulman A suuruus. Piirretddn yksikkoympyrd, jonka kes-
kipiste on A. Piirretddn yksikkdympyran ja hypotenuusan leikkauspisteesta F
normaali kulman A toiselle kyljelle, katso Kuva 1.6. Olkoon G normaalin kan-
tapiste. Tadlloin sinin méaritelmén nojalla sin(a) on janan FG pituus |FG|. Koska
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kolmiot ABC ja AFG ovat yhdenmuotoisia (kk), niin saamme

IFGl _ IBCl
AF| ~ JACI

josta vdite seuraa, koska |AF| = 1.

Kuva 1.6. Kulman A sini suorakulmaisessa kolmiossa ABC.

Lemma 1.6.2. Kaikille reaaliluvuille x, y € R ovat voimassa yhteenlaskukaavat

sin(x + y) = sinxcos y + cosxsiny,
cos(x + y) = cosxcosy — sinxsiny,
sin(x — y) = sinxcos y — cosxsiny,
cos(x — ) = cosxcos y + sinxsiny.

Topistus. Todistetaan viimeinen yhtdlo. Olkoot Q = (1,0), P, = (cos x, sin x),
P, = (cosy,siny)ja P, = (cos(x—y), sin(x—y)), katso Kuva 1.7. Nyt £(P,, 0, P,) =
£(Py-y,0,Q),joten |P.P,| = |P,_,Q|. Téstd seuraa

(cos x — cos y)* + (sinx — sin y)* = (cos(x — y) — 1)* + sin’*(x — )
ja koska sin? z + cos? z = 1, niin saadaan edelleen
COs x cos i + sinx sin y = cos(x — y).

Muut kolme yht&lod todistetaan Tehtdvéassa 1.6.5, ne seuraavat tassd todistetusta

tuloksesta kayttamalld kaavoja cos(—a) = cos a, sin(—a) = —sina ja cos(mt/2 —
X) = sin x. O
p, }+ P
J
Q >
-1 | O [1

Kuva 1.7. Funktio cos(x — y) graafisesti tulkittuna.
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LemmMa 1.6.3. Sini- ja kosinifunktioille ovat voimassa
sin x Tt
cosx<7 <1, kun0<x<E.

Tehtdvéassa 1.6.6 todistetaan epdyhtélo negatiivisille muuttujan x arvoille.

Tobistus. Olkoon 0 < a < 7/2 ja merkitddn pisteitd P = (cosa,sina) ja
Q = (1,0). Origon ja pisteen P kautta kulkevan suoran yhtilé on y = 224 . x,

joten se leikkaa suoran x = 1 pisteessd R = (1, jg;i) Saadaan (katso Kuva 1.8)

AOQP pinta-ala = w, sektorin OQP pinta-ala = L o2=2
2 27 2
ja

AOQR pinta-ala = >nd

2cosa’
Koska

AOQP pinta-ala < sektorin OQP pinta-ala < AOQR pinta-ala,
niin
sina _a _ sina

< =< .
2 2 2cosa

i

O Q

1

\]

Kuva 1.8. Kolmiot AOQP ja AOQR ja sektori OQP.

Luvun «a valinnan perusteella a > 0, sina > 0 ja cosa > 0, joten
sina
cosa < — < 1. O
a

Sini- ja kosinifunktion avulla voidaan méaritelld myods muita trigonometrisia
funktioita. Térkein ndistd on tangenttifunktio tan: R\ {7 + nm: n € Z} - R,

joka mééritellddn tan x = 21X Funktion x - tanx kuvaaja on esitetty Kuvassa
1.9.

Tehtaviad lukuun 1.6.

1.6.4: Perustele kuvien avulla, ettd cos(—x) = cos x, sin(—x) = —sin xja cos(nt/2—
X) = sinx.

1.6.5: Todista Lemman 1.6.2 kolme ensimmaistd yht&dlod viimeisen yhtadlon avul-
la.
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4

\

1.6.6: Osoita, ettd

N[

Kuva 1.9. Tangenttifunktion kuvaaja.

sin x
cosx < — <1,
X

i
k - —<x<0.
un > X

\]
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LUKU 2

Lukujonon raja-arvo

2.1. Itseisarvo

Esittelemme tdssa luvussa reaaliluvun itseisarvon, kahden reaaliluvun vali-
sen etdisyyden ja niihin liittyvan kolmioepayhtélon. Kahden reaaliluvun vilisel-
14 etdisyydelld on keskeinen merkitys niin lukujonon raja-arvon kuin funktion
raja-arvon késitteissa.

MAARITELMA 2.1.1: Reaaliluvun x itseisarvo maaritelladn seuraavasti:
x, kunx >0,
x| =
—-x, kunx <0.

Itseisarvo on aina ei-negatiivinen luku ja se on nolla, jos ja vain jos luku itse
on nolla. Lisdksi patee, ettd |x| = | — x].

Geometrisesti |x| tulkitaan reaaliakselilla luvun x etdisyydeksi origosta. Talla
tulkinnalla huomaamme, ettd |x| < ki, h > 0, tarkoittaa reaaliakselin niitd lukuja,
joiden etdisyys origosta on vahemman kuin /1 eli saamme joukon (=, ). Lauseke
|x — y| tulkitaan geometrisesti lukujen x ja y viliseksi etdisyydeksi. Jos x € R
ja h > 0, niin mitkd luvut y toteuttavat epayhtdlon |x — y| < h? Kayttamalla
geometrista tulkintaa huomaamme, ettd luvun y etdisyyden luvusta x on oltava
vahemman kuin £, joten saamme joukon (x — i, x + h).

Kuva 2.1. Lausekkeet |x| < }I ja |2 — y| < 1 tulkittuna geometrisesti.

Jatkossa tulemme kdyttam&dan paljon muodossa 0 < |x — y| < h olevaa ehtoa,
missd reaaliluku x on kiinted. Edellisistd ehdoista tima eroaa silld, ettd lukujen
x ja y ei sallita olevan samoja, katso Kuva 2.2.

Kuva 2.2. Lausekkeet 0 < |x| < ;ja 0 < |2 —-y| < 1 tulkittuna
geometrisesti.

Seuraava kolmioepdyhtdld on usein hyodyllinen arvioitaessa lausekkeita.
41
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Lausk 2.1.2. Kolmioepiiyhtiilot
llxd = yl] <l + yI < I + 1yl
ovat voimassa kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

Topistus. Todistetaan ensin véitteen oikea puoli. Itseisarvon médritelman
perusteella
—|x| < x < |x|

ja vastaavasti luvulle y
“<y<lyl
Laskemalla epdayhtdlot puolittain yhteen saamme
—(Id + Iyl) < x+y < Jxl + 1yl

eli
e+ yl < lxl + lyl,
joka on vditteen oikea puoli.
Todistetaan seuraavaksi vditteen vasen puoli. Oikean puolen avulla saamme

i =k+y+EI<be+yl+ 1=yl =lx+yl +lyl,
josta seuraa
x| = [yl < lx + yl.
Vaihtamalla muuttujien x ja y paikkaa symmetrisesti saamme
~(bel = 1y1) = Iyl = Il < Iy + 2 = |x + yl.
Kertomalla epayhtild luvulla —1 saamme
x| =yl > =[x + yl.

Olemme saaneet
|l = 1yl < I+ yl,

joka on vditteen vasen puoli. m]

Soveltamalla kolmioepédyhtdloa (Lause 2.1.2) luvuille x ja —y sekd muista-
malla, ettd |y| = | — y|, saamme seuraavan tuloksen.

Kororraarr 2.1.3. Epiyhtilit
|l = [yl <l =yl < Ixl + 1y
ovat voimassa kaikilla reaaliluvuilla x ja y.

Esimerkki 2.1.4. Oletetaan, ettd [x — 4] < 4™ ja |y — 7| < 47%. Péteeko, ettd
Ix + vy — 11| < 47322

Ratkaisu. Kolmioepdyhtdlon (Lause 2.1.2) avulla saamme
x+y—-11ll=|x-4+y-7|<|x—4[+|y -7
Kayttimalld esimerkin oletuksia ja arvioimalla lukua 47 ylgspdin saamme
=4+ |y -7 <4 +4F <4 B 14 P =2.4F <4.43 =4
joten esitetty epdyhtalo pétee. A

Lause 2.1.5. Epiyhtilo |x| < |y| on voimassa, jos ja vain jos x* < y>.



2.2. LUKUJONON RAJA-ARVO 43

Topistus. Oletetaan ensin, ettd |x| < |y|. Talloin

I = Ixdlxl < Ixllyl < lyllyl = |yl

[tseisarvon méadritelmén nojalla kaikilla reaaliluvuilla pétee, ettd |x|* = x*. Saam-

me x* < 1.
Oletetaan sitten, ettd x* < y*. Koska itseisarvon mééritelméan nojalla x* = |x/?,
niin nyt on voimassa |x|* < |y*>. Koska [x| > 0ja |y| > 0, niin |x| < [yl. O

Esmmerkkr 2.1.6. Ratkaise epayhtdlo
x—1
1.
X+ 4‘ <

Ratkaisu. Itseisarvolausekkeen jakaja on nolla, kun x = —4. Oletetaan, etta
x # —4. Korottamalla molemmat puolet toiseen potenssiin saamme (Lause 2.1.5)

x -1\
<1
(x + 4)
Se voidaan kirjoittaa muotoon (x — 1)* < (x +4)? ja edelleen muotoon 10x > —15.
Ratkaisuksi saamme siis x > —%. A

Tehtaviad lukuun 2.1.

2.1.7: Olkoon h positiivinen reaaliluku. Todista itseisarvon madritelmén nojalla,
ettd |x| < hjosja vain jos x € [-h, h].

2.1.8: Todista itseisarvon madritelmén nojalla, ettd |xy| = |x||y| kaikilla x, v € R.
2.1.9: Tutkitaan ehtoja |x — 3| < 10™*ja |y — 5] < 4.

(a) Kirjoita molemmat ehdot véleind muodossa x € (a1,42) ja y € (b, by).
(b) Piirra tilanteesta kuva.
(c) Onko olemassa reaalilukua, joka toteuttaa molemmat ehdot?

2.1.10: Mitka luvut x toteuttavat epdayhtdlon |7x — 1| < 2?

2.1.11: Oletetaan, ettd |x — 7| < 4™*ja |35 — y| < 27*. Mit4 voidaan sanoa lukujen
x + i ja 42 valisestd etdisyydestd?

2.1.12: Oletetaan, ettd |x — 7| < 47*?ja |35 — y| < 27%2. Mitd voidaan sanoa luvun
xy suuruudesta?

2.1.13: Mitkd luvut x € R toteuttavat epdyhtédlon x — 1 < [x — 1|?

2.1.14: Oletetaan, ettd reaaliluvut x, y ja z toteuttavat ehdot y < x < z. Osoita,
ettd |x| < max{|yl, |z} < |yl + [z|. Onko viite |x| < min{|y|, |z|]} aina totta?

2.1.15: Etsi sellainen positiivinen reaaliluku m, ettd [x* — 1| < m|x — 1| kaikilla
x €(0,2).

2.2. Lukujonon raja-arvo

Téssd luvussa esittelemme lukujonon ja sen suppenemiseen liittyvid tulok-
sia. Suppenevan lukujonon raja-arvo on keskeinen késite funktion jatkuvuuden
késittelyssd ja sarjoissa.
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MAARITELMA 2.2.1: Jos jokaista lukua n € INj tai n € IN; asetetaan vastaa-
maan reaaliluku x,, niin syntyy lukujono

X0, X1y¢ee,Xnyevn

tai lyhyemmin (x,,). Lukujono on siis funktio INy — R tai funktio N; — RR.

Yksinkertainen lukujono saadaan asettamalla x,, = 1 kaikilla n € IN,. Toinen
yksinkertainen esimerkki saadaan asettamalla x, = 1, jos n on parillinen, ja
X, = 2,jos n on pariton.

MAARITELMA 2.2.2: Lukujono (x,) suppenee kohti lukua a € R, jos jokaista
lukua ¢ > 0 vastaa sellainen luku n, € IN,, etta

|x, —a|l < e, kunn > n,.
Télloin sanotaan, ettd lukujonolla (x,) on raja-arvo a ja merkitdaan

limx,=a tai x, —a, kunn — oo.

n—oo

Jos lukujono ei suppene, niin se hajaantuu.

Madéritellddn lukujono (x,) asettamalla x,, = (—1)”% kaikilla n € INg. Tdméan
lukujonon kaksikymmentd ensimmadistd jasentd on esitetty Kuvassa 2.3 koordi-
naatteina (1, x,), n = 0,...,19. Kuvasta voi arvata, ettd lukujono suppenee kohti
lukua 0. Kuinka raja-arvon méaaritelmd ndkyy kuvassa? Kuvassa on visualisoitu
tilanne ¢ = 1. Téatd vastaa katkoviivoin piirretyt suorat y = +1. Indeksin n ar-
vosta 9 alkaen koordinaattipisteet ovat katkoviivojen vélissd eli ndille luvuille
pétee |x, — 0] < 1. Todistetaan seuraavaksi tarkasti, ettd lukujono suppenee kohti
lukua 0.

Kuva 2.3. Lukujonon x, = (—1)”% kaksikymmentd ensimmaista
jasenta.
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EsiMeRrkkr 2.2.3. Osoita mddritelmén nojalla, ettd lukujono (x,), missd x, =
(—1)"+2— kaikilla n € Ny, suppenee kohti lukua 0.

n+1

Meidén on arvioitava lauseketta |x, — 0. Sijoittamalla tdhdn luvun x, méaéari-
telmin saamme
5 10

—n+1 T+l

‘( Vi -

Meidédn on loydettava lausekkeelle ylara]a joten arvioimme sitd ylospdin pie-
nentdmalld jakajaa:

(= 1)”

‘ 10 10
-0 = < —.
n+1 n+2 n
Olemme l6yténeet sopivan helpon ylarajan lausekkeelle |x, — 0]. Jos 2 < ¢, niin
silloin my®s |x, — 0] < &. Milld luonnollisilla luvuilla pitee - 10 < &? Ratkaise-
malla tdstd epayhtdlostd n saamme n > 1. Valitsemme 1uvuks1 1, pienimman

luonnollisen luvun, jolle n, > 150. Tallom ehto pidtee (ainakin) kaikilla n > n,.
Olemme loytdneet ratkaisun tehtdville. Nyt meidén taytyy vield kirjoittaa rat-
kaisu muotoon, josta lukijan on helppo tarkistaa sen oikeellisuus. Kokoamme
siis edelle esitetty asiat hieman eri jarjestyksessd kokonaisuudeksi.

Ratkaisu. Olkoon ¢ > 0. Valitaan luvuksi n, pienin luonnollinen luku, jolle
n, > 9. T4llsin
5 10 10 10

= = <—<—=c¢
‘ In+1 n+2 n L7

(-1 —>

ETZ+1

kun n > n,. A

ESIMERKKI 2.2.4. Osoita madritelméan nojalla, ettd lukujono (x,), missa x, =
kaikilla n € IN;, suppenee kohti lukua 2.

2+ 2n1

Toimimme taas samalla tavalla kuin edellisessd esimerkissd. Suttupaperilla
arvioimme ensin lauseketta |x, — 2|, jotta I1oyddmme sille kdyttokelpoisen yla-
rajan. Tamdn jalkeen voimme valita luvun n,. Lopuksi kokoamme ratkaisun
suttupaperilta ja muutamme jarjestyksen lukijaystavalliseksi.

RATKAISU Olkoon ¢ > 0. Valitaan luvuksi 7, pienin luonnollinen luku, jolle

ne>1 . Nyt - L < ¢jajokaiselle n > 1, on voimassa + < --. Talloin
=2 = || = e = — <1<l<g
" “l2n-1" 2n-1 n+n-1 n n,
kaikilla n > n,. A

Kun osoitamme maéédritelméan nojalla, ettd lukujono suppenee, niin arvioim-
me lauseketta |x, — a| ylhddltd pdin. Tdamén arvioinnin voi tehd& usealla eri
tavalla. Tarkastellaan esimerkiksi lukujonoa (x,), missa x,, = 3—2 kaikilla n € IN;.

Nyt voimme sieventdd
3

ja arvioida
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Nyt voimme arvioida, ettd 3 < ¢ ja siten saamme n} > \/g Voimme my0s
arvioida, ettd 2 < ¢ ja saamme n? > 2. Ma4ritelméssd esiintyvéksi luvuksi n,
voimme valita kumman tahansa luvuista n! ja n2.

EsmMerkkr 2.2.5. Mddritelldan lukujono (x,) asettamalla x, = (—1)" kaikilla
n € INjy. Osoita, ettd lukujono hajaantuu.

Ratkaisu. Oletetaan, ettd lukujono suppenee kohti lukua 4. Mdéaritelman
mukaan lukua ¢ = % vastaa sellainen luku 7, € IN,, ettd

|x, —a|l < &, kunn > n,.

Kun 7 on parillinen, niin x, = 1 ja luku 4 on valilld (%, %) Kun 7 on pariton,
niin x,, = —1 ja luku a on vélilla (—%, —%) Tilanne on esitetty Kuvassa 2.4. Koska

luvun a tulee olla molemmilla valeilld (%, %) ja (—%, —%) ja niilld ei ole yhteisid

pisteitd, saamme ristiriidan. Ei siis ole olemassa lukua 4, jota kohti lukujono
suppenisi. Ndin ollen lukujono hajaantuu. A

Kuva 2.4. Lausekkeet |-1-y| < 1jall -yl < 3 tulkittuna geomet-
risesti.

Seuraava lause osoittaa, ettd jos lukujono suppenee, niin sen raja-arvo on
yksikésitteinen eli ettd suppenevalla lukujonolla ei voi olla kahta (tai useampaa)
raja-arvoa. Ominaisuus on matematiikan toimivuuden kannalta hyvin tarkea.

Lausk 2.2.6. Olkoon (x,) suppeneva lukujono. Jos limx, = a ja limx, = b, niin
a = b; toisin sanoen lukujonon raja-arvo on yksikisitteinen.

Todistuksen juoni on seuraava: Valitaan epsiloniksi puolet lukujen a ja b
vilisestd etdisyydestd. Suurilla indeksin arvoilla lukujonon lukujen pitéisi olla
alle epsilonin etdisyydelld sekd luvusta a ettd luvusta b, mikd on mahdotonta,
josa # b.

Topistus. Tehddan vastaoletus: a # b. Valitaan ¢ = laz;bl Koska a # b, niin
¢ > 0, joten on olemassa sellaiset n, n’é € N, etta
Ix, —al <e¢&, kunn > nf,
ja
b

e

Ix, —bl <¢ kunn>n
Kun n > max{n?,n%}, niin luvun x, pitdisi kuulua vilille (a — ¢,a + ¢) ja vilille
(b—¢€,b+ ¢). Tamad on mahdotonta, koska ¢ < %|a — b|, katso Kuva 2.5.
Vaihtoehtoinen tapa saada ristiriita on seuraava. Kun n > max{n?, n%}, niin
kolmioepéyhtdlon (Lause 2.1.2) avulla saamme

2e =la—-bl=la—-x,—b+x,| <|la—x,| +|x, - b < e+ e =2¢,

mika johtaa ristiriitaan. m|
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a—c¢ a a+e=b-¢ b b+¢

Kuva 2.5. Vilit(a—¢,a+¢e)jad—¢,b+¢e)kune = @
Jos lukujonon kaikki jasenet kuuluvat rajoitetulle vilille, niin lukujono on
rajoitettu. Seuraavan tuloksen mukaan suppeneva lukujono on rajoitettu.

Lause 2.2.7. Olkoon (x,) suppeneva lukujono. Tilloin on olemassa sellainen M > 0,
etti {x,: n € N1} C [-M, M].

Tobistus. Olkoon (x,) suppeneva lukujono, joka suppenee kohti lukua x €
R. Nyt on olemassa n” € Ny, jolle |x, — x| < 1 kaikilla n > n’. Talloin

Il = e, — x4+ x| < vy —x) + x] <1+ |«
kaikilla n > n’. Olkoon m suurin luvuista |xo|, |x1], . . ., [x,v|. Talloin kaikilla indek-
sin n arvoilla
lx,,| < max{1 + |x|, m},

joten lukujonon kaikki luvut kuuluvat valille [- max({1 + |x|, m}, max{1 + [x], m}].
Voimme siis valita M = max{1 + |x|, m}. O

Seuraavaksi esittelemme suppenevien jonojen yhdistamiseen liittyvid tulok-
sia.

Lausk 2.2.8. Olkoon (x,) lukujono, joka suppenee kohti lukua x. Olkoon (y,) luku-
jono, joka suppenee kohti lukua y. Talloin
(@) lukujono (x, + y,) suppenee ja lim, o (X, + yu) = x + Y,
(b) kaikilla r € R lukujono (rx,) suppenee ja lim,_,o(rx,) = rx,
(c) lukujono (x,y,) suppenee ja limy, o (X, - Yu) = X - Y.
Lisiiksi, jos y # 0 ja y, # 0 kaikilla n, niin

X —

(d) Iukujono (;—) suppenee ja lim,,_,c o i

Topistus. (a) Olkoon ¢ > 0. Tallsin on olemassa sellaiset 1, 1 € Ny, ettd
lx — x| < 3¢, kunn > n,
ja
ly—yul < &, kunn > nl.
Kolmioepayhtilon (Lause 2.1.2) avulla

[t + ) =+ P = —x+ Y~y <ty — x|+ |y —yl < je+3e=¢

kaikilla 7 > max{n¥, n!}.

Kohdat (b)-(d) ovat tehtdavina 2.2.18-2.2.20. Huomaa, ettd (d) kohdassa ole-
tuksesta y # 0 seuraa, ettd y, # 0 kun n on riittdvan suuri. Todistetaan tdma.
Valitaan, ettd ¢ = %I yl > 0. Talldin on olemassa sellainen n, € INy, ettd |y, —y| < €
kaikillan > n..Jos y > 0, niin saamme y, > y—¢ = y—3y = 3y > Okaikillan > n,.
Jos y < 0, niin saamme y, < y + ¢ = y — 2y = 3y < 0 kaikilla n > n,. Oletusta
v, # 0 kaikilla  tarvitaan, jotta lukujonon kaikki jasenet ovat méadriteltyja. O
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Seuraava lause osoittaa, ettd epayhtdlo sdilyy lukujonon raja-arvossa. Vaikka
lauseen todistus on varsin helppo, niin itse tulos on tdrked ja sitd tarvitaan
useasti.

Lausk 2.2.9. Olkoon (x,) lukujono, joka suppenee kohti lukua x.

(a) Olkoon M reaaliluku, jolla x, < M kaikilla indekseilli n. Télloin pitee x < M.
(b) Olkoon m reaaliluku, jolla x,, > m kaikilla indekseilld n. Télloin pitee x > m.

Tobistus. (a) Vastaoletuksella. Todistetaan Tehtdvassa 2.2.25.
(b) Koska lim(x,) = x, niin lim(-x,) = —x (Lause 2.2.8 (b)). Koska —x, < —m,
niin (a) kohdan perusteella —x < —m, josta véite seuraa. m]

Kororraarr 2.2.10. Olkoon (x,) lukujono, joka suppenee kohti lukua x, ja olkoon
(yn) lukujono, joka suppenee kohti lukua y.
(@) Jos x, < y, kaikilla n, niin x < y.
(b) Jos x, > y, kaikilla n, niin x > y.

Topistus. (a) Tutkitaan lukujonoa (x, —v,). Oletuksen perusteella x,, — v, < 0
kaikilla n. Lauseen 2.2.9 mukaan lim(x, — y,) < 0. Lauseen 2.2.8 perusteella
lim(x, — y,) = limx, — lim y, = x — y. Yhdistdimalld ndmé& saamme vdiitteen.

(b) kohta seuraa (a) kohdasta (kuten Lauseen 2.2.9 todistuksessa) tai se voi-
daan todistaa suoraan samalla tavalla kuin (a) kohta. O

Jos tieddmme, ettd lukujono (x,) suppenee, niin miten kayttaytyy jono, joka
muodostuu luvuista x4, x3, x5, . . .. Entd miten kdyttaytyy lukujono x;, x4, xs,...?
Seuraavaksi méddrittelemme yleisesti lukujonon osajonon ja esittelemme tulok-
sen liittyen osajonon suppenemiseen.

MAARITELMA 2.2.11: Olkoon (x,) lukujono ja n; < ny < n3 < ... jono lukuja
n; € IN;. Médritellddn lukujono (yx) asettamalla y; = x,, kaikilla j € IN;.
Lukujonoa (yx) sanotaan jonon (x,) osajonoksi.

Tarkastellaan esimerkiksi lukujonoa 4, %, 1, 13,18 2 . joka on (x,) arvoilla
Xy = 3 + 1. Nyt lukujono (y,), jolle y, = 3 + 3-, on lukujonon (x,) osajono ja sen

alkioita ovat £, 23,12 .

Lause 2.2.12. Olkoon (x,) lukujono, joka suppenee kohti lukua x. Tilloin sen
jokainen osajono suppenee kohti lukua x.

Tobistus. Todistetaan Tehtdavassa 2.2.26. m|

Lukujonolla voi olla suppeneva osajono vaikka se hajaantuisi. Esimerkiksi,
jos x, = 1 kun n on parillinen ja x, = —1 kun n on pariton, niin lukujono (x,)
hajantuu. Lukujonolla on kuitenkin osajonoja, jotka suppenevat kohti lukua
-1, ja osajonoja, jotka suppenevat kohti lukua 1. Myohemmin Lauseessa 2.3.4
osoitetaan, ettd jokaisella rajoitetulla lukujonolla on suppeneva osajono.

Tehtavia lukuun 2.2.

2.2.13: Olkoon (x,) lukujono, jolle x,, = 1 + % Etsi sellainen k € INy, ettd |x, — 1| <
1072 kaikilla nn > k.
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