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1. Kun X(ω), Y (ω) ∈ L2(P ), niiden välinen kovarianssi on

CovP (X, Y ) := EP (XY )− EP (X)EP (Y ) = EP

(
{X − EP (X)}{Y − EP (Y )}

)
ja varianssi on VarP (X) := CovP (X,X).

Olkoon X1(ω), . . . , Xn(ω) ∈ L2(P ). Minkowski epäyhtälöstä seuraa

(X1(ω) + · · ·+Xn(ω)) ∈ L2(P ).

Osoita

VarP
(
X1 +X2 + · · ·+Xn

)
=

n∑
i=1

VarP (Xi) + 2
n∑

i=1

∑
1≤j<i

CovP (Xi, Xj)

2. Todennäköisyysavaruudella (Ω,F , P ), olkoon ali-σ-algebra G ⊆ F .

Olkoon X(ω) ∈ L2(Ω,F , P ). Sen ehdollinen varianssi on

Var(X|G)(ω) := EP (X2|G)(ω)−
{
EP (X|G)(ω)

}2 ≥ 0

jossa ei-negatiivisuus seuraa Jensenin epäyhtälöstä.

(a) Osoita:

VarP (X) = EP

(
Var(X|G)(ω)

)
+ VarP

(
EP (X|G)(ω)

)
(b) Olkoon myös Y (ω) ∈ L2(Ω,F , P ). Määrittele ehdollisen kova-

rianssin Cov(X, Y |G)(ω) ja esitä edellisen kaavan yleistys kova-
riansille.

3. Todennäköisyysavaruudella (Ω,F , P ), olkoon N(ω) geometrinen satun-
naismuuttuja, parametrilla p ∈ (0, 1),

siis P (N = k) = (1 − p)k−1p kun k ∈ N, ja olkoon {Xk(ω) : k ∈ N}
P -riippumattomien ja samoin jakautuneiden satunnaismuuttujen jono,
jossa PX1 on standardi gaussinen jakauma N (0, 1).

Muistetaan että reaaliarvoisten satunnaismuuttujen kokoelman {Xj(ω)}j∈J
virittämän σ-algebra

σ
(
Xj(ω) : j ∈ J

)
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on pienin σ-algebra joka sisältää joukot

{ω : (Xj1(ω), Xj2(ω), . . . , Xjn(ω)) ∈ Bn}

jossa n ∈ N, {j1, . . . jn} ⊆ J on äärellinen indeksien alijoukko ja
Bn ∈ B(Rn) on Borelin joukko.

Olkoon

Y (ω) :=

N(ω)∑
k=1

Xk(ω) =
∞∑
k=1

Xk(ω)1(k ≤ N(ω))

(a) Osoita että Y (ω) on satunnaismuuttuja.

(b) Laske ehdolliset odotusarvot

EP (Y |σ(N))(ω) ja EP (Y |σ(Xk : k ∈ N))(ω),

ja osoita että nämä satunnaismuuttujat kuuluvat L2(Ω,F , P ) ava-
ruuteen.

(c) Laske ehdolliset odotusarvot

EP (Y 2|σ(N))(ω) ja EP (Y 2|σ(Xk : k ∈ N))(ω),

ja osoita että nämä satunnaismuuttujat kuuluvat L1(Ω,F , P ) ava-
ruuteen.

(d) Laske odotusarvot EP (Y ), EP (Y 2).

4. Osoita Fatou lemma ehdollisille odotusarvolle: jos 0 ≤ Xn(ω),

0 ≤ EP (lim inf Xn|G)(ω) = lim inf
n
EP (Xn|G)(ω)

5. Olkoon ξ(ω) = (ξ1(ω), . . . , ξd(ω)) ∈ Rd Gaussinen satunnaisvektori jon-
ka komponentit ξk(ω) ∈ R P -riippumattomia ja samoin jakautuneita
standardi-Gaussisia satunnaismuuttujat, joilla EP (ξk) = 0 ja EP (ξ2k) =
1, µ = (µ1, ,̇µd) ∈ Rd, vakio vektori, ja A = (Aij : 0 ≤ i ≤ j ≤ d) vakio
d× d matriisi.

Olkoon X(ω) = (µ+ Aξ(ω)>) ∈ Rd.

Osoita: EP (X) = µ ja EP (XiXj) − EP (Xi)EP (Xj) = Σij, jossa Σ =
AA>.
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Osoita että satunnaisvektorilla X on tiheysfunktio Rd-Lebesgue mitan
suhteen

pX(x) = (2π)−d/2 det(Σ)−1/2 exp
(
−1

2
(x− µ)Σ−1(x− µ)>

)
eli jos g : Rd → R on mitallinen rajoitettu testifunktio

EP

(
g(X)

)
= EP

(
g(µ+ Aξ>)

)
=∫

R
. . .

∫
R
g
(
µ1 +

d∑
j=1

A1jyj, . . . , µd +
d∑

j=1

A1jyj)
d∏

j=1

{
1√
2π

exp(−y2j/2)

}
dy1 . . . dyd =∫

Rd

g(x1, . . . , xd)pX(x1, . . . , xd)dx1 . . . dxd

Vihje Muuttujan vaihdolla x = µ+ Ay>.

6. Olkoon (X, Y ) ∼ N (0,Σ) yhteisesti Gaussisia satunnaisvektoreita, jol-
la X(ω) ∈ Rnx ja Y (ω) ∈ Rny kovarianssimatriisilla

Σ =

(
Σxx Σxy

Σ>xy Σyy

)
Oletamme EP (X) = EP (Y ) = 0 muuten voimme aina siirtyä käsittele-
mään satunnaisvektoreita X ′ = (X − E(X)) ja Y ′ = (Y − E(Y )).

Laske Bayesin’ kaavalla tiheysfunktiot ehdollisilla jakaumille

pX| Y (x|Y = y) ja pY |X(y| X = x)
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