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1. Olkoon X(ω) Poisson(λ) jakautunut satunnaismuuttuja, λ > 0, ja
Y (ω) := 1(X(ω) > 0).

a Laske satunnaismuuttujan X �elementaarinen� ehdollinen odotusar-
vo ehdolla tapahtumia A = {ω : Y (ω) = 1} ja Ac = {ω : Y (ω) = 0}

EP (X|Y = 1), EP (X|Y = 0) .

R.
Poisson jakautunut sm saa arvoja k = 0, 1, . . .. Elementaariset ehdolli-
set odotusarvot:

E(X1A)

P (A)
=
∞∑
k=0

k
P (X = k,A)

P (A)
=
∞∑
k=0

k
P (X = k,X > 0)

P (X > 0)

=
∞∑
k=1

k
P (X = k)

1− P (X = 0)
=

1

1− e−λ
∞∑
k=1

kP (X = k)

=
λ

1− e−λ

E(X1A)

P (Ac)
=
∞∑
k=0

k
P (X = k,Ac)

P (Ac)
=
∞∑
k=0

k
P (X = k,X = 0)

P (X = 0)
= 0

b Laske satunnaismuuttujanX ehdollinen odotusarvo ehdolla σ-algebraa
σ(Y )

EP (X|σ(Y ))(ω)

R.

{A,Ac} on Ω:n ositus ja odotusarvo ehdolla σ(Y ) = σ(A,Ac) on

EP (X|σ(Y ))(ω) =
E(X1A)

P (A)
1A(ω) +

E(X1Ac)

P (Ac)
1Ac(ω)

=
λ

1− e−λ
1A(ω) + 01Ac(ω)

=
λ

1− e−λ
1(X>0)(ω)
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2. Olkoon G1(ω) ja G2(ω) riippumattomia standardi Gaussisia satunnais-
muuttujat jolla

P (G1 ≤ x,G2 ≤ y) = P (G1 ≤ x)P (G2 ≤ y) = Φ(x)Φ(y),

Φ(x) =
1√
2π

∫ x

−∞
exp
(
−y

2

2

)
dy

Olkoon M(ω) = max
{
G1(ω), G2(ω)

}
.

a) Laske EP (M |σ(G1))(ω).

R.

M(ω) = G1(ω)1(ω:G1>G2) +G2(ω)1(ω:G1≤G2).

Josta

E(M |σ(G1)) = E(G11(G1>G2)|σ(G1)) + E(G21(G1≤G2)|σ(G1))

= G1E(1(G1>G2)|σ(G1)) + E(G21(G1≤G2)|σ(G1))

⊥⊥
= G1E(1(x>G2))

∣∣
x=G1(ω)

+ E(G21(x≤G2))
∣∣
x=G1(ω)

= G1P (G2 < x)
∣∣
x=G1(ω)

+

∫
R
y1(x ≤ y))dFG2(y)

= G1Φ(G1(ω)) +

∫ ∞
x

yφ(y)dy

= G1Φ(G1(ω))−
∫ ∞
x

φ′(y)dy

= G1(ω)Φ(G1(ω)) + φ(G1(ω)).

b) Laske EP (G1|σ(M))(ω).

Vihje Katso tehtävän 5) vihjeet.

R.

Vastaus on vuoden 2012 H10:sta hivenen laveammin kirjoitettu.

Tiedetään maksimi M eli tiedetään tapahtumien M ∈ Bk, Bk ∈ B(R)
virittämä sigma-algebra σ(M). Ei tiedetä kumpi G1 vai G2 on suurem-
pi.

Vihjeen satunnaismuuttuja

I(ω) := 1{ω:G1(ω)≥G2(ω)}(ω) := 1(G1≥G2)(ω)

2



tietää ja σ(M) ⊆ σ(M, I). Ajatuksena on laskea ehdollinen odotusarvo
ikäänkuin tiedettäisi myös kumpi,G1 taiG2, on suurempi (E(·|σ(M, I)))
ja sitten ehdollistaa tämä pienemmän sigma-algebran σ(M) suhteen ja
saadaan kysytty (Luentojen kohdan 11.3 ominaisuus 3).

Ensiksi on

1(M=G1)(ω) = I(ω) ja

1(M=G2)(ω) = (1− I(ω)),

ja

M(ω)I(ω) = G1(ω)I(ω) ja

M(ω)(1− I(ω)) = G2(ω)(1− I(ω)).

jokaisella ω. Jättäen ω:t kirjoittamatta (indikaattori on paksunnettu)
on

G1 = G1I +G1(1− I)

= MI +G1(1− I),

josta

E(G1|σ(M, I)) = E(MI|σ(M, I)) + E(G1(1− I)|σ(M, I))

= MI + E(G1|σ(M, I))(1− I)

= M1(M=G1) + E(G1|σ(M, I))1(M=G2), (0.1)

missä toisella rivillä on käytetty ominaisuutta 11.3, 4.

Tehtävän 5 vihjeen yhtäläisyydestä

E(X|σ(M, I))1(G1<G2) = E(X|σ(G2, I))1(G1<G2),

seuraa

E(G1|σ(M, I))(1− I) = E(G1|σ(M, I))1(G1<G2)

= E(G1|σ(G2, I))1(G1<G1)
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ja saman vihjeen seuraavasta rivistä seuraa

=
E(G11(G1<G2)|σ(G2))

E(1(G1<G2)|σ(G2))
1(G1<G2)

⊥⊥
=

(
E(G11(G1<y))

E(1(G1<y))

) ∣∣∣
y=M(ω)

1(M=G2)

=

∫M
−∞ xφ(x)dx

Φ(M)
1(M=G2)

= −
∫M
−∞ φ

′(x)dx

Φ(M)
1(M=G2)

= −φ(M)

Φ(M)
1(M=G2)

Sijoittamalla yhtälöön (0.1)

E(G1|σ(M, I)) = M1(M=G1) −
φ(M)

Φ(M)
1(M=G2)

Tästä pitää ehdollistaa I pois. Ehdollistamalla σ(M):n suhteen on

E(G1|σ(M)) = E
[
E(G1|σ(M, I))

∣∣σ(M)
]

= E

[
M1(M=G1) −

φ(M)

Φ(M)
1(M=G2)

∣∣σ(M)

]
= ME

[
1(M=G1)

∣∣σ(M)
]
− φ(M)

Φ(M)
E
[
1(M=G2)

∣∣σ(M)
]
,

missä on jälleeen siirretty mitalliset termit ulos (11.3,4).

Todennäköisyydelle

E
[
1(M=G2)

∣∣σ(M)
]

= P (G1 < G2|M)

=
P (M |G1 < G2)P (G1 < G2)

P (M)

=
P (M |G1 < G2)P (G1 < G2)

P (M |G1 < G2)P (G1 < G2) + P (M |G2 ≤ G1)P (G2 ≤ G1)

=
P (M |G1 < G2)

2P (M |G1 < G2)
=

1

2
,
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missä supistukset yhteisjakauman symmetrian vuoksi: P (G1 < G2) =
P (G2 < G1)1. Ja

E(G1|σ(M)) =
1

2

(
M(ω)− φ(M(ω))

Φ(M(ω))

)
3. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ), olkoon X(ω) satunnaismuuttu-

ja jolla

a) P (X ∈ dx) = 1(x ≥ 0) exp(−x)dx, X on 1-eksponentiaalinen

b) P (X ∈ dx) = π−1(1 + x2)−1dx, X on Cauchy jakautunut.

Osoita:

tapauksessa a) EP (|X|) <∞,

ja tapauksessa b ) EP (|X|) =∞.

R.

(a)

E|X| =
∫ +∞

−∞
|x|1(x ≥ 0)e−xdx

= −
∫ +∞

0

xe−x(−1)dx

= −
/+∞

0
xe−x +

∫ +∞

0

e−xdx = 1.

1 Todennäköisyyden P (G1 < G2) voi myös laskea. Asettamalla Z = G2 −G1 on

P (G1 < G2) = P (Z < 0) =

∫ +∞

−∞
P (Z < 0|G1 = x)dFG1

(x)

=

∫ +∞

−∞
P (x−G2 < 0|G1 = x)dFG1

(x)

=

∫ +∞

−∞
P (x < G2)dFG1

(x)

=

∫ +∞

−∞
(1− FG2

(x))dFG1
(x) = . . . .
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(b)

E(|X|) =

∫
Ω

|X|P (dω) =

∫ +∞

−∞
|x|P (X−1(dx)) =

∫ +∞

−∞
|x|PX(dx)

= π−1

∫ +∞

−∞
|x|(1 + x2)−1dx

= 2π−1

∫ +∞

0

x(1 + x2)−1dx

= 2π−1(
/+∞

0
x arctan(x)−

/+∞

0
arctan(x))

= 2π−1(∞π

2
− π

2
) =∞

4. Olkoon Y (ω) = bX(ω)c = max{ n ∈ Z : n ≤ X(ω)} ∈ Z.
Laske tapauksissa 3.a) ja 3.b) ehdollinen odotusarvo

EP (X|σ(Y ))(ω) ∈ R

Vihje Huomaat että σ-algebra σ(Y ) on numeroituvasti generoitu, eli
on olemassa numeroituva F -mitallinen ositus joka virittää σ-algebraa.

R.

Luentomonisteen Tehtävä 11.0.2 on äärelliselle ositukselle. Lyhyt pe-
rustelu sille, että se pätee myös numeroituvalle:

Jos X � 0 mv, voidaan tehdä sama X+:lle ja X−:lle. Jos {A1, A2, . . .}
on numeroituva ositus ja A testijoukko (joku osituksen jäsenistä kelpaa,
esim Aj) , niin monotonisesta konvergenssista

E

(
1Aj

lim
n

n∑
k=1

E(X1Ak
)

P (Ak)
1Ak

)

= lim
n

n∑
k=1

E

(
E(X1Ak

)

P (Ak)
1Ak

1Aj

)
= E(1Aj

X).

Sm Y saa arvoja n ∈ Z, joten σ(Y ) on joukkojen

An = {ω : n ≤ X(ω) < n+ 1}, n ∈ Z

virittämä. Joukot An osittavat Ω:n ja X:n odotusarvo ehdolla σ(Y ) on∑
n

E(X1An)

P (An)
1An . (0.2)
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(a) � P (X ∈ An) =
∫ n+1

n
e−xdx = e−n(1− e−1)

�

E(X1An) =

∫ n+1

n

xe−xdx

= −
/n+1

n
xe−x +

∫ n+1

n

e−xdx

= −
/n+1

n
xe−x −

/n+1

n
e−x

= (n+ 1)e−n − (n+ 2)e−(n+1)

= e−n(n+ 1− (n+ 2)e−1)

Sijoittamalla nämä yhtälöön (0.2) saadaan

E(X|σ(Y )) =
∞∑
n=0

(n+ 1− (n+ 2)e−1)

1− e−1
1An .

(b) � P (An) = π−1
∫ n+1

n
1

1+x2
dx = π−1(arctan(n + 1) − arctan(n)),

n ∈ Z.
�

E(X1An) = π−1

∫ n+1

n

x
1

1 + x2
dx

= π−1

(/n+1

n
x arctan(x)−

∫ n+1

n

1

1 + x2
dx

)
= π−1

(/n+1

n
x arctan(x)−

/n+1

n
arctan(x)

)
= π−1 (n arctan(n+ 1)− (n− 1) arctan(n))

Sijoittamalla nämä yhtälöön (0.2) on

E(X|σ(Y )) =
∑
n∈Z

n arctan(n+ 1)− (n− 1) arctan(n)

arctan(n+ 1)− arctan(n)
1An(ω)

Jokaisella ω on olemassa joukko An 3 ω (ositus), joten satunnais-
muuttujalle E(X|σ(Y ))(ω) < ∞, eli X:n ehdollinen odotusarvo
<∞ jokaisella ω.
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Mutta

E[E(X|σ(Y ))+(ω)] = E

[
∞∑
n=0

n arctan(n+ 1)− (n− 1) arctan(n)

arctan(n+ 1)− arctan(n)
1An(ω)

]

=
∞∑
n=0

π(n arctan(n+ 1)− (n− 1) arctan(n))

=
∞∑
n=0

∫ n+1

n

1

1 + x2
dx

=

∫ ∞
0

1

1 + x2
=∞

Samoin E[E(X|σ(Y ))−(ω)] =∞ ja

E(|E(X|σ(Y ))|) =∞+∞.

Yleisesti on kyllä
E|E(X|G)| ≤ E|X|

(esim Kallenberg Foundations of Modern Probability, Theorem
5.1).

5. Olkoon X(ω) ja Y (ω) P riippumattomia ja tasaisesti jakautuneita vä-
lissä [0, 1], siis

P (X ∈ dx, Y ∈ dy) = 1[0,1](x) 1[0,1](y) dx dy

Olkoon Z(ω) = min(X(ω), Y (ω)) ja I(ω) = 1(X(ω) ≤ Y (ω))

(a) Laske P (X > Y ).

R.

P (X > Y ) = (PX ⊗ PY )(X > Y ) = EPX⊗PY
(1(X>Y ))

=

∫
1(X>Y )d(PX ⊗ PY )

⊥⊥
=

∫ ∫
1(X>Y )dPXdPY

=

∫
R

(∫
R
1(x>y)1[0,1](y)dy

)
1[0,1](x)dx

=

∫
R

(∫ x

0

dy

)
1[0,1](x)dx

=

∫ 1

0

xdx =
1

2

8



(b) Laske �elementaarinen� ehdollinen odotusarvon tapahtuman eh-
dolla

EP (X|X > Y )

R.

E(X|X > Y ) =
E(X1(X>Y ))

P (X > Y )

a)
= 2E(X1(X>Y ))

= 2EPX⊗PY
(X1(X>Y ))

⊥⊥
= 2

∫
R

(∫
R
x1(x>Y )dPY

)
dPX

= 2

∫
R

(
x

∫ x

0

dy

)
dPX

= 2

∫ 1

0

x2dx =
2

3

(c) Laske ehdollinen odotusarvo

EP (X|σ(I))(ω)

R.

σ(I) = σ({ω : I = 0}, {ω : I = 1}) = σ({X > Y }, {X ≤ Y }).

E(X|σ(I))(ω) =
E(X1(X>Y ))

P (X > Y )
1(X>Y )(ω) +

E(X1(X≤Y ))

P (X ≤ Y )
1(X≤Y )(ω)

Muut termit on jo,

E(X1(X≤Y )) = E(X1(X≤Y ))

=

∫
R

(∫
R
x1(x≤y))dPX

)
dPY

=

∫
R

(∫ y

0

xdx

)
dPY

=

∫ 1

0

1

2
y2dy =

1

6
.
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Sijoittamalla

E(X|σ(I))(ω) =
2

3
1(X>Y ) +

1/6

1− 1/2
1(X≤Y )

=
2

3
1(X>Y ) +

1

3
1(X≤Y )

=
1

3
+

1

3
1(X>Y )

(d) Laske ehdollinen odotusarvo EP (X|σ(Z), I)(ω).

Vihje Koska

Z(ω)1(X(ω) > Y (ω)) = Y (ω)1(X(ω) > Y (ω))

voit osoitaa ensin (Kolmogorovin määritelmän kautta)

EP (X|σ(Z), σ(I))(ω) 1(X(ω) > Y (ω))

= EP (X|σ(Y ), σ(I))(ω)1(X(ω) > Y (ω))

=
EP (X1(X > Y )|σ(Y ))

P (X > Y |σ(Y ))(ω)
1(X(ω) > Y (ω))

Muistetaan että silloin kun X ja Y ovat P -riippumattomia,

EP (f(X, Y )|σ(Y ))(ω) = EP (f(X, y))

∣∣∣∣
y=Y (ω)

Vihje Laske ensin EP (X|σ(Z, I)), jossa I(ω) := 1(X(ω) ≤ Y (ω))
ja tietenkinσ(Z, I) ⊇ σ(Z).

EP (Z|σ(Z)) = EP
(
EP (X|σ(Z, I))

∣∣σ(Z)
)

R.

Käyttämällä vihjettä

E(X|σ(Z), σ(I)) =
E(X1(X>Y )|σ(Y ))

P (X > Y |σ(Y ))
1(X>Y ) +

E(X1(X≤Y )|σ(Y ))

P (X ≤ Y |σ(Y ))
1(X≤Y ).

E(X1(X>Y )|σ(Y ))
⊥⊥
= E(X1(X>y))|y=Y (ω)

=

(∫ 1

y

xdx

) ∣∣∣
y=Y (ω)

=
1

2
(1− Y 2).
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E(X1(X≤Y )|σ(Y ))
⊥⊥
= E(X1(X≤y))|y=Y (ω)

=

(∫ y

0

xdx

) ∣∣∣
y=Y (ω)

=
1

2
Y 2.

P (X ≤ Y |σ(Y )) = E(1(X≤Y )|σ(Y ))

⊥⊥
= E(1(X≤y))

∣∣∣
y=Y (ω)

=

(∫ y

0

dx

) ∣∣∣
y=Y (ω)

= Y

P (X > Y |σ(Y )) = E(1(X>Y )|σ(Y ))

⊥⊥
=

(∫ 1

y

dx

) ∣∣∣
y=Y (ω)

= 1− Y

Sijoittamalla:

E(X|σ(Z), σ(I)) =
1
2
(1− Y 2)

1− Y
1(X>Y ) +

1
2
Y 2

Y
1(X≤Y )

= Y +
1

2
1(X>Y )
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