
HY Todennäköisyysteoria I, syksy 2013, kurssikokeen ratkaisut
(14.11.2013)

Valitse kolme tehtävää tästä neljän tehtävän listasta ja vastaa tehtävien
kysymyksiin. Jos jää aikaa voit toki vastata myös neljanteen tehtävään. Ko-
keen kesto on neljä tuntia.

Tehtävissä, kaikki satunnaismuuttujat elävät todennäköisyysavaruudessa
(Ω,F , P ).

1. Olkoon satunnaismuuttuja X(ω) > 0 P -melkein varmasti. Osoita

(a)

EP (X) =

∫ ∞
0

P (X > t)dt =

∫ ∞
0

P (X ≥ t)dt

(b) Osoita myös kun K > 0 (deterministinen)

EP
(
X1(X > K)

)
=

∫ ∞
K

P (X > t)dt+KP (X > K)

R.

EP
(
X1(X > K)

)
=

∫ ∞
0

x1(x > K)P (X ∈ dx) =

∫ ∞
K

(∫ x

0

dy

)
P (X ∈ dx)

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

1
(
x > K ∨ y

)
dyP (X ∈ dx) = Fubini

=

∫ ∞
0

∫ ∞
0

1
(
x > K ∨ y

)
P (X ∈ dx)dy =∫ ∞

0

P (X > K ∨ y)dy =

∫ K

0

P (X > K)dy +

∫ ∞
K

P (X > y)dy

= KP (X > K) +

∫ ∞
K

P (X > y)dy

Kun K = 0 saadaan a) erikoistapauksena.

2. Muistetaan Lebesguen dominioidun konvergenssi lause. Jos X(ω) ja
Xn(ω), n ∈ N ovat satunnaismuuttujat jolla limn→∞Xn(ω) = X(ω)
P -melkein varmasti ja

sup
n∈N
|Xn(ω)| ≤ Y (ω) jossa EP (Y ) <∞
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siitä seuraa limn→∞EP (Xn) = EP (X).

Osoita: Jos Xn
P−→ X stokastisesti ja |Xn(ω)| ≤ K < ∞ P -melkein

varmasti jossa K on deterministinen, siitä seuraa

lim
n→∞

EP
(
|Xn −X|

)
= 0

Vihje: Huomataan että

|Xn(ω)−X(ω)| ≤ |Xn(ω)|+ |X(ω)| ≤ 2K.

Käytä Tehtävan 1 odotusarvon esitystä (a).

R. Koska Xn
P→ X stokastisesti, on olemassa deterministinen alijono

nk jolla

lim
k→∞

Xnk(ω) = X(ω) P -melkein varmasti

ja koska |Xnk(ω)| ≤ K P -m.v, siitä seuraa |X(ω)| ≤ K, ja

| Xn(ω)−X(ω)| ≤ | Xn(ω)| + |X(ω)| ≤ 2K ∀n ∈ N P -melkein varmasti

Nyt

EP
(
|Xn −X|

)
=

∫ ∞
0

P
(
|Xn −X| > t

)
dt =

∫ 2K

0

P
(
|Xn −X| > t

)
dt =

jossa P (|Xn −X| > 2K) = 0.

Koska Xn
P→ X, seuraa limn→∞ P (|Xn −X| > t) = 0, ja koska

0 ≤ P (|Xn −X| > t) ≤ 1

Lebesgue dominoidun konvergenssin lause astuu voimaan kun integroi-
daan kompakti välissä [0, 2K] Lebesgue mitan suhteen ja saadaan

lim
n→∞

EP
(
|Xn −X|

)
= lim

n→∞

∫ 2K

0

P
(
|Xn −X| > t

)
dt

=

∫ 2K

0

lim
n→∞

(
P
(
|Xn −X| > t

) )
dt = 0

siis Xn
L1(P )→ X 2
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3. Olkoon { Un(ω) : n ∈ N} P -rippumattomia ja samoin jakautuneita
satunnaismuuttuja jolla

P (U1 ∈ (a1, b1], . . . , Un ∈ (an, bn] ) = (b1 − a1) . . . (bn − an)

∀0 ≤ ai < bi ≤ 1.

Olkoon Xn(ω) = max
{
U1(ω), . . . , Un(ω)

}
(a) Osoita että limn→∞Xn(ω) = 1 P -melkein varmasti.

R Olkoon ε ∈ (0, 1),

P
(
|Xn − 1| > ε

)
= P (Xn ≤ (1− ε)

)
=

P
(
U1 ≤ (1− ε), U2 ≤ (1− ε), . . . , Un ≤ (1− ε)

)
=

P
(
U1 ≤ (1− ε)

)
P
(
U2 ≤ (1− ε)

)
. . . P

(
Un ≤ (1− ε)

)
= (1− ε)n

josta seuraa

lim
n→∞

P
(
|Xn − 1| > ε

)
= 0

eli Xn
P→ 1 kun n→∞.

Koska
∞∑
n=0

(1 − ε)n = ε−1 < ∞ kun ε ∈ (0, 1), Borel Cantelli

lemmasta seuraa

P

(
lim sup

n

{
ω : |Xn(ω)− 1| > 1/K

})
= 0 ∀K ∈ N

joka on yhtäpätevä kuin

0 = P

(⋃
K∈N

⋂
N∈N

⋃
n≥N

{
ω : |Xn(ω)− 1| > 1/K

})
ja

1 = P

(⋂
K∈N

⋃
N∈N

⋂
n≥N

{
ω : |Xn(ω)− 1| ≤ 1/K

})
= P

({
ω : lim

n→∞
Xn(ω) = 1

})
(b) Laske odotusarvo EP (Xn).

Vihje Katso odotusarvon esitys (a) Tehtävässä 1.
R. Koska Xn(ω) ∈ [0, 1] P -melkein varmasti,

EP (Xn) =

∫ ∞
0

P (Xn > t)dt =

∫ 1

0

P (Xn > t)dt
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jossa P (Xn > t) = 1 − P (Xn ≤ t) = 1 − P (U1 ≤ t, . . . Un ≤ t) =
1− tn. Tästä seuraa

EP (Xn) = 1−
∫ 1

0

P (Xn ≤ t)dt = 1−
∫ 1

0

tndt = 1− 1

n+ 1
=

n

n+ 1

Vihje Osoita ensin että Xn

P

−→ 1 (stokastisesti) ja käytä sitten
Borel Cantellin lemmaa.

(c) Osoita myös että minimien jonolla Yn(ω) := min
{
U1(ω), . . . , Un(ω)

}
pätee limn→∞ Yn(ω) = 0 P -melkein varmasti.

(d) Laske odotusarvo EP (Yn).
Vihje : Koska U1(ω) ja (1 − U1(ω)) ovat samoin jakautuneita,
voisit osoittaa että Yn ja (1 − Xn) ovat samoin jakautuneita. R.
Olkoon Ũi = (1 − Ui). Koska Ũi(ω) on Ui(ω):n funktio ja satun-
naosmuuttujat (Ui : i ∈ N) ovat P -riippumattomia, seuraa että
(Ũi : i ∈ N) ovat myös P -riippumattomia. Huomataan myös että
kun 0 ≤ a ≤ b ≤ 1,

P
(
Ũi ∈ (a, b]

)
= P

(
Ui ∈ (1− b, 1− a]

)
= (1− a)− (1− b) = b− a

eli Ũi ovat myös tasajakautuneita välissä [0, 1], ja Väite seuraa
koska

Yn(ω) = min
{
U1(ω), . . . , Un(ω)

}
= 1−max

{
1− U1(ω), . . . , 1− Un(ω)

}
= 1−min

{
Ũ1(ω), . . . , Ũn(ω)

}
−→ 1 P -m.v. kun n→∞

josta seuraa EP (Yn) = 1− EP (Xn) = 1
n+1

.

4. OlkoonX1(ω), . . . , Xn(ω) P -riippumattomia ja samoinjakautuneita eks-
ponentiaalisia satunnaismuuttujia,

Pλ(Xn > t) =
{

exp(−λt) kun t > 0 1 kun t ≤ 0

jossa λ > 0 ja olkoon

Sn(ω) = X1(ω) + · · ·+Xn(ω)

(a) Laske momentti-generoiva funktio

m(θ) := Eλ(exp(θSn))

Vihje: laske Eλ(exp(θXn)) ja käytä riippumattomuutta.
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R. Koska −dPλ(X1>t)
dt

= λ exp(−λt)1(t ≥ 0) on λ- eksponentialisen
jakauman tiheysfunktio, seuraa

Eλ
(
exp(θX1)

)
=

∫ ∞
0

λ exp
(
(θ − λ)x

)
dx =

{
λ
λ−θ θ < λ

+∞ θ ≥ λ

Koska satunnaismuuttujatX1, . . . , Xn ovat P -riippumattomia ja
samoin jakautuneita,

Eλ
(
exp(θSn)

)
= Eλ

(
exp(θ(X1 + · · ·+Xn)

))
=

n∏
i=1

Eλ
(
exp(θ(Xi)

))
= Eλ

(
exp(θ(X1)

))n
=


(
λ/(λ− θ)

)n
θ < λ

+∞ θ ≥ λ

(b) Laske odotusarvot EP (Sn) ja EP (S2
n)

R. Koska X(ω) ≥ 0 P -melkein varmasti

Eλ(X1) =

∫ ∞
0

Pλ(X1 > t)dt =

∫ ∞
0

exp(−λt)dt =
1

λ
,

Eλ(X
2
1 ) =

∫ ∞
0

Pλ(X
2
1 > t)dt =

∫ ∞
0

Pλ(X1 >
√
t)dt =∫ ∞

0

Pλ(X1 > u)2udu = 2

∫ ∞
0

exp(−λu)udu =
2

λ
Eλ(X1) =

2

λ2

(muttujan vaihdolla u =
√
t ). seuraa

Eλ(Sn) = Eλ(X1) + · · ·+ Eλ(Xn) = nEλ(X1) = nλ

Eλ(S
2
n) = Eλ

(
(X1 + · · ·+Xn)2

)
=

n∑
i=1

Eλ(Xi)
2 + 2

∑
i<j

Eλ(XiXj) = nEλ(X
2
1 ) + n(n− 1)Eλ(X1)

2 =
n

2
+ n

λ2
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