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1. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ),
Olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) satunnaismuuttujaa, jolla

P
(
X1 > t1, . . . , Xn > tn

)
= exp

(
−λ

n∑
i=1

tn

)
∀n ∈ N, t1, . . . , tn ≥ 0,

jossa λ > 0 on parametri.

(a) Osoita että (Xn(ω) : n ∈ N) ovat P -riippumattomia
(b) Olkoon

Yn = min
{
X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)

}
.

Laske P (Yn > t). Laske myös satunnaismuuttujan Yn tiheysfunk-
tio.

(c) Olkoon X∗n(ω) = max
{
X1(ω), X2(ω), . . . , Xn(ω)

}
Laske P (X∗n ≤ t). Laske X∗n myös satunnaismuuttujan tiheysfunk-
tio.

(d) Laske lim
n→∞

P

(
λX∗n ≤ t+ log(n)

)
.

Vihje:
(
1 + x/n

)n −→ exp(x) kun n→∞.

2. Osoita:

ζ(s) =
∞∑
n=1

n−s <∞, kun s > 1 .

ζ(s) kutsutaan Riemannin zeta funktioksi.
Vihje ∫ ∞

1

x−sdx ≥
∑
n≥2

n−s.

Diskreettitodennäkoisyysavaruudessa (Ω = N,F = 2N, P ), olkoon

P ({n}) := n−s/ζ(s) .

Laske P (Ep) jossa p on alkuluku ja

Ep = pN = {n ∈ N : p jakaa n } .

.
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(a)(b) Osoita että tapahtumat (Ep : p on alkuluku ) ovat P -riippumattomia.
(c) Osoita Eulerin kaava

P ({1}) = 1/ζ(s) =
∏

p alkuluku
(1− p−s)

Vihje käytä riippumattomuutta.
(d) Osoita että ehdollisille todennäköisyydelle pätee

P (pqN|pN) = P (qN).

(e) Olkoon X satunnaismuuttuja jolla P (X = n) = n−s/ζ(s). Osoita

P ({ ei ole olemassa k > 1 jolla k2 jakaa X }) = 1/ζ(2s)

(f) Olkoon X, Y P -riippumattomia jolla

P (X = n, Y = m) = P (X = n)P (Y = m) =
(
mn
)−s

/ζ(s)2.

ja olkoon R(ω) satunnaismuuttujen X(ω) ja Y (ω):n suurin yhtei-
nen jakaaja. Osoita:

P({R = n}) = n−2s/ζ(2s)

3. Todennäköisyysavaruudessa (Ω,F , P ), olkoon {An : n ∈ N} ⊆ F , ta-
pahtumien jono jolla

∞∑
n=1

P (An) <∞

Olkoon Sn(ω) =
∑n

k=1 1An(ω).

Osoita että P -melkein varmasti raja-arvo S∞(ω) := limn→∞ Sn(ω) on
olemassa.

Vihje: Muista Borel Cantelli lemmat !

4. Olkoon (Xn(ω) : n ∈ N) riippumattomien ja samoin riippumattomia
ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, jolla P (Xn(ω) ≥ 0) = 1 ja
EP (Xn) =∞.

5. Osoita että jokaiselle K > 0

∞∑
n=1

P (|Xn| > Kn) =∞

Vihje käytä Fubinin lausetta.
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6. Osoita: P -melkein varmasti

lim sup
n→∞

X1(ω) +X2(ω) + · · ·+Xn−1(ω) +Xn(ω)

n
= +∞

Käytä Borel Cantelli lemmaa.

7. (Vahva suurten lukujen laki, 4-momenttin ehdolla). Olkoon (Xn(ω) :
n ∈ N) riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia.
Oletamme EP (X4

1 ) <∞ ja EP (X1) = 0.

Olkoon Sn = X1(ω) +X2(ω) + · · ·+Xn(ω).

(a) Laske EP (S4
n). Vihje:

EP

(
S4
n

)
= EP

({ n∑
i=1

Xi

}4)
= EP

( n∑
i,j,k,l=1

XiXjXkXl

)
=

n∑
i,j,k,l=1

EP (XiXjXkXl) = . . .

(b) Arvioi Chebychevin epäyhtälöllä todennäköisyydet

P (Sn > εn)

Vihje Käytä EP (S4
n) momenttia.

(c) Osoita Borel Cantelli lemman avulla että P -melkein varmasti

lim
n→∞

Sn(ω)

n
= 0

Vihje Osoita

P
({

ω : Sn(ω) > nε äärettömästi monille n:lle
})

= 0

Huomautus Tästä lauseesta on olemassa vielä yleisempi versio, jossa
EP (|X1|) <∞ on riittävä ehto.
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