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1. • Todista Checbychevin epäyhtälö: jos X(ω) ≥ 0 P -melkein var-
masti,

P (X > t) ≤
EP
(
X
)

t

Vihje

0 ≤ t 1(X(ω) > t) ≤ X(ω)

• Osoita myös Chentsovin epäyhtälö

P (X > t) ≤ inf

{
exp(−λt)EP

(
exp(λX)

)
: λ > 0

}
Olkoon satunnaismuuttuja X(ω) Poisson(θ) jakautunut, jossa θ >
0 on parametri, eli

Pθ
(
X = n) = exp(−θ)θ

n

n!
n ∈ N

• Laske Eθ(exp(λX)), ∀λ > 0.

• Arvioi yläpuolelta Pθ
(
X > t

)
Chentsovin epäyhtälöllä.

2. Olkoon X ∈ L1(Ω,F , P ), siis EP (|X|) <∞ . Osoita että

EP
(
|X|1(|X| > n)

)
↓ 0 kun n ↑ ∞ .

Vihje

0 ≤ |X(ω)|1(|X(ω) ≤ b|) ↑ |X(ω)|

kun n ↑ ∞ . Muista monotoninen konvergenssin lause.

3. Olkoon X(ω) ∈ YF , (yksinkertäinen satunnaismuuttuja) osoita että
EP (X) ei riipu satunnaismuuuttujan esityksestä.

Vihjeet Satunnaismuuttujalla on esitykset:

X(ω) =
n∑
i=1

xi 1Bi
(ω) =

∑
t∈R

t 1It(ω),

It = {ω : X(ω) = t}, t ∈ R
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jossa tapahtumat Bi eivät ole vältämättä erillisiä ja arvot xi eivät ole
vältämättä eriläisiä. Huomataan että oikean puoleen summa on yli ää-
rellisen indeksijoukon koska X(ω) saa äärellistä monta arvoa. Osoitam-
me että

n∑
i=1

xi P (Bi) =
∑
t∈R

t P ({ω : X(ω) = t})

ja siksi EP (X) on hyvin määritelty.

4. Olkoon Ω = [0, 1] todennäköisyysavaruus, varustettuna Borelin σ-algebralla
Lebesguen todennäköisyysmitalla P (dω) = dω.

• Osoita että satunnaismuuttujen jonolle

Xn(ω) = n 1[0,n−1](ω), n = 1, 2, . . .

lim
n→∞

EP (Xn) 6= EP

(
lim
n→∞

Xn(ω)

)
• Olkoon

Y (ω) := sup
n∈N

Xn(ω), ω ∈ (0, 1]

Osoita että EP (Y ) = ∞, ja siksi Lebesguen dominoidun konve-
genssin lause ei ppysty soveltamaan

• Voidaanko soveltaa Fatoun lemmaa ?

5. Tehtävä numeroituvuudesta:

• Osoita: tauluun=[0, 1]2 mahtuu ylinumeroituva määrä erillisiä nolla-
merkin=’O’ eli ympyrän muotoisia käyriä, (siis ympyrä-käyrät
saavat olla myös sisäkkäisiä kun eivät koske toisiaansa).

• Osoita että taulussa = [0, 1]2 tai vaikka = R2 avaruudessa mahtuu
korkeintaan numeroituva määrää erillisiä ’8’ eli ’∞’-merkkin muo-
toisia käyriä ( siis ’8’- muotoisia käyrät saavat olla myös sisäkkäisiä
kun eivät koske toisiaansa).
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