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1. Olkoon Ω mielivaltainen joukko, 2Ω merkitsee sen potenssijoukko, eli
Ω:n alijoukkojen kokoelma. Määritellään alijoukkojen A,B ⊆ Ω , sym-
metrinen erotus

A∆B = (A ∪B) \ (A ∩B) = {ω : ω ∈ A vai ω ∈ B mutta ei molemmissa }

Näytä että potenssijoukko 2Ω on rengas operatioiden ∆ (summa) ja
∩ (tulo) suhteen. Eli

• Esitä identiteetti jäsen ∆:n operaation suhteen,

• Esitä identiteetti ∩:n operaation suhteen,

• osoita että jokaisella jäsenillä on additiivinen inverssi,

• osoita että ∆ on assosiatiivinen ja distributiivinen ominaisuus on
voimassa.

Vihje : indikaattorille pätee

1(A∆B) =
(
1A + 1B

)
mod 2

2. Olkoon {Gα : α ∈ I} saman joukon Ω:n σ-algebrien kokoelma jossa I
on mielivaltainen indeksi joukko.

Osoita että leikkaus

G :=
⋂
α∈I

Gα

on σ-algebra.

3. Todista väitteet:

Mielivaltainen π(vastaavasti d)-luokkien, leikkaus on π(vastaavasti d)-
luokka. Eli

d(C) =
⋂

d-luokat I⊇C
I
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on pienin C:n sisältävä d-luokka, ja

π(C) =
⋂

π-luokat J⊇C
J

on pienin C:n sisältävä π-luokka. Myös

σ(C) =
⋂

σ-algebrat A⊇C
A

on pienin C:n sisältävä σ-algebra.

4. Olkoon E ⊆
(
R ∪ {+∞}

)
kokoelma osajoukoista

(a1, b1] ∪ (a2, b2] ∪ · · · ∪ (an, bn], n ∈ N

jossa n ∈ N and ai, bi ∈
(
R ∪ {+∞}

)
, jossa

−∞ ≤ a1 ≤ b1 ≤ a2 ≤ b2 ≤ · · · ≤ an ≤ bn ≤ +∞,

Osoita että E on algebra, mutta ei ole σ-algebra.

5. Olkoon {An : n ∈ N} saman tapahtumien joukon Ω:n kasvava algebrien
jono, jossa An+1 ⊇ An.

Osoita että yhdiste

A =
⋃
n∈N

An

on algebra.

Jos korvataan “algebrat” “σ-algebroilla” tämä väite ei välttämättä päde,
esitä vastaesimerkki.

6. Olkoon {An : n ∈ N} ⊆ 2Ω alijoukkojen jono.

Osoita:

lim sup
n

1An(ω) = 1lim supn An(ω), jossa lim sup
n

An =
⋂
n

⋃
k≥n

Ak.
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