HY Todenniakoisyysteoria I , syksy 2013, ratkaisut laskuharjoi-
tukset 7 (23.10.2013)

1. Todennékoisyysavaruudessa (2, F, P),

Olkoon (X, (w) : n € N) satunnaismuuttujaa, jolla
P(Xi>t,..., X, >t,) = exp(—/\Ztn) Vn e N, ty,... t, >0,
i=1

jossa A > 0 on parametri.

(a) Osoita ettd (X,(w) : n € N) ovat P-riippumattomia
R Koska eksponentiaali faktorisoituu, Vn, t1,...,t, € R

n

P(Xi>t,..., X, >t,) = Hexp(—/\tn> =[P >t)
i=1 i=1
siis (lyhyesti) tapahtumat ({ w : X,(w) > t,} : n € 1,)n) ovat
P-riippumattomia.

Koska avoimien valien kokoelma { (t1,00) X"+ X(tp,00),t1,...,t, €
R} on m-luokka joka virittdé Borelin tulo o-algebran B(R) x - - - X

B(R) = B(R™), Dyninkinin laajennus lauseesta seuraa ettd kun
B;eB(R),i=1,...,n,

P(X; € By,... X, € B,) = P(X, € B)) x P(X,, € B,)

siksi satunnaismuuttujen virittdmien o-algebrat o(X;), i € N ovat
P-riipumattomia eli satunnaismuuttujat ovat P-riipumattomia.

(b) Olkoon
Y, = min{X;(w), Xo(w), ..., Xp(w)} .

Laske P(Y,, > t). Laske my6s satunnaismuuttujan Y;, tiheysfunk-
tio.

R P-riippumattomuuden nojalla, kun ¢ > 0.

P(Y,>t)=P(X;>t,..., X, >t) = [[P(Xi > t) = P(X; > )" =
i=1

exp(—At)" = exp(—nAt)



2.

Tiheysfunktio saadaan kertyméfunktion derivoimalla:

pyn():dP(Y ):dP :—{1— (Y, >1t)}

_E{ P(Y, >t) = n\exp(—nAt)

siis Y,, on myd6s eksponentiaalisesti jakautunut parametrilla nA.
Olkoon X (w) = max{X;(w), Xa(w),..., X, (w)}

Laske P(X} <t). Laske X! my0s satunnaismuuttujan tiheysfunk-
tio.

R P-riippumattomuuden nojalla, kun ¢t > 0

P(X;<t)=P(X;<t,.... X, <t)=[[P(Xi<t) = P(Xy < 0)"

=1

= (I —exp(—=\t))" = (Z) (—1)F exp(—kAt)
( Newtonin binomi kaava ). Tiheysfunktio on

— P(X; <t)=n(l—exp(—At))"" eXp( A)A

1

:Ai(Z)(—l)k_lkexp( kt) /\nz;n(n;1>( 1)F exp(—(k + 1)\t)

Laske lim P()\X;; <t+ log(n)).

n—oo
Vihje: (1+z/n)" — exp(z) kun n — oo.
RVt >0,

P(AX; <t+logn) = P(X; < (t+logn)/\)
= <1 — exp(t + log n)> = <1 — exp(—t)) — exp(—exp(—t))

n

kun n — oo

Osoita:

o
:Zn_5<oo, kun s > 1 .

n=1



((s) kutsutaan Riemannin zeta funktioksi.
R Koska 27° > n™ kun z € (n,n+ 1], koska L2!7* = (1 — s)z~

- > 1 1

Zn’s < / x %dx = (1’5 — oo’s) = < o0

—~ 1 1—s5 1—5
Diskreettitodenniikoisyysavaruudessa (2 = N, F = 2 P)., olkoon

P({n}) :=n""/((s) -

Laske P(FE,,) jossa
E,=mN={neN: mjakaan }.

R

mN) = L mn) * = m_sL n° = m_s@ =m°
Pm) = g5y 2mm™" = 2 o)

neN

(h) Osoita ettd tapahtumat E, ja E, ovat P-riippumattomia kun p ja
q ovat alkulukuja :

R
P(pN N gN)P(pgN) = (pq)~> = P(pN) P(¢N)
(c) Osoita Eulerin kaava
)= [ a-p (0.1
p alkuluku

Vihje kiyté riippumattomuutta. R Koska tapahtumat (£, : p on alkuluku )
ovat P-riippumattomia, néin ovat niiden komplementtit:

—S (& C 1
I a-»= I rep-r( N B)-rdb-;
p alkuluku p alkuluku p alkuluku
koska 1 on aino luku joka ei ole jaettavissa alkuluvuilla.
(d) Osoita etta ehdollisille todennékoisyydelle pétee kaikille n,m € N
(ei valttamatta alkulukuja)
P(nmN|mN) = P(nN) (0.2)

R Suoraan maéaritelmasta
D ken(nmk)™® ((s)

Pl = SRS = () =




(e) Olkoon X satunnaismuuttuja jolla P(X =n) =n"*/((s). Osoita

P({ ei ole olemassa k > 1 jolla k? jakaa X }) = 1/¢(2s)

R Koska
ﬂ <k2N> = ﬂ (q2N> , slitd seuraa
k>1 qalkuluku

{ ei ole olemassa k > 1 jolla k? jakaa X } =

{ ei ole olemassa alkuluku ¢ jolla ¢? jakaa X } = ﬂ (q2N>
q alkuluku

ja tapahtumien {E, : ¢ on alkuluku} P-riippumattomuuden no-
jalla

P({ ei ole olemassa k > 1 jolla k? jakaa X })

= ] (-pP@N)= [] @Q-q¢>)=1/¢2s)

q alkuluku ¢ alkuluku

jossa viimeinen yhtdlo seuraa Eulerin kaavasta (0.1)).
(f) Olkoon X,Y P-riippumattomia jolla

P(X =nY =m)=P(X =n)P(Y =m) = (mn) "/((s)?, VYn,meN

ja olkoon R(w) satunnaismuuttujen X (w) ja ¥ (w):n suurin yhtei-
nen jakaaja. Osoita:

P({R=mn}) =n""/¢(2s)
R
P({R =n}) =

P(X € nN,Y € nN, ei ole olemassa ¢ alkuluku jolla X € ngN ja Y € ngN )

Kéaytdmme ehdollista todennakdisyyttéa:

P(R=n)=

(XEnN Y enN)P(R=n| X e nN,Y € nN) =
P(X e nN)P(Y e nN)P(R=n| X € nN,Y € nN)
=n *P(R=n| X €nN,Y € nN)



Nyt X/n ehdolla X € nN ja Y/n ehdolla Y € nN ovat P-
riippumattomia ja ((0.2)) nojalla ovat samoin jakautuneita kuten
alkuperiisida X ja Y satunnaismuuttujia.

P(R=n| X e nN,Y € nN) =
P({ ei ole olemassa k € N jolla X e nkN jaY e nkN | X e nN)Y € nN}) =
P({ ei ole olemassa ¢ alkuluku jolla X € ngN ja Y € ngN }| X enNY € nN,)

= P({ ei ole olemassa ¢ alkuluku jolla X € gN ja Y € ¢N })

—p N ({XGqN}ﬂ{YEqN})C>

q alkuluku

11 P(({ XegNIn{Ye qN})"’)

q alkuluku

- H (1 — P(X egN)P(Y € qN)>
¢ alkuluku

-] (1 - q) — 1/¢(2s)

¢ alkuluku

3. Todennékoisyysavaruudessa (€2, F, P), olkoon {4, : n € N} C F, ta-
pahtumien jono jolla

i P(A,) < >

Olkoon S, (w) = >, 1a, (w).

(a) Osoita ettd P-melkein varmasti raja-arvo Soo(w) := lim, . Sp(w)
on olemassa.
R Borel Cantelli lemmasta seuraa

P(lim sup An) = P({w € A, adrettoman monille n:lle ) =0

siksi P-melkein varmasti on olemassa N(w) jolla w ¢ A, Vn >
N(w), josta seuraa ettd on sarja S,(w) ei endd muutu kun n >
N(w) jasiksi lim S, (w) on olemassa P-melkein varmasti.

n—oo

(b) Olkoon (X, (w) : n € N) riippumattomien ja samoin riippumatto-
mia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia, jolla P(X,(w) >
0) =1ja Ep(X,) = 0.



(c) Osoita etta jokaiselle K > 0

iP(Xn > Kn) = o0

n=1

R Olkoon X(w) = X;(w), Fx(dt) = P(X; <t). Fubinin lauseen
mukaan voidaan vaihtaa integroinnnin jérjestysta

00 = B(X) = /Oo tFy(dt) = /OOO (/Ot ds) Fy(dt)

:/OOO /Ooo 1(50§ t)dsFx(dt) =

/Ow/oool(sgt)FX(dt)ds /OOO(/:OFX(dt))ds

:/ (1—Fx(s))ds=/ooP(X>s)d8=/0mP(X23>dS

0 0

jossa viimeinen yhtélo seuraa koska kuvays s — P(X > s) on ei-
kasvava ja siksi sen epajatkuvuuden pisteiden joukko on korkein-
taan numeroituva, ja se on O-mittainen Lebesguen mitan suhteen.

Kun vakio K > 0 my6s Ep(X/K) = Ep(X)/K = +0 ja

00 = Ep(X)/K = Ep(X/K) = /OOO P(X > sK)ds <1+ /100 P(X > sK)ds

o (o) Xn
< 1+ZP(X>nK):1+ZP(7>K)
n=1 n=1

jossa viimeinen yhtélo seuraa koska satunnaismuuuttujat ovat sa-
moin jakautuneuta.

(d) Osoita: P-melkein varmasti

X X e+ X Xn
lim sup 1(w) + Xo(w) +--- + 1(w) + X, (w) o
n—oo n

Kéyta Borel Cantelli lemmaa.

R Koska satunnaismuuttujat X, ovat P-riippumattomia, tapah-
tumat P(X,, > nK) ovat P-riippumattomia ja toinen Borel Can-
telli lemmasta seuraa

P(limsup{ w: Xn_(w) >K}> =1 VK eN
n—oo

n



josta seuraa

X
P(ﬂlimsup{w: n() >K}):1
Ken oo n

Koska

sném _ (s;i(?) (n - 1) o Xal)

jossa (n — 1)/n — 1, seuraa etté

X
3 lim Sn(w) <— lim —n(w)
n—o0 n n—o0 n

=0

mutta P-melkein varmasti néin ei tapahdu koska VK X, (w)/n >
K aérettomén monille n:lle.

4. (Vahva suurten lukujen laki, 4-momenttin ehdolla). Olkoon (X, (w) :
n € N) riippumattomia ja samoin jakautuneita satunnaismuuttujia.
Oletamme Ep(X}) < oo ja Ep(X;) = 0.

Olkoon S,, = X;(w) + Xo(w) + -+ - + X, (w).
(a) Laske Ep(S%). Vihje:

n

n 4 n
Bel(S:) = EP<{ZX"} ) B EP( > XiXa‘Xle> = D Ep(XXGXX) =
i=1 1,5,k 1=1

1,7,k l=1

R Todistetaan myohemmin luennolla ettd LP(Q2, F, P) C LY(Q), F, P)
kun ¢ < p ja P on todenn#koisyys mitta (tai dérellinen mitta p,
kuitenkin tdmé ei pade kun () = 00).

Koska Ep(X*) < co myds Ep(|X|P) < oo Vp < 4. Huomataan
etta

Y Ep(XiX;Xp X)) =Y Ep(X]X]) =

i,5.k,l=1 ij=1
ST Ep(XH +23° S Ep(X2X2) = nEp(XE) + n(n — 1) Ep(X?)?
i i=1 j<i

koska kun jokin indeksi i on eri kun muut, siis i« & { j, k, [} silloin
P-riippumattomuuden nojalla

Ep(XinXle) = EP(Xi)EP(XijXl) =0.



(b) Arvioi Chebychevin epéyhtélolla todennéakoisyydet
P(|S,] > en)
R Kiytimme Ep(S?) momenttia Chebychevin epiyhtilossé:

Ep(Sy)

P(|Su| > en) = P(IS,[* > e'n') < =53

- nEp(X}) +n(n — 1)Ep(X?)?

<Cn?—-50

eind

kun n — oo, jossa C' > 0 on vakio, ja S, /n L4 0 stokastisen
konvergenssin mielessa
(c) Osoita Borel Cantelli lemman avulla ettd P-melkein varmasti

lim Sn(w)

n—o0 n

=0

Vihje Osoita
P({ w: Sp(w) > ne ddrettémésti monille n:lle }) =0

R. Koska
ZP(|Sn\ >en) < CZn_Q < 00
n=1 n=1

ensimmaisen Borel Cantellin lemmasta seuraa VK € N

n 1
P(limsup{%> }) =0 VKeN, <

n

L 1Su| 1
< —

P(hrr;mf{ p——
S

(0 WD)

KeNL NeNn>N

(fom 28 o))-

Huomautus Tésta lauseesta on olemassa vield yleisempi versio, jossa
Ep(|X1]) < oo on riittavé ehto.




